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Introduction

. ‘ Methodes itéeratives de resolution des systemes lineaires

Q Les meéthodes directes presentées jusqu'ici permettent de calculer la solution d'un systeme
linéaire en un nombre fini de pas (solution exacte en ne tenant pas compte des erreurs
d'arrondi).

Q Pour de grands systemes, ces methodes demandent souvent trop d'espace memoire et trop
de calculs.

Q On est alors amene a utiliser des methodes itératives. Ces méthodes ne permettent pas, en
general, dobtenir la solution exacte en un nombre fini d'opérations. Mais chaque itération
donne une meilleure approximation de la solution et 'on arréte des que la précision desirée
est atteinte. ®

Q Les méthodes itératives ont 'avantage d'étre plus faciles a programmer et nécessitent rr.s

[ ] 1 y 4




' Introduction

. ‘ Methodes itéeratives de resolution des systemes lineaires

On propose le probleme de la resolution du systeme linéaire de Cramer Ax = b.
Ou A est une matrice carrée de rang n.

es méthodes que nous presentons ci-apres sont une genéralisation au cas n-dimensionnel des
méthodes de resolution de f(x) = 0 étudiees dans le chapitre precéedent.

Ces méthodes consistent a utiliser un vecteur estimé initial X© = (x\%,x{?, ., x{?)t de Ia
solution exacte X* = (x, x5, ..., x;;)" du systétme Ax = b et de générer une séquence de vecteurs :

x(k+1) — F(k)(X(k), ...,X(k)).




Meéthode de
Jacobi @

Dans cette méthode, on se donne des valeurs
d'essai X{,X5,X3 ..., X,

La premiere equation permet ensuite de calculer
une nouvelle estimation de x,. La seconde équation
permet de calculer une nouvelle estimation de x, et
ainsi de suite jusqu’a Xx..

On a alors une nouvelle estimation de toutes les
inconnues et on recommence le procede tant que la
différence entre litération i+71 et litération i est
Ssuperieure a une précision donnee.



' Méthode de Jacobi
® o

La méthode itérative de Jacobi s’écrit :

Principe k+1 k
P xi ) = (by — a12x§ ) a13x§ o a1nx7(1 ))/6111
k+1 k k
x§ D o (b, — a21x£ ) a23x§ S aan,g ))/azz
k+1 k
xfl = (bn an1x§ ) — anzxé ) — — Upn- 1x( : /Qnn

Cette méethode suppose des pivots a;; non nuls. Dans le cas ou un pivot est nul, un simple

echange des lignes suffit pour veérifier cette condition.




' Méthode de Jacobi
@

Cela permet d'identifier le splitting sutvant pour A :

Principe A=D-E-F
— D : diagonale de A.

— E : triangulaire inférieure avec des 0 sur la diagonale.

— F: triangulaire supérieure avec des O sur la diagonale.

La matrice d'itération de la méthode de Jacobi est donnée par :
B,= -D(E+F)=1- DA

: . : k k+1
L'algorithme de Jacobi nécessite le stockage des deux vecteurs xj( ) et xj( )




' Méthode de Jacobi
® o

Test d’arret

On note le vecteur résidu : r®) = p — AX

B von (k)
Ou encore : ;"7 = b; j=1QijX;

|l existe plusieurs tests d’arrét parmi lesquels on peut prendre :

[
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' Méthode de Jacobi
@

Algorithme de Jacobi

Données : b, A, X9, ¢
Début

k=0

(k)
%

Tant que T > ¢ faire

Pour 1=1 a n faire

k k
i) = b — X1 a;x @

x D = () + 19 /a,
Fin pour
k=k+1
Fin tant que

Fin




' Méthode de Jacobi
-

Conditions de convergence

En revenant au systeme initial voici la condition de convergence :

n
Z‘aij‘ < |a,-i| Vi=1,n
j=1

Jj=i

Théoreme
Une condition suffisante pour la convergence est que la matrice A du systeme Ax = b

soit a diagonale fortement dominante.

Note : Le processus iteratif convergent jouit de la proprieté importante 4’ autocorrection,
qui fait gu ‘'une erreur de calcul isolée n’entache pas le résultat final. Une approximation

erronee peut étre considerée comme un nouveau vecteur initial. O ‘




En remplacant ces valeurs dans le systeme réduit, on obtient :

Exemple :

Résoudre le systeme suivant par la methode (xfl) =2—-006%x3—-0.02x5=1.92
itérative  de  Jacobi avec 3  décimales 2P =3-0.03x240.05x5=3.19

x$? =5—0.01x2+0.02 x 3 = 5.04

A

(4x; + 0.24x, — 0.08x; = 8

exactes.s 0.09x; + 3x, — 0.15x3 =9 _ : . . L
0.04x; — 0.08x, + 4x; = 20 En appliquant une deuxieme iteration, on obtient :
X(2) = (1.9094, 3.1944, 5.0446)"
Vérifions d’abord la convergence. La matrice est a Pour la troisiéme itération, on trouve :

diagonale fortement dominante puisque :
a;;1 =4 > 0.24 4+ |—0.08] = 0.32

ayy =3 > 0.09 + [—0.15] = 0.24
3 2 —
(33 = 4> 0.04 + |—0.08| = 0.12 2 — x| = 0.0005 = 0.5 x 1073

X®) = (1.9092,3.19495, 5.0448)°¢

En prenant e = 0.5 x 1073 : |x(¥ — x{?| = 0.0002 < 0.5 x 1073

Ainsi, le processus itératif de Jacobi est convergent. x§3) _ x§2) — 0.0002 < 05 X 10~3

Mettons le systeme sous la forme réduite : _ ) .
La solution donnée avec trois décimales exactes est :

(. — 9 — _ _

X1 = 2 0.06X2 0.02X3 X, = 1.909 F 0001’
{%2 =3 —0.03x; +0.05x3 Un chiffre significatif d’un nombre _

Lx3 =5 —0.01x; + 0.02x, xz = 3.195+0.001,

approché x est dit exact (c.s.e) si
On peut choisir X(® = (2, 3, 5)¢ I’erreur absolue de ce nombre ne
déepasse pas

x3 = 5.045 F 0.001



Methode de e
Gauss-SEidEI ‘ On utilise encore chacune des equations

pour recalculer une nouvelle estimation de
la solution. La différence avec la méthode de
‘ Jacobi réside dans le fait que l'on utilise les

dernieres valeurs obtenues (de l'itération en
cours) et non celles de l'itération précedente.




Méthode de Gauss-Seidel

Dans la meéthode itérative de Gauss-Seidel, on réecrit le développement de la récurrence
vectorielle comme suit :

k+1 k k k
Principe xi = (b1 — aleé ) — a13x§ ) - alnx,g ))/(111

k+1 k k
xé ) - (b, — a21— azsxé e a2nxwg ))/azz

On constate que la différence entre cette méthode et celle de Jacobi est 1’utilisation
immédiate des nouveaux estimés X 1) 3 ’itération (k+1).

La condition d’avoir des pivots non nuls reste nécessaire aussi pour la methode de Gauss-
Seidel.



Méthode de Gauss-Seidel

Il s’écrit aussi :
x* 1= (D—-E)t(b + ka)|

Dans ce cas, le splitting de A est :

P=D—-EN=F

Et la matrice d’itération associée est :

Bes = (D —E)™! F‘

L'algorithme de Gauss-Seidel ne nécessite qu'un vecteur de stockage, x(F) étant remplacé halasy

par au cours de l'itération.

Il est en général plus rapide que l'algorithme de Jacobi, donc il est préférable en termes de

rapidité.



Méthode de Gauss-Seidel

Algorithme de Gauss-Seidel

Début
k=0

Tant que (et 1)

l

Pour 1=1 a n faire

(k+1) [b Zl
Fin pour
k=k+1
Fin tant que

Fin

X — xi(k)‘ > ¢ faire

(k+1) n
‘ll] j j=i+1

«¥
»

= ¥
"u

—
-

Algorithm e

(k+1)
a;jx j ]/ Aii




Méthode de Gauss-Seidel

Convergence de la méthode de Gauss-Seidel

Une condition suffisante pour la convergence de la methode de Gauss-Seidel est
que la matrice A soit une matrice a diagonale fortement dominante :

n
z‘ai]" < Ia,;l-l Vi = 1,Tl
j=1

J#Fi
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» La methode de Gauss-Seidel est plus rapide en convergence que la méethode de Jacobi. En effet, on utilise dans la méme
itération les valeurs déja estimées. Dans un certain sens, le (k+1) *me jtéré est plus proche de la limite pour la méthode de
Gauss-Seidel que pour la méthode de Jacobi.

» La permutation des lignes dans le systeme initial peut facilement conduire a une divergence. Une deuxieme verification
parait necessaire pour conclure de la convergence du systeme.

» Pour la méthode de Gauss-Seidel, un seul vecteur suffit pour enregistrer les valeurs des itérés successifs. Une fois un iteré
de I’itération précedente est utilise dans le calcul, il n’est pas nécessaire de le garder pour la prochaine itéeration. Ceci
Implique un gain dans 1’espace de stockage.



Exemple

Résoudre le systeme suivant par la méthode itérative de Gauss-
Seidel avec 4 decimales exactes.

10x; + x,+ x3 =12
2x1 +10x, + x3 =13
2x1 + 2x, +10x3 = 14

En prenant : X(® = (1.2, 0,0)¢

Verifions d’abord la convergence. La matrice est a diagonale fortement
dominante puisque :

a;;,=10>1+1=2
Ay, =10>24+1=3
a3 =10>2+2=4
Ainsi, le processus itératif de Gauss-Seidel est convergent.

Mettons le systeme sous la forme réduite :

x1 — 12 - lez — 01x3
xZ — 13 - Ole - 01X3
x3 — 14 - 02x1 — 02x2

L’approximation initiale est : X(® = (1.2, 0, 0)*

En remplacant

dans le processus itératif :

:
2P =12-01%x0 —01x0 =120

2 =13-02x12-01x0 =106
2P =14-02x1.2-02x 1.06 = 0.948

A

*3

Pour la deuxieme itération, on obtient :

A

r
P =12-01x0.06 —01x0948  =0.9992

(2) =13 -0.2x0.9992 — 0.1 Xx0.948 = 1.00536

<2>—14 0.2 X 0.9992 — 0.2 x 1.00536 = 0.999098

|3

Pour les autres itérations, on a :

X®) = (0.999

6,1.0002,1.0001)¢

X® = (1.0000,1.0000, 1.0000)¢

X®) = (1.0000, 1.0000, 1.0000)¢

Ainsi, la soluti

on approchée du systeme est :

x; = 1.0000 + 0.0001,x, = 1.0000 + 0.0001 et x3 = 1.0000 + 0.0001

Remarque : la solution exacte est : (1,1, 1)¢




Methode de
RElaxatiOn ‘ On modifie légerement les méthodes

précedentes en introduisant un parametre
W, le coefficient de relaxation. Ce parametre
‘ est genéralement constant.

La relaxation sur la méthode de Jacobi
nNapporte en géneéeral aucun gain
appréciable. Appliqué a la méthode de
Gauss-Seidel, elle permet d'améliorer la
rapidité de |la convergence.




' Descrlptlon

‘ ‘ Méthode de Relaxation

O Lidee est que si la « correction » apportée a une composante va « dans
le bon sens », on a intérét a 'augmenter en la multipliant par un facteur
supérieur a 1 (w > 1 : sur-relaxation).

Q Au contraire si on risque de diverger ou osciller, il vaut mieux amortir la
correction en la multipliant par un facteur inferieur a 1 (w < 1 :sous-
relaxation)

3 Une condition nécessaire mais non suffisante de convergence de ces
methodes est que le parametre w soit compris entre 0 et 2.




. Meéthode de Relaxation
® o

3 Pour cette méthode, on prend la decomposition suivante:

3 En remplacant dans I'equation x«v= P1Nx®w+ P1p, on obtient

xk = (2 — F)(Z2D + F)x®W+ (C—E) b

O La matrice d’itération est donnée comme suit:

s-(2-£)" (520 +r)




' Méthode de Relaxation

‘ ‘ Méthodes SOR et SSOR et Gauss-Seidel

O L'idée de la méethode de sur-relaxation (SOR = Successive Over Relaxation) est
d'utiliser la méthode de Gauss Seidel pour calculer un itéeré intermédiaire x (k+1)
gu’'on “relaxe” ensuite pour ameliorer la vitesse de convergence de la méthode.

3 On se donne 0 < w < 2, et on modifie I'algorithme de Gauss—Seidel de la maniere

suivante :
Ty € R™
~(k+1 k+1 k
a;. ,J( ) = Zau § ) Za,-‘jl'; ) +b,
| 71<i | 1<
J.."EHI) WJ£L+1 +(1- )f“ i=1,...,n.

O (Pour w =1 on retrouve la méthode de Gauss—Seidel.) e




' Méthode de Relaxation

‘ ‘ Méthodes SOR et SSOR et Gauss-Seidel

O Lalgorithme ci-dessus peut aussi s'ecrire (en multipliant par a;; la ligne 3 de
I'algorithme

0 ¢ R"

a,.,-,.,-;zr,fk*”l) = W —Z 1J1(k+) Z ,J.l(k)+b

Jj<i j>1
+(1 — w)a; ;™.

O Méthodes SOR et SSOR et Jacobi

n
(k+1) w (k) (k) -
X =ﬂ—“ b, — Zﬂ”xj +(1—-w)x 7, i=1,...,n,

=1

j#i




Exemple :
3 1 —1 3 0 0 0 0 0 0 1 -1
Soit le systeme de 3 équations a 3 inconnues A=l1 5 2 D=|0 5 0] £=|]1 0 0 = == (DR
5 1 —¢ 0 0 —6 2 -1 0 0 0 0
1 X1 +5x2 + 2x3 =17 ‘3/1'1 0 0 2.73 0 0
2x) —xy —6x3 =—18 D/w=[ 0 5/1,1 0 [0 45 0 ]
N 0 0 —6/1,1_ 0 0 —5,45
Suivant la formule deéecrite précedemment, la
méthode de relaxation s’écrit dans ]
ce cas pour la premiére itération a partir 2,73 0 0 0 0 0 2,73 0 0
d’un vecteur x(0)=(0,0,0)7 (D/w)-E=| 1 4,55 0 |—-|-1 0 o|=| 2 455 0
| 2 -1 =5451 1-2 1 0. 4 —2 —5,45.
|
1) = 2_ qf1=w 0 2_ -1
XV=C—E)(Z2D+F)x9+ (—E) b

—027 0 07 10 =1 177027 -1 +1-
(0,00yD=| 0 —045 0 [+[o 0 -2f=[ 0 -045 -2|=(—"D +F)
0 0 o054l lo o oll o 0 0,54




Exemp|e . 273 0 0 |1 0 0
° 2 4,55 0 0 1 0| L=L(2/2,73)L
_ 4 —2 54510 0 1| Ly=Ls3(4/2.73)L,
D -1 1273 0 0 1°¢
(——E) |2 455 0 ]
w 4 -2 =545
. . . D 2,73 0 0
Qui est I'inverse de la matrice (;+E) 0 455 0 |-073 1 o0
0 —2 —=545|-146 0 1] L,=L,(-2/455)L,
En utilisant le principe de la méthode
d’élimination de Gauss, on calcule l'inverse 037 0 0
\ . _1 ’
de la matrice de la maniere suivante (E_E l—o,m 0,22 0
Alld] = [Id]A] 273 0 0 0 W 033 -0,08 -0,18
0 455 0 [-0,73 1 0
0 0 -545|-18 044 1
1 0 0]0,37 0 0
0O 1 0]|-0,16 0,22 0
0 0 1/033 —008 —0,18




; 1 0,37 0 0 —0,27 -1 +1
C—-E)(=2D+F)=[-016 022 0 ]*l 0 —045 -2
D = 057 0 0,74 033 —0,08 —0,18 0 0 0,54
(E—E) b=|-016 0,22 342
035 —0,08 _0 18 —-0,099 —0,37 0,37
=[ 0,043 0,061 —0,6]
—0,0089 —0,294 0,39
= (2 _ — 04+ L2 _ry-
xV=(C—E)(Z2D +F)xO+ C—E) b
Xt = —0,099xF — 0,37x% + 0,37x%5 + 0,74
XX+l = 0,043x% — 0,061x5 — 0,6x% + 3,57 0o 0
§T1 = —0,0,089xF — 0,294x5 + 0,39x5 + 2,9 s Sarar e
X3 xy —0,294x7 +0,39x3 + 2, 04158 20090 2.7929
Prenons comme vecteur initial x©=(0,0,0)" 0.9792  2.0948  2.9957
0.9657 2.0000 2.9879
@ (1 _ 0.9990 2.0056 2.9998
;Y = —0,099(0) — 0,37(0) + 0,37(0) + 0,74 00050 20000 9693
{1l =0,043(0) — 0,061(0) — 0,6(0) + 3,57 1.0000 20003 3.0000
(1) 0.9999 2.0000 3.0000
—0,0,089(0) — 0,294(0) + 0,39(0) + 2,9 0000 20000 30000
1.0000 2.0000 3.0000




Résultats des trois méthodes Jacobi; Gauss seidel et Relaxation

0.6667
0.5333
0.8630
0.8674
0.9406
0.9600
0.9781
0.9869

0.9924
0.9956

0

3.4000
2.0667
2.2311
2.0941
2.0602
2.0358
2.0199
2.0121

2.0069
2.0041

3.0000
2.6556
2.8333
2.9158
2.9401
2.9702
2.9807
2.9894

2.9936
2.9963

0

0.6667
0.4704
0.8498
0.9381
0.9775
0.9915
0.9968
0.9988
0.9996
0.9998

0

0
3.2667
2.2348
2.1163
2.0402
2.0154
2.0057
2.0021
2.0008
2.0003
2.0001

26778
2.7843
2.9306
29727
2.9899
2.9962
2.9986
2.9995
2.9998
2.9999

0.7333
0.4158
0.9792
0.9657
0.9990
0.9980
1.0000
0.9999

1.0000
1.0000

0

3.5787
2.0090
2.0948
2.0000
2.0056
2.0000
2.0003
2.0000

2.0000
2.0000

2.9128
2.7929
2.9957
2.9879
2.9998
2.9993
3.0000
3.0000

3.0000
3.0000

On remarque que la methode de Gauss-Seidel converge plus rapidement
que Jacobi, la relaxation permet de réduire le nombre d’itérations avec un
coefficient de relaxation w=1,1




B =DE + F): Méthode de Jacobi

B=(D - E)'F : Méthode de Gauss-Seidel

B:(B — E)_1 (PTWD + F ): Méthode de Relaxation

w

D : diagonale de A.

E : triangulaire inférieure avec des O sur la diagonale.
F: triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale.
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