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Systeme a un degré de liberté soumis a une force harmonique
Systéme non amorti

L’¢équation de mouvement d’un systéme non amorti

m X +kx = FocosQt
La solution homogene (libre) de cette équation est donnée par

X, (t) = A cosw,t + 4,sinw,¢

Comme la force d’excitation est harmonique, la solution particuli¢re (forcée) est aussi
harmonique

Xp(t) = XcosQt

En substituant dans I’équation de mouvement
Fo
k-mQ?
La solution totale de 1’équation de mouvement est :

Xx(t)=Acosw,t+ 4,sinw,t

En utilisant les conditions initiales
X(0) = Xo
X (0) = v,
On trouve les constantes
V,
A1 X ke sz ! Az = w_i
Et ainsi,
X(t) = (x )cosa)nt + (22 ) sinont + (k FOQZ )coth
—m
En faisant les substitutions suwantes

Xo=F/k et r=%£

On obtient
_ Rk X X 1 .
X - 1_(£)2 - 1-r2 Xo - 1-r2?
@n

Facteur d’Amplification Dynamique

x| =
X
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A la résonance

Fo Vo -
- - + —SIn + Q
X(t) = Xo COS@nt — ~——= COS@nt + ZF SiNwnt + ~—2= cOSOA
i Qt— t
X(t) = XgCoswnt + ;’,—ﬂsmmnt + Xo[“”—?f“}
1-(55)
im [M} _ "”{MJ
@on| ()" Qon| L (1-(2)?)
= i —tsin Ot _ —tsinont 1 .
_gJLan ) - _2,‘,_2”n = Sontsinont
ofi R

X(t) = Xo COS@nt + 7= Sinwnt + XO%wntsincont

X(t) = 500520t + (42 + 2 x 120t) sin20t

(1) 60 T
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Systeme avec amortissement visqueux

L’équation de mouvement d’un systéme avec amortissement visqueux

m X +C X +k x= FocosQt
La solution totale est

X(t) =%, (t)+x, (t)
La solution homogene (libre) de cette équation est donnée par
pour <1 x, (1) =e " (A4, coswyt + 4,Sinwyt) avec w, = w,1-¢&°
pour &=1 x, (¢)=(C,+Cyt)e ™
pour &>1 x, (¢) =e ™' (4 coshw't + 4,sinh't)  avec o' = w,E -1

La solution particuliére (forcée) est aussi harmonique avec un retard de phase di a la présence de
I’amortissement

Xp (t) = Xcos(Qt —a)

Xp (1) = —QXsin(Qt — a)

Xp (1) = —Q2Xcos(Qt — a)

—mQ2Xcos(Ot — ) — cOXsin(Qt — a) + kX cos(Qt — a) = FgcosOt

(k — mQ?)Xcos(Qt — a) — cQXsiN(Qt — a) = FocosOt

cos(Qt — ) = cosQtcosa + sinQtsina

sin(Qt — a) = sinQtcosa — cosQtsina

[(k — mQ?)cosa + cQsina]XcosOt + [(k — mOQ? — cQXcosa )X sina]sinQt = Fo cosOt

[(k — mQ?)cosa + cQsina]X = Fq
[(k — mQ?)sina — cQcosa]X = 0

(k —mQ?) cQ Xcosa \ [ Fo
—Q (k — mQ?) Xsina 0
Fb  cQ
2
X COSq 0 (k—sz) _ (k —mQ ) I:o
2 2
(c-mo?) o (k - mQZ) +(cQ)’
—cQ (k—sz)
(k-ma?) R
@ o0 cQF,

Xsina =

(k—sz) cQ

—cQ (k—sz)

(k- mQZ)2 +(cQ)’
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2
X2(cos?a + sina) = [(omat) 02 7 _ P
[ (k-mQ?)*+(c02)? ]2 [ (k-m©?) *+(c02)? ]

X = -0
\/ (k-m©?)*+(c)?

(k — mQ?)sing — cQcosa = 0

tana = Lz
(k—mQ )
En divisant le numérateur et le dénominateur par k et en faisant les substitutions suivantes :
on = Jkim pulsation naturelle non amortie
52 %: ZmCa)n; %:zéwn
Xo = Fo/k Allongement sous la force statique F
r= a% rapport des fréquences
X — 1
X
0 \/(1—r2)2+(2cfr)2
2¢r
o = arctan s >
1-r

Pour un systéme non amorti (¢ =0) la réponse est en phase avec I'excitation (o =0)
pour (r<1) etenopposition (a=180) pour (r>1)

L’amortissement réduit le facteur d'amplification dynamique pour toutes les fréquences

d'excitation
La réduction du facteur d'amplification dynamique en présence d'amortissement est tres

signifiante autour de la résonance
Avec I'amortissement I'amplitude maximale est atteinte quand

r=J1-22 ou Q=w,1-2

qui est inferieure al pulsations naturelle non amortie «, et a la pulsation naturelle
amortie

wg = wn1—-E2.

La valeur maximale de X (quand r= «/1—252) est donnee par

G ne ™ iy
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.G
etlavaleurde X, a Q=w, estdonnée par

(L) _ 1
Xo Q=wn 28
La solution compléte est donnée par - x(t) =x, (t)+x, (t)

X(t) =" (A cosayt + A, sinw,t) + —=—cos(Q —a)

(1-r? )2 +(2&r)

6
. £=0 1
4

| 0.2
3

Facteur d'ampilification dynamique Ds

Rapport des frequences r = Q/w



Angle de phase (°)
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Exemple :

Pour un systéme vibratoire, m = 10kg, k = 2500 N /m, et ¢ =45 N —s /m. Une force
harmonique d'amplitude 180 N et de frequence 3,5 Hz agit sur la masse. Si le déplacement et la
vitesse initiale de la masse sont x, = 15 mm et vy, = 5m /s, trouver la solution compléte qui
représente le mouvement de la masse.

X(t) =" (A cosayt + A, sinw,t) + —=—cos(Q —a)
(1-r%) +(28r)°

X, (t) = &% (0.03c0s15.65t + 0.295sin 15.65t)

Yy
0.2 1
0.1
0.0 , .
1 2 3 a 5
X
-0.1

X, (t) = 0.071cos (77t - 2.74)

0.1 T

SAANANAAAANANAAAN
JVVFVVVT VYTV TV

-0.1 |

X(t) = X, (t) + x, (t) =e**(0.08c0s15.65t +0.29sin15.65t ) +0.071c0s (7t — 2.74)

X
0.2
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Facteur d’amortissement
L’amplitude a la résonance est donné par :

X 1
(Ds),, = (X—Ojl %

la méthode de la demi - puissance, va étre décrite. Une partie de la courbe de la réponse
fréquentielle est montrée sur la figure. Les fréquences au-dessus et au-dessous de la résonance a

laguelle I'amplitude de réponse est \/5/2 fois I'amplitude de réponse résonnante sont désignées
sous le nom de points de demi - puissance Qi et Qo avec les rapports de fréequences
correspondants r1 et r2. Ces frequences peuvent étre obtenues en prenant X, = (\E /2) X, et

en employant I'équation
X 1

* X, [(1— r2)2 +(2§r)ZTI2

En élevant aux carrée cette équation, nous obtenons :

(LJZ _ 1 4 D,
Xo) (1- rz)2 +(2¢r)

1000 |-
En posant X, =(«2/2) X,_,, on obtient :

%[%T ) (1— riz)2 1(25 r.)? 5.00 —/ \—_

oll I, =r, ou r,, et cette équation peut étre réécrite 0.707{Dg), - 4
' —2(1-2&%)r? +(1-8£%)=0 ,, #

dont les racines sont données par : 0.00 I I I
I’i2 =(1-2E2) 281+ &7

En supposant que & <<1 et négligeant les termes d’ordre supérieur en & on arrive au résultat
r’=1352¢

¥~

En utilisant I’expansion binomiale, on obtient

r=@@-2&)"° :1—%(25) -

r, =1+ 2&)Y? =1+%(2§) T

et comme & <<1,

r,—r=2%

d’ou

§:r2—r1 :1 Q, -Q,
2 2 ,



