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MATRICE A DIAGONALE
DOMINANTE

& Une matrice carrée A est a diagonale dominante si

1

Vie[ljn]j a|> Zaii
j=1.1#1
79 0 \ a-11| >|a-12 +|a; 7| > 2|+|0
3 5 -1 322|>|321 +| anys 35> 3|'|'|'1
\O > _6/ 333‘>‘a31 +‘a32 -6|>|0|+|5|

C'est donc une matrice a
diagonale dominante.



MATRICE A DIAGONALE
DOMINANTE

00 12 25] 121 <[212]%] 213 | 20| <|12]+| 25
112 _;8 i Aoy|>|ay|+|ay; |-18‘>12+‘ 2‘
| as3| > | 23| +| 2z |5‘>‘1‘+| 2‘

Ce n'est donc pas une matrice a
diagonale dominante.



MATRICE SYMETRIQUE
DEFINIE POSITIVE

« Une matrice A est symétrique si AT = A

_all p) ‘5'13_ _all dn a31_
A: aZl a22 0'23 AT: alZ a22 a32

|a3) a3 Ay | | d13 dp3 Q33

(20 12 5| (20 12 5
A=|12 15 2 AT =112 15 2




MATRICE SYMETRIQUE
DEFINIE POSITIVE

= Mineur principal d'une matrice carrée :

Soit A € R, est une matrice. Les mineurs
principaux d'ordre k de cette matrice sont les
déterminants des matrices tronquees (aj); i
pour k allantdelar

2 0 1
Exemple d=lo —-1 1
1 0 -2

Les mineurs principaux de la matrice A sont
Aiyi_q.5.3, tels que:

A, =2
=2 2@ 10+ 0= -2

B A T R R, R TR
A32 01 _12 2|0 _2|+1|1 O| 4+1=5
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MATRICE SYMETRIQUE
DEFINIE POSITIVE

a matrice symetrique A € M., est définie
ositive si et seulement si tous ses mineurs
rincipaux sont strictement positifs (V 1=1,n
A>0)

20 12 5 (20 12 5
12 15 2 AT =12 15 2
5 2 25 5 2 25
1) Al =20>0:

_ 1200 12 oL ey 1oy s (100
2) A2= |1, 45| =(20)*(15) - (12) * (12) = 156 > 0

20 12 5

_ _ 15 2| _ 12 2 12 15

3) A3= 12 15 225-20‘2 2 12‘5 25‘+5‘5 2‘

=7420-3480-255=3685>0



NORMES MATRICIELLES

o L  —
Les normes matricielles de ||A|| en termes des eléments de A

que l'on note g

n

lAllor = 7% ) |ag]

—1

lAll, = ;e Z'“u'

20 12 5 2 0 1
A=112 15 2] B=|0 -1 1
5 2 25 1 0 )

n
IAll, = mex z |a;;| = max[120] + [12] + |5, 12| + [15] + 2], 15| + |2] + [25]]
Lo = max|37,29,32| = 37

n
1B|loy = maleaij|=maX[|2I+I0|+|1I,I0|+I—1|+|1I,I1I+|0I+I—2I]
O — i=1..n

: = max|3,2,3] = 3
1=1



LE RAYON SPECTRALE

Le rayon spectral d'une matrice est le maximum des modules
des valeurs propres

p(A) = max|A
Pour le calcul des valeurs propres Ai, on calcule le déterminant de
A-Al
Exemple
0 -1 1 1 0 O A 0 O
A=|-1 1 -1 I=10 1 O Al=10 4 O
1 -1 O 0 0 1 0 0 4




Convergence des meéethodes itératives

Le rayon spectrale

0o -1 1 A 00 -4 -1 1
-1 1 —1]_ M=o A2 of =AI=|-1 1-2 -1
1

A-nl= A=
—1 0

det(A— D=|-1 1-2 -1 -1 1_7‘|

:'7‘|1—_1 :7{|_(_1)|_11 :i|+1|1 —1

= MEVA-D-D+R+D+A—-1+2)
=M +A2-1))+20+1

=02 A3 HA+20+1 =AM +A+30+1
=2 +A*+30+1

= —A+1D)O% =21 -1)



Convergence des methodes itératives

Le rayon spectrale

det(A —\D)=— (A+1) <x ~(1+ ﬁ)) <x ~(1- ﬁ))

Les valeurs propres de A sont :

7L1=_1, 7L2:1+\/§, 7L3 :1_\/5

p(A) = max|A|=1 + 2



Conditions Suffisantes

1. SiAestadiagonale dominante alors les méthodes de
Jacobi et de Gauss-Seidel convergent

2. SiAeststrictement symétrique définie positive alors la
methode de Gauss-Seidel converge et la methode de |la
relaxation converge pour 0 < o < 2.




Condition nécessaire & Suffisantes

w» La méthode itérative de  forme
xk+D=Bxk+C, converge si et seulement si

p(B)<1

|

[
4
}
!
!

B = D'(E + F): Methode de Jacobi
B=(D - E)"'F : Methode de Gauss-Seidel

B=(2 — E)_l (I_TWD + F ): Methode de Relaxation

w

|
|
)



Convergence des méthodes itératives

Etude de Convergence

Calculer les approximations successives de la solution du systeme par les
méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel. Dans quels cas ces meéthodes
convergent-elles vers la solution du probleme ?

2= 0 )0
c & 2L g 00

{ax +by =1 < a

_ 1
bx +ay =1 y(k+1) = (1- ax(k))
.




Convergence des méthodes itératives

n

aii‘} E

=1, 51

A est a diagonale dominante si v ¢ [1,11],

aij

A est a diagonale si la| > |b|

alors les méthodes de Jacobi et de Gauss Seidel convergent si
la| > |b]




Convergence des méthodes itératives

S

Donc A=AT ce qui veut dire que A est Symétrique

A e M, est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux
Sont strictement positifs (V i=1,n Ai>0)

Det(A)= |7 2 |=a2 - b2 Det(A)>0 si a2> b2 > [T

La méthode de Gauss Seidel converge si |G| > |b|



Convergence des méthodes itératives

Condition necessaire & Suffisantes (Méthode de Jacobi)
Matrice de Jacobi: J=D-}(E+F)

(5 o) =0 o)+ o

D-1=(1§a _12&)

E+F= (_1b 0_)1/a 0\./0 —b\ 0 —b/a

Donc D (E+F)-( 0 1/a) (—b 0 )_ (—b/a 0 )
qui veut J= (—I?/a —%/a)



Convergence des méthodes itératives

e =

Condition necessaire & Suffisantes (Méthode de Jacobi)

)= (—I?/a _%/a)

Pour que la méthode de Jacobi converge si et seulement si p(j)<1

Calculons det(j-Al) = A = Sou h=—2

a

|b|

p())= max{|Ai[}= "7

La méthode de Jacobi converge si p(j)<1= |b| < |a]



Convergence des méthodes itératives

La solution successive par la méthode de Gauss Seidel du
systeme
( G+ _ L (1 - by®)

DGR | e 2 e

\

Pour que la méthode de Gauss Seidel converge si et

seulement si p(G)<1
G: est la matrice de Gauss-Seidel, G=(D-E)+F



(¢ 9-(, 9) ¢ ¢

o= )7 (0 D)

1 0| 1/a O)
0 1l-b/a* 1/a




—1  —b/a

= 0 bz/az_




det(G — AI)=0= —l(z—z—ﬂ)=0=>,1= ovi=2

a2

. b2 bz
() = max{|2,y=max{|o], |% [}=

La méthode de Gauss Seidel converge si p(G)<1= |b?| < |a?|
= |b| < |a]




Convergence des methodes itératives

1. On considere le systeme Ax =b, ou: 4 =

—111]
0 0 1

La matrice de relaxation est donnee par : 5 w
L=~ E) (D +F)

Ou D, -E et -F sont respectivement les matrices Diagonale, Triangulaire inférieure
et Triangulaire supérieure avec A=D -E - F

1- Ecrire la matrice Lw de la méthode de relaxation.

2- déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le parametre w pour la
convergence de la méthode de relaxation.



Convergence des meéethodes itératives

. . , . e —
a) Ecrire la matrice Lw de la methode de relaxation.
1 0 O 0 0 O 0 0 O
D=0 1 O -E=11 0 0 -F=[0 0 1
0 0 1 0 0 O 0 0 O

La matrice de relaxation est donnée par : 5 v
L=~ E) (D + F)

1/w 0 0
Dw=| 0 1/w O
0 0 1/w

1/w 0 0 0O 0 0 1/w 0 0
(D/w)-E=[ O 1/w 0 | — [—1 0 O‘ =] 1 1/w 0
0 0 1/w 0O 1 0 0 0 1/w



Convergence des methodes itératives

1  —
D -1 1/w O 0
(; —E > =1 1/w 0 Qui est I'inverse de la matrice (2 -+ E)
0 0 1/w w
En utilisant le principe de la méthode d’élimination de Gauss, on calcule
I'inverse de la matrice de la maniére suivante [A|l,] ) [] |A]

1/w 0 O |11 0 0O 1/ 0 0 1 0 0

1 1w 010 1 0 L,=L,-(w)L, 0 1/wo 0 |-w 1 0

0 0 1/wl0o 0 1 0 0 1|0 o0 1



Convergence des meéethodes itératives




Convergence des méthodes itératives

S

£,=C - E) -1(1‘7WD + F)

0 0](1-w)/w 0 0
2w O]* 0 (1-w)/w -1
0 w 0

0 1-w)/w

SRS

—w(l-w) 1-w) —w

[ (1- ) 0 0 ]
0 0 1-w



Convergence des methodes itératives

b) déterminer une condition nécessaire et suffisante sur le parametre w pour la
convergence de la méthode de relaxation.

(1-w) 0 0 20 0
det(L,, — Al)=det <_w(1 —w) (l-w) -w ) - (o 2 0)
0 0 1-w 00 2

1—-w)—4 0 0
=det| - w(1l—-w) (1—-w)—41 —w
0 0 1—-w)—4

(1 - w) — ,1)*det((1 —w) =4 0 )

0 1-w)—21



Convergence des methodes itératives

det(L,, — AN=((1 — @) — )*((1 — w) = 1)’=((1 - w) = 2)°
det(L,, —AD=0 = ((1-w)—21)’=0

Les valeurs propres de Lw sont M===1—-w

donc p(L,)=]1 - w]



Convergence des methodes itératives

on a alors les équivalences suivantes :

La procédure de relaxation est convergente :

p(L)<le |1 -w| <1
&0 < w<2



