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Vibration libre d’un systéme a un degré de liberté

Exercice 1

. . . 1
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I; = Emrz'

a) Trouver 1’équation de mouvement du systéme en supposant que le disque roule sans
glissement.

b) Quelle est la valeur de ¢ qui correspond a I’amortissement critique ?

c) L’amortissement est critique, le disque est relaché a partir de x(0) = x, sans vitesse
initiale, trouver le déplacement du centre du disque.

—

X
G
(m, 1)
s

Solution

On définit & comme le déplacement angulaire du disque autour de son centre de gravité mesuré a
partir de la position d’équilibre. Supposant que le disque roule sans glissement, le mouvement de
translation et de rotation du disque sont reliés par 1’équation

x=r0
i
A
fa
b 3
fu
B

a) La force de frottement, qui est inconnue, est definie comme f,, , tandis que les forces de rappel
et d’amortissement visqueux sont :
fr = kx,
fa = cx.
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque
YF = (fu—kx—ca'c) =mi
Y Mg =(—fur) = %mrzé
En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques, on trouve
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(fur) = —%mrzé = f,= —%mré
Remplacons I’équation des forces

—Emré—kx—cfc = mi

Ona x=1r9 = x=1r0 et =16

1 .. . ..
Emr@ +cr@ +kré +mré =0

3 . .
Emr@ +crf+kro =0

3
Emjc'+c5c+kx=0

b) On peut écrire 1’équation différentielle sous la forme standard

“+20'+2k —0
x 3mx 3mx_

¥4 28w, X + wix =0

avec w, = |-X et & =S
nT \3m ~ Jekm

L’amortissement est critique pour § = —

oo = 1 = c=¢ = Vekm
c) Pour un amortissement critique la réponse du systéme est :

x(t) = (C; + Cyt)e @nt

L’expression de la vitesse est :

x(t) = ((CZ - wncl) - (wncz)t)e_wnt

Si le systéme est relache a partir du repos avec un déplacement initial x,.
En remplagant dans la réponse

xo=x(0) = C;=x

x(0)=0 = (- w,C;=0=C, =w,(; = wyXy

La solution avec des conditions initiales

x(t) = xo(1 + wpt)e @nt
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Exercice 2
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I; = %mrz.
On suppose que le disque roule sans glissement (x = r@), x est le déplacement du centre
du disque.
a) Déterminer I’équation de mouvement du systéme.
b) Déterminer la pulsation naturelle.

7 k

(m, 1)
B

Solution

On définit & comme le déplacement angulaire du disque autour de son centre de gravité
mesuré a partir de la position d’équilibre. Supposant que le disque roule sans
glissement, le mouvement de translation et de rotation du disque sont reliés par
I’équation x = r0, le ressort s'allonge de s=2x=2r6 .

Diagramme du corps libre

mr fu
mg

a) La force de frottement, qui est inconnue, est définie comme f,, , tandis que la force de

est :
fr = ks = 2kx,
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque

ZF mx

— fr =mx
—2kx—mx

1
EMG — 169 —Emr 9
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—(f#r +fir) = %mrzé

1 ..
fu= —Emre - fr
fu= —%mré — 2kx
En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques,
on trouve

1 ..
fu= —Emre — 2kro
Remplagons 1’équation des forces
fu — 2kx = m¥

—%mré — 2kr® — 2kr = mrl

3 v

Emr@ + 4kr6 =0

Ou bien, avec x = 16 etx =16
zmjc' +4kx =0
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Exercice 3

Sur la figure ci-contre, en l'absence de gravité, les
ressorts ne sont pas étirés dans la position d'équilibre.

SRR

a) Déterminez 1’allongement de chaque ressort par
rapport a sa longueur non étirée lorsque le systéeme
présenté est en équilibre statique. Zalh

s

b) Si le systeme est libéré de la position non étirée des
ressorts, quelle est la vitesse angulaire maximale du
disque pendant le mouvement résultant ?

G
Solution :
a) Nous définissons les coordonnées x, 8, x; et x, comme indiqué dans la figure,
qui sont liees

x=10,x; =1r0,et x, =1,0

frz = kax;

fry = kixq

|
ng

Diagrammes des corps isolés
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En utilisant le DCL indiqué a droite, I'équilibre dynamique des forces sur le bloc de masse

m donne
Z F =mag

mg — T =mx

Tandis que 1’équilibre des moments dans le disque donne

ZMO =1,a

Try — kyxq71 — kyxor, =16
En éliminant la tension inconnue T de ces équations et en utilisant les relations entre les
coordonnées, I'équation du mouvement devient
(I +mrd)6 + (kyrf + k,r2)0 = mgry
Détermination de I’équation de mouvement par la méthode de conservation d’energie
Energie cinétique
T = %ma’cz + %192
L’energie potentielle

1 2 1 2
V ==kixi{ +=kyx5 —mgx
2 2
En utilisant les relations entre les coordonnées,

1 . 1 .
T =-—mr?6?% + =162
Zmn +2

1 1
V= Eklrlzez + Ekzrzzez — mgr,0

Conservation de I’energie mécanique

T+V =Cte

1 11 1

—mrf0? + =10% + —k,1{0% + = k,7£0% — mgr,0 = Cte
2 2 2 2

d

—(T+V)=0

dt( +V)

mrZ00 + 100 + k1200 + k,r?00 — mgr, 6 = 0

(mr6 + 10 + k120 + kor20 — mgr, )8 = 0

(mrlz + 1)9 + (k1r12 + kz‘r'zz)e = mgr
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L’ angle de rotation a 1I’équilibre du disque s’avére donc étre
mgr,

6, =———
e (k17'12 + kzrzz)

Avec ceci, I’allongement a I’équilibre de chaque ressort s’avere étre

P mgr{
X1 =T =—-———7T
! tred (ky1y? + kp1y)
P mgrir;
X = T- =
2R (kg + ko)
b) La réponse générale libre du disque peut étre exprimée comme suit :

O(t) = Ogq + A; cOs wpt + Ay sinw,t

ol 6,4 est donné ci-dessus, A; et A, sont des constantes arbitraires, et

Le systeme est libéré avec les conditions initiales :
6(0) =0

6(0) =0

de sorte que la résolution des constantes arbitraires
Ay = =04
A, =0

Par conséquent, la solution est

O(t) = Bcq(1 — cos wy,t)

La vitesse angulaire du disque devient
o(t) = (Heqwn) sin w,t

qui a I'amplitude

mgry

\/(k1r12 + kzrzz)([ + mr12)

Omax = geqwn
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Exercice 4

Pour le systeme illustré a droite, le disque de masse m roule sans glissement et x mesure
le déplacement du disque a partir de la position non étirée du ressort. La surface est
inclinée d'un angle ¢ de par rapport a la verticale.

a) Trouver I’équation du mouvement. Ne négligez pas la gravite.

b) Si le systeme est sous amorti, quelle est la fréquence des vibrations libres de ce
systéeme en fonction des parametres k, c et m.

c) Pour quelle valeur de la constante d'amortissement ¢ le systéme est-il amorti de
maniére critique ?

d) Quel est le déplacement statique du disque a I’équilibre ?

;{,f

Solution :

a) L’équation de mouvement

Lorsque le disque tourne d’un angle 6, il se déplace de x = r0 le ressort s’allonge de
s=2r0 =2x

L’énergie cinétique

1 ., 1, 4 . 1
T=_mif+51c6% ou lg=_mr? Yh
1 . 1 . A
T = Emrzez +Zmr262
3 .
T = — 292
2mr

L’¢énergie potentielle

1 1
V= Eks2 —mgh = Ek(Zr)ZBZ — mgro sin ¢

La fonction de dissipation

1 1 . 2
= — '2:—
D—2cx 26‘(1"9)

L’equation de Lagrange
L=T-V
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d (61:) aL_ oD

dt\ag) aq  9q
d(aT) 6T (’)V oD
de\gg/ 96 t30 = 90
oT 3 5

— =—-mr-0

08 2

d (OT)_ 3 24

dt\ge) — 2™

6T_

00

V—k(Z )26 —

EY T mgr sin ¢
oD 5

— = cr*“0

a0

3 .. .
Emrze + k(2r)?0 —mgrsing + cr?6 =0

3 . _
Emrze + cr20 + 4kr?0 = mgrsin ¢

3
Ema’c’+c3’c+4kx =mgsin¢

Puisque la force de gravitation a été incluse dans le développement de cette équation de
mouvement, les coordonnées sont mesurées par rapport a la position non étirée du
ressort.

b) En supposant que le systeme soit sous amorti, la fréquence des vibrations libres
amorties est

Wy = Wy 1—52 ou

eq Ceq — c
meq 3m’ 2 kegmeq 2V6km

Le systeme est amorti de maniére critique lorsque ¢ = 1, ce qui correspond a

un coefﬁ01ent d’amortissement critique

Cor = 2V/6km.
d) Le systeme est stationnaire en équilibre statique, de sorte que x = x, =
constant - x et x disparaissent et I’équation du mouvement se reduit a

4kx, = mg sin ¢.

En résolvant pour x,, le déplacement a I'équilibre est
mg sin ¢

4k

Xg =
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Exercice 5
Déterminer la pulsation propre (naturelle) du systeme illustré ci-dessous.

k G £

VW

S

S om,r

I,

L’énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation)

1 .

Tzilogz
1/1 .
—(=....2)\52
T—z(zmr )9

L’énergie potentielle (pour une rotation @ du disque le ressort s’allonge de x = r0)

1
V= Ek(TQ)Z
L’énergie mécanique (esSt constante pour un systéme conservatif)
1/1 . 1
— _ = 2 2 _ 2
Ey = z(zmr )9 +2k(r0)

dEy,
dt 0

25 (5mr?)66 + 2 k260 = 0

22" 2 Y
1 .. .

(Emrze + krze) 6=0

L’équation de mouvement

1 ..
Emrze +kr?0=0

. 2k
6+—0=0
m

La pulsation propre
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Exercice 6

Un cylindre de masse m et de rayon r peut rouler sans glissement, il est retenu par un
ressort de raideur k. Déterminer la fréquence naturelle des oscillations.

0

fr

m,r

.

fr

R

L’énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de
translation)

1 .1
T ==1,6%+-mx?

2 2

1/1 . 1 .
T =§<Emr2)02 +Em7"292
T =§mr292

4

L’énergie potentielle (pour une rotation @ du disque le ressort s’allonge de x = r0)
1

V= Ek(rH)z
L’énergie mécanique (est constante pour un systéme conservatif)
Ey=T+V
Ey = Emrzé2 + 1kr292

M~ g 2
dEy

dt

3 L\ ax o
(Emr )96+kr 660 =0

3 . .
(Emrze + kr29) =0

L’équation de mouvement
3 .
Emr 0+ kr<6=0

2k

6+—0=0
3m

La pulsation propre

2k
“n = 3m
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Exercice 7

Une sphere solide de rayon R roule
sans glisser dans une cuve cylindrique
de rayon 5R comme le montre la
figure ci-dessous. Montrer que, pour
de petits déplacements a partir de la
position d'équilibre perpendiculaires a
I’axe de la cuve, la sphére exécute un 3 ;
mouvement harmonique simple avec x-w-
une période T = 2m\[28R /59

L’¢énergie cinétique de la sphére

T L w2 + L 1,Q?
=-—mv-+<
2 2°°
ou () est la vitesse de rotation de la sphére autour son centre de gravitation.
Comme le centre de la sphére se déplace suivant un cercle de rayon 4R son déplacement a partir

de sa position d’équilibre est s = (4R)6 est sa vitesse ;, — 35 _ 4pg.
dt

. . . d A
et aussi comme la sphere roule sans glissement, v = d—s =RQ alors Q= % =46

r = 2m(ar6)? + 3 (Gmr2) (a0)" = L2 5

Quand la sphére se déplace d’un angle 6 son centre de gravité s’¢léve d’une hauteur
h = 4R(1 — cos ) et son énergie potentielle de gravitation augmente de

V; =mgh = mg X 4R(1 — cos 0).

Pour de faibles angles (1 — cos 6) ~ %. Ainsi V, ~ 2mgR62.

L’énergie mécanique totale est :

E= 112mpR” 62 + 2mgR6H?
10 g
Comme I’énergie totale est constante pour un systéme conservatif
dE 224mR* ., :
Apres simplification on obtient I’équation de mouvement
28mR?

c 6 +mgRO =0

' - [29
La pulsation propre est w,, = o

;- . . 2 28R
et la période du mouvement harmonique simple T = w—" =27 7
n
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Déterminer la pulsation propre du systéeme masse (m) poulie (J) ressort (k).

s

Relations cinématiques

i

0
T

Lorsque la poulie J tourne d’un angle 6 le ressort s’allonge de x, = 1,6 et la masse m

descend de x; = ;6.

L’énergie cinétique
1,1

T = me1 + > Jjo

T = om(n6) +56?

L’énergie potentielle

1 2
V = EkXZ

1
V = Ek(rzg)z

L'énergie mécanique totale

1 . 1 . 1
E = Em(rlg)z +§]92 +Ek(7‘29)2

dE _
dt

mrZ06 +J66 + kr}66 = 0

L'équation de mouvement
(mrZ + N0 + kr?6 =0
La pulsation propre

W = kr'z2
()
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Exercice 9

Un disque est relié a deux ressorts. Utiliser la méthode de la conservation d'énergie pour
calculer la fréquence naturelle du systéme pour de petits angles 8(t) d’oscillation.

SR
%w‘

s

Relations cinématiques

Lorsque le cylindre tourne d’un angle 6, il se déplace de x = r6 le premier ressort
s’allonge de s = (r + a)8 et le second ressort se comprime de s = (r + a)6.

L’¢énergie cinétique

T=1mx?+216%2 ol I=>mr?
2 2 2
1 . 1 .
T = Emrzez + Zmrzez
3 .
T = —mr26?
4

L’énergie potentielle
1
V=2 Ek(a +1)%0?
L'énergie mécanique totale
3 .
E= Zmrzez + k(a +1r)%6?

= 0% +k(a+71)%0%=0
dE
dt
3 ... .

EerHH +2k(a+71)%66 =0

=0

L'équation de mouvement

3 .
Emrze +2k(a+71)?6=0

La pulsation propre

4k(a+r)2_a+r 4k

w =
n 3mr2 r 3m
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Exercice 10
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I; = %mrz est attaché a un bloc de

masse m.

Le disque roule sans glissement et la masse se déplace sans frottement.

a. Trouver 1’équation de mouvement de de systéeme.

b. Pourm = 2 kg, c = 0.5 (N.s)/m et k = 8 N/m trouver la fréquence des oscillations
du systeme.

C. Le disque est relaché a partir de x(0) = x, sans vitesse initiale, trouver le déplacement
de la masse.

| b
i [ o)

m
K \_\/(/n r)
a) L’équation de mouvement (1¢"¢ méthode)
—a
T T
. — m

fa y Ry

2 2

fu

On trace les diagrammes des corps isolés
Les forces appliquées sur le bloc m dans la direction x.
Latension T
Les forces appliquées sur le disque dans la direction x.
Force de rappel du ressort f, = k * x.
Force d’amortissement f, = ¢ * x.
Latension T
Force d’adhérence f,, inconnue.
La relation la rotation et le déplacement du disque est x = 6 * r
Les relations cinématiques
x=10 x=10:%x=r0
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire du bloc
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Y F =ma,
—T = ma,
T = —mx
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque
Y F =ma,

_fa_f;"l'fu‘l'T =ma,
—cx —kx + f, = 2m¥
ZMG = IGH
—fr =120 = 1oy

fur = _mr 0= Smri

1 o
fu=—5mx
En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques,

—cx — kx — %mic’ = 2mx

%ma’c’+c9’c+kx=0

b) L’équation de mouvement (2¢™ méthode)

4

v
3

fa

fu

On trace les diagrammes des corps isolés
Les forces appliquées sur le bloc m dans la direction x.
Latension T
Les forces appliquées sur le disque dans la direction x.
Force de rappel du ressort f, = k * x.
Force d’amortissement f, = ¢ * x.
Latension T
Force d’adhérence f,, inconnue.
La relation la rotation et le déplacement du disque est x = 6 * r
Les relations cinématiques
x=1r0; x=1r0:%¥=10
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En utilisant les équilibres dynamiques linéaire du bloc
Y F =ma,
—T = ma,
T = —mx
En utilisant les équilibres dynamiques autour du centre instantané de rotation du disque

Y Mp = Ip0
—far — fir + Tr = 1,0
Ip =I; + mr? = %mr2 +mr? = %mrz (Relation de Huygens)
—cxXr — kxr — mir = (g mrz) 6
gmjc’ +cx+kx=0
¢) L’équation de mouvement (3™ méthode)

L’énergie cinétique

(Le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de translation)
T = %1092 + %ma’cz + %ma’cz
T = %(%mrz) 0?% + mx?
T =;mi? + mi? = 2mi?

L ’énergie potentielle

V= k(x)?
La fonction de dissipation
D= %ca’cz

L’équation de Mouvement (Lagrange)

it 52)~ (52)+ () + (55) ¢

T 5
ox 2"
d(aT)_S .
dt\ox) 2™
or_,

ox

o _

ox X
D

ox "

D’ou I’équation de mouvement

Ema’c’+c5c+kx=0
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d) Lafréquence d’oscillation du systéme

On transforme 1’équation de mouvement sous la forme : ¥ + 2w, x + w2x = 0

—mi+cx+kx=0

2
P+ 2c N 2k 0
Smx Smx_

La pulsation propre

2k
Wy = %
Le facteur d’amortissement
2c
25 Wy = %

B 2c < 5m_ c
E_Smwn_Sm 2k 10km

Application numérique :

— rad
/Sm /5 z = 1.265 /s

=3.9528x 1072 <1

\/10*8 2

wg = wpyJ1 — (2 = 1.265y1 — (3.95 x 1072)2 = 1.264 rad/s
wg 0.78995

fd:E:T: 0.2 Hz

e) Le déplacement du bloc
La réponse est de la forme (¢ < 1)
x(t) = e $@nt{A coswgt + A, sinwyt}
L’expression de la vitesse
x(t) = —Ew,e $9nt{A; coswyt + A, sin wyt}
+ e~$@nt[—w A, sin wat + wgad, cos wt]
Les conditions initiales
x(0) = x,
e%{A;cos0+ A,sin0} = x, = A; = x,
%(0) =0
—¢wne®{A; cos 0+ A, sin0} + e’[—wy A, sin 0 + wyA4, cos 0] = 0
Ewnxo
Wq
§wnX

_fwnAl + CUdAZ —_ O - A2 —_—

x(t) = e $@nt {xo cos wyt + % sin wdt}

Wq
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Exercice 11
. . . 1
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I, = Emrz.

Une tige de masse négligeable est liée rigidement au disque de dimensions OB = 2r, le
point ou est fixé I’amortisseur se trouve a 0A =r/2 .
a) Déterminer I’équation de mouvement du systéme en supposant que le disque roule
sans glissement en fonction de x.
b) Déterminer la pulsation propre et le facteur d’amortissement.
c) Sile coefficient d’amortissent est ¢ = vVkm, le disque est relaché a partir de 6, et
une vitesse initiale 8, , trouver le déplacement x(t) du centre du disque.

s

o e e s
I

Solution

Diagramme du Corps Libre

On trace le diagramme du corps isolé

Les forces appliquées sur le disque dans la direction x.

Force de rappel du ressort f,. = k * xp.

Force d’amortissement f, = ¢ * x,.

Force d’adhérence f, inconnue.

Le déplacement du centre de disque est x = r8
xA=(x+£6)=;x fa
xg = (x + 2r0) = 3kx
Les relations cinématiques
x=1r0

D’ou les forces
fr =k*xg=kx(x+2r0) =3kx

fa=C*xA=C(93+£9)=§cx
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18r¢ Méthode
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque
Y F =ma,
_fa_/‘;“l'fu = May

3
—Ecic—3kx+fﬂ = mx

ZMO = 1p0

— (fTZr + fur + fa g) = %mrze = %mr:’c’
1

—(2f + fu+3f) = 3mi

T2

1 . 1
fu = _me - 2f; _Efa

En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques,
on trouve

1. 3 .
fu=—smi— 6kx —=cx
2 4

Remplagons 1’équation des forces

. 1 . .
—Ecx — 3kx —me— 6kx —Zcx = mi

> "+9 X +9kx =0
S M + 4 cx X =

2¢me Méthode
En utilisant les équilibres dynamiques autour du centre instantané de rotation du disque

X Mp = Ip0
—faxgr—frx3r=1pé
Ip = I, + mr? (Relation de Huygens)
—%ca’c X %r — 3kx X 3r = Gmr2 + mrz)é

_2cx —3kx X 3r = (lmrz +mr2)é
4 2

> "+9 X +9kx =0
Smi + 7 cx x =
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3¢me Méthode
L’énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de
translation)

1.1
T == 1,02 + —mx?

2 2
1/1 . 1 .
T =§(§mT2>92 +Em7'292
3 . 3
T =Zmr292 =Zm5c2

L’énergie potentielle (pour une rotation @ du disque le ressort s’allonge de 370 = 3x)
V—lk(3 )2—9k 2
=5 k(3x)" =7 kx

La fonction de dissipation

1 /3 \°
p=3¢(3%)
Equation de Lagrange
(5 - G) + () + (3) =05 =3me g (55) = 5m

oT

— =0
0x
aV_gk
ox
D 9
ox 4"

D’ou I’équation de mouvement

> "+9 X +9kx =0
o M + 7 cx X =

On transforme 1’équation de mouvement sous la forme
¥+ 28w, x + w2x =0

3 9
—ma’c’+Zcic+9kx= 0

2

2x9c¢c  2x9k _0
3*4mx 3 mx_

3¢ k
X+=——x4+6—x=0

2m m

X+
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La pulsation propre

6k
m

Wy =

Le facteur d’amortissement

3¢
2€wn—§—
_3c 1 3c 1 _ 3c
2m2w, 2m [k 4/6km
Wﬂ.
Si ¢c =vVkm
3Vvkm _ 3

ST wem e
La réponse est de la forme
x(t) = e $@nt{A; coswgyt + A, sinwyt}

L’expression de la vitesse

x(t) = —Ew,e~$9nt{A; coswyt + A, sin wyt}

+ e~ $@nt[—w A, sinwgt + wgyd, cos w t]

Les conditions initiales

0(0) =6, = x(0) =16,

e%{A; cos0 + A, sin0} = 6,

A =716,

x(0) = 16,.

—&w,e’{A; cos0 + A, sin 0} + e®[—wyA; sin 0 + wyA, cos 0] = 16,

—EwpA; + waAy = 18,

16y + Ew,rby

, =
Wy

x(t) = e ¢@nt {r@o cos wyt +

18y + w8, }
—————sinwyt
Wq
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Exercice 12
. . . 1
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I, =Emr2, roule sans

glissement. Le disque est relié a un ressort et un amortisseur a une distance a du centre
0.

a) Calculer I’énergie cinétique T, 1’énergie potentielle V et la fonction de dissipation D.
b) Utiliser la méthode de Lagrange pour déterminer 1’équation de mouvement ;

c) Calculer la fréquence naturelle du systeme pour de petits angles 6(t) d’oscillation.

7 () c ﬁ
,ﬁ k l ,/
,f al i .
ﬁ $ . x(6) .
T 0 _
m,r/
i

L’équation de mouvement (méthode de Lagrange)

La relation entre la rotation et le déplacement du centre de gravité du disque est
xX=0x*r

Les relations cinématiques

x =16

L’allongement du ressort

e=x+ab =(r+a)d,

La vitesse de déplacement de 1’amortisseur

é=(r+a)bd

L’énergie cinétique
(Le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de translation)

. 1
T = _1002 + _mxz

% 1 2. 1
T =§(§mr2>92 +§m5c2
T =%mr292 +%m9‘c2
T =§mr292 +§3er92
T =Zmr292 =Zm5c2

L’énergie potentielle
1 1
V= Ek(e)2 = Ek(r + a)?%6?
La fonction de dissipation
1 1 .
D= Ec(é)2 = Ec(r + a)?6?
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Equation de mouvement

1t (55)~ )+ (35) + (55) =

oT 3
— =-mr-6

00 2
d(aT)_B 25
dt \oo -
aT_

F

aV—k( +a)?0
69_ r a
oD (r+a)%6
— = C\Tr a
a0

D’ou I’équation de mouvement
3 . .
Emrze +c(r+a)’0+k(r+a)?0=0

a=2r=>(r+a)9=(1+g)r0=(1+E)x
3 ’ a2 " a2 "
Emr5c'+c(1+;) rfc+k(1+;) rx =0
3 . a\? a2
me+c(1+;) x+k(1+;) x=0

La pulsation propre

_ |2k(r+a)?  (r+a) |2k _(1+a) 2k
“n = 3mr?2 Ty 3m r/ |3m
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Exercice 12
. . . 1
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertie I; = Emrz.

a) Déterminer I’équation de mouvement du systéme en supposant que le disque roule
sans glissement en fonction de x.
b) Déterminer la pulsation propre et le facteur d’amortissement.

c) Si le coefficient d’amortissent est ¢ = %\/km, le disque est relaché a partir de
6(0) = 6, = 9° sans vitesse initiale, trouver le déplacement du centre du disque.

On trace le diagramme du corps isolé

Les forces appliquées sur le disque dans la direction x.
Force de rappel du ressort f,. = k * x,..

Force d’amortissement f, = ¢ * .

Force d’adhérence f, inconnue.

La relation la rotation et le déplacement du disque est x = 6 * r
Les relations cinématiques

x =10
x =16
i=rb

D’ou les forces
fr =k*x, =k*2x =2kx
fa=cCc*X; =cx
En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque
Y. F =ma,
_fa_f;"-l'fu = may
—cx — 2kx + f, = mi
ZMG = IGH
_ 1 2 ~ _1 .
frr+ fur = Smr 0 = mri

2kx + f, = :%mjé
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En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques,
on trouve

fu= —%mjc' — 2kx

Remplagons 1’équation des forces

1
—cx — 2kx — Emic' — 2kx =m¥k

3
§m5c'+c5c+4kx=0

2¢me Méthode

En utilisant les équilibres dynamiques autour du centre instantané de rotation du disque
> Mp =10
—fur — f- X 2r4+= 1,6
Ip = I; + mr? (Relation de Huygens)

—cxr — 4kxr = Gmr2 + mrz) ]

3
§m5c'+c5c+4kx=0

3¢me Méthode
L’¢énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de
translation)

1 ., 1
T=5109 +§mx
1/1 . 1 .
N 2 2 _ 202
T—Z(Zmr >6 +2mr9
3 . 3
T = Zmrzez = mecz

L’énergie potentielle (pour une rotation @ du disque le ressort s’allonge de 2r0 = 2x)

1
V= 5k(2x)? = 2k

La fonction de dissipation
D =~ ci?
= > cx
Equation de mouvement (Lagrange)

25~ )+ )+ (5) -0

oT 3
ox 2%

d(aT)_3 .
dt\ox) 2™

oT
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av_4k
ox x
D
ox

D’ou I’équation de mouvement
3
Ema’c’+c9’c+4kx=0

On transforme 1’équation de mouvement sous la forme
¥+ 28w, x + w2x =0

La pulsation propre

_ sk |2k
“n= 13m T4 3m

Le facteur d’amortissement

2c
wan = %

c c 3m c

~ 3mw, 3mx22k  2vekm

Si c=@

2

Vkm

2 1
* T Wekm e
La réponse est de la forme
x(t) = e $@nt{A; coswyt + A, sinwyt}
L’expression de la vitesse
x(t) = —Ew,e $9nt{A; cos wyt + A, sin wyt}
+ e~$@nt[—w A, sinwgt + wyd, cos wt]
Les conditions initiales
08(0) =6, = x(0) =16,
e%{A; cos0 + A, sin 0} = 6,
AL =10,
x(0) =0
—&w,e°{A; cos 0+ A, sin0} + e’[—w A, sin0 + w A4, cos0] = 0
—§wpAy + w4, =0

fa)nT'QO
2=

$

<1

Wgq

w,T0
x(t) = e $@nt {r@o cos wyt + $@nr o sin a)dt}
Wq



