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Pendules

Exercice 1

P
Un pendule simple de longueur [ et de masse m comporte a
un ressort de constante de raideur k qui lui est connectg, k

-
a une distance a au-dessous de son point de suspension. %WW |
Trouver la pulsation propre de vibration en utilisant la 0
méthode de Lagrange. (6 reste faible)

m_=-

Energie cinétique
T =1J,6° =iml*¢*
Energie potentielle

V = mgh + 2kx?

h = I(1 — cos0)

X = asing

Approximation pour 6 faible
(1-cosf)~Z et sind~0
V = 2mglo? + 1ka’6?

Les équations de Lagrange
@) -4+5=Q

Ici nous n’avons qu’un seul degré de liberté (i :1) = ,=0

Le systtmeestlibre = Q, =0
$E@)-F+=0

T =2 (1ml*0%) =i ml*(20)=mI’6
4(Z)=4(mI*6) =mI*d

T =5 (smI*6*)=0

00 —

a _

o0
On obtient I'équation de mouvement

mi?g +(mgl +ka® )0 =0

La pulsation propre est :

(mgl+ka?) g a\2
o= |"—F = T3

X = 2 (Lmglo? + 1ka?6?) = mglo + ka0
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Exercice 2

Un pendule composé d’une barre de longueur [ et de
masse m comporte un ressort de constante de raideur k k

qui lui est connecte, a une distance d au-dessous de son %MNW
point de suspension.

Trouver la pulsation propre de vibration en utilisant la
méthode de Lagrange. (6 reste faible)

On donne le moment d’inertie massique d 'une barre par
rapport a un axe passant par une extrémité  J,

3
Energie cinétique

T =1J6°=iml*¢*

Energie potentlelle

V = mgh + %kx2

|
h=—-(1-cosd
2( )

x=dsinég
Approximation pour ¢ faible
(1-cos@)~% et sind~6
=1imglo® +1kd*&”
Les équations de Lagrange
HE-FHE 0
Ici nous n’avons qu’un seul degré de liberté (i :1) = ,=0

Le systéme estlibre = Q=0

&) -%+%=0
%%—‘Z( mlzez) 1mI2(29) iml?6

S (Ty=2(EmI?g) =1mI*d
T =5 (tmI*6*)=0

00

& =2 (2 mglo” +1kd’6” ) = s mglo+kd*6
On obtient I'équation de mouvement
iml*G+(3mgl+kd*)0 =0

La pulsation propre est :

S(lmgh—kdz) 3 2
W= é—z — = 2_?4_%(%)
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Exercice 3

Une tige rigide homogene de longueur L = 30 cm et de masse m = 150 g oscille autour
d'un axe de rotation passant par I'une de ses extrémités. La vitesse angulaire de la tige en
passant par la position d'équilibre est de 0,35 rad/s.

Rappel : Le centre de gravité d'une tige homogene est en son centre géometrique. Le moment

d'inertie d'une tige par rapport a un axe de rotation passant par son centre de gravité est
_ 1 2
IG = 12 mL-.
a) Quelle est le moment d'inertie de la tige par rapport a I'axe de rotation ?
b) Quelle est la pulsation du pendule ?

c) Quelle est I'amplitude angulaire des oscillations ?

a) Moment d’inertie de la tige par rapport a I’axe de rotation

LZ
I, =1 d
0 G+m(2)
lo = s mi? 4 m (%)
0Ty ME M
I, == ml?
0 3m

Application numérique I, = % 0,150(0,30)% = 0,0045 kg m?
b) La pulsation propre du pendule

Application du théoréme du moment cinétique
ﬁﬁ/OZ 65 A\ mg’
M3/,= 0G x mgsin(0G, g)

Mz/0= —5mg sin @
ZM/O = Ioa’

0 ! 126
2mgsm =z m

1 L2é+L =0
3™ 2 MIv =

39
6+—=0=0
ol

3%9,8

3 . . -
W, = /ﬁ ; Application numérique w, = |~== =7rad/s
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¢) L’amplitude maximale des oscillations

La vitesse de passage par la position d’équilibre est la vitesse maximale

Omax = 0,35rad/s
L’expression de vitesse maximale
émax = OmaxWn

Omax = 9max/ Wn

Application numérique ; G4 = 0—:5 = 0,5rad
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Exercice 4

Déterminer la fréquence naturelle du pendule composé d’une tige de masse m et de longueur L,
retenu au point A par un ressort de raideur k et cela pour de faibles angles d’oscillation.

ANAAAN A

ﬁvVVVVV a

On applique la 2°™ loi de Newton des moments autour du point d’articulation O.

ZM/0=IO(Z
avec

— L2 _ 2 g2, 1 42 1_ .2
IO—IG+m(2) = 5 mL"+ _mL 3mL

My, =0A rf,

(Mfr/o) = —a.kx.sin (%— 0) = —a.kx.cos6

(Mr, ) = 0G rmg

! .
(MP/O) = —Emg.sme

(Les moments des forces de réactions Rx et Ry autour
de O sont nuls.)
d?6

l
Iy Tz —akx cos ) —mgs sin 6

Diagramme du corps libre du pendule
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Pour de faibles amplitudes de vibration, on utilise les approximations : sin6 ~ 8, cosf =
letx s = af
Ce qui donne :
1 .. mglL
-ml?60 +(k0t2 + —)9 =0
3 2
24 Mgl
(ka t =5 )

((’n: 1
= ]2
3ml

La fréquence naturelle est

1 |3 2ka* + mglL
fn_Zn 2 ml2

Formalisme de Lagrange
Energie cinétique
1

T = 51,67
Avec I, =§mL2
1,
T =—-mlL*6*
6m

L’energie potentielle
1
V= Ekx2 + mgh
Avec x = asinf et h= %(1 —cosB)

Pour I’amplitude faible sin@ ~ 6 et 1 — cos @ ~ %92

1 L
(ka2 + Emg) 62

V—lk(9)2+ L1ga_
—ofa MmgH72% =3

Equation de Lagrange

d(aT) 6T+6V_

dt\gg9 00 90
aT_l 26 — d(@T)_l 12§
26 3" dt\gg) 3™
or _ .
00

6V_<k2+L )9

a9 _ \*¢ T

1 " megL
ZmIZ6 + (ka2 +Tg) 0 =0
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Exercice 5

Déterminer I’équation du mouvement de la barre horizontale en fonction de I’angle de
rotation autour de I’extrémité O.

-

Diagramme du corps libre de la barre
En équilibre statique, on a:
XM)o=0=0 —mg(g) + kxoL
Ou x, est le déplacement statique.
Aprés un déplacement avec un faible angle,
(sinf = 0, cosf = letx =s = LO — x,)

ZM/O = IO a

L 1
—mg (E) — k(L6 — xo)L =Zm 1?6

1 ..
3m 1?0 + k(LO)L =0

3k
6+—0=0
m

D’ou la pulsation propre
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Exercice 6

On considére le systeme mécanique ci-contre constitué d’une
tige de longueur L et de masse négligeable pouvant tourner dans
un plan vertical autour de son axe fixe A .

Le point A est relié a un bati fixe par un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux ¢ . A 'autre extrémité de la
tige est fixée une masse ponctuelle m qui est reliée a un second
bati fixe par un ressort de raideur k.

On se place dans le cas des oscillations libres de faible
amplitude.

a) Etablir I'équation différentielle du mouvement satisfaite par 4.
b) Lorsque le systeme est abandonné sans vitesse initiale, il effectue des oscillations amorties

de période T; = 0.1 s, dont I'amplitude diminue de moitié au bout de 5 périodes. Calculer
le coefficient d'amortissement ¢ sachant que m = 0.5 kg .

Solution :

L’énergie cinétique

1 1 .
T =5ms* T =51,6°
_L . L, N2
Avec (5—59 =>S—59) Avec Iy =m(;)
1 /L\*. 1 /IN?
= — —_ 2 — N2
T=gm(g) ¢ r=gm(3) ¢

L’energie potentielle

V= %kx2 + mgh
Avec x = £sint9 et h= £(1 —cos6)
Pour I amphtude faible sinf ~ 0 et1 —cosO = %9

L \? L1
V=—k(—6) +mg§—92———(k +mg>

La fonction de dissipation
1 (L .\2
p=3¢(39)
L’équation de Lagrange
d (dT\ oT oV aD
E(%) "0 30 9%
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oT (L)

— =m|—=

00 2
()= m(t)
dt\og/  \2
aT_O

a0

6V_L<kL+ )9
o6 2\"2™™I
aD_

(9}

rr i

I
(z)g
2 2

(L) 0 + (L) 9+L(kL+ )9
m2 “\2 2\"2T™Mg

Diagramme du corps libre

Application du théoréme cinétique

ZM/A = IAH

l l l .
—frxz—faxz—mgzsine = 1,0

[ l
fr= kzsme = kEH

_ d(l . 9)_ lg 9= lg
fa_cdt 5sind | =csbcosf =c

lZ
Ip = =
A m(z)
(l)2é+ léxl+k”0+ le—o
m\2 €2V 2T TRV
Equation de mouvement

mlé + cl6 + (kl + 2mg)6 = 0

!
0+ 28w,6 + w20 =0

Avec w, = /%+279 et2€wn=%

Décrement logarithmique

1 x, 1
6 =—Ln—==Ln2
n 5

Xn

. C . k 2g
9+—6+<—+—)9=O
m m
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Exercice 7
A A
Le systeme ci-contre est composé d’un pendule simple
de longueur L = 0.6 metde masse M = 1 kg . Ce
pendule est relié en son milieu a un ressort de raideur
s Alr s . L/2
k = 4 N/m d’un c6té et a un amortisseur de
coefficient d’amortissement ¢ = 0.6 Ns/m de I’autre.
(On se met dans le cas de faibles angles)
ﬁ k
1. Determiner I'équation de mouvement. L "!i
%

2. Calculer la pulsation, le facteur d'amortissement et
la pseudo pulsation.

3. Ecrire la réponse du systeme si le pendule est lancé
a partir de sa position d’équilibre avec une vitesse
angulaire de 0.35 rad/s.

4. On change d’amortisseur et on effectue un test
vibratoire, on constate que Il'amplitude du -
mouvement décroit a 75 % de sa valeur initiale apres six (6) cycles. Calculer le décrément
logarithmique Set les nouvelles valeurs de € et c.

Solution

L’équation de mouvement de la masse
¢ On applique la loi de la dynamique A A )

1,6 = z My,

1,6 = fr cos @ — fa cos — MgLsin

L/2

e On relie les forces aux variables

) L. L
x=§sm9 et x=§9c056
L
fr=kx=k§9
) L.
fa=cx=c59

. L L L. L
109=—kzsineicose—CEHCOSHECOSH—MQLSHI@ 4

pour 0 faible sinf =~ 6 et cosf = 1

e On réarrange

10
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24 1 2 l 2 _
ML9+4CL9+ 4kL +MgL)6 =0

L’équation de mouvement

é+cé+(k o =0
AM aM L)

0+ 28w,6 + w20 =0

La pulsation propre

k g
n= oy tT
-2 +9'8—4165 d
Wy i1 To0e- % rad/s

Le facteur d'amortissement

c
Zf(l)n=m
Cc
¢ = Mo,
0.6
§ =TT aTes = 0018 <1

La pseudo pulsation
Wq = Wp/1— 52
wy = 4.165y1 — (0.018)2 = 4.152 rad/s

0(t) = e~$“nt(A; cos wyt + A, sin wyt)

Conditions initiales

6(0)=0 et 6(0)=86,=035rad/s

e%(A; cos0+ A,sin0) = 0 = A;,=0

0(t) = e $“nt(A4, sin wyt)

0(t) = —Ewpe$@nt (A, sinwyt) + e 9t (A,w4 cos wyt)

0(t) = e $“nt[A,w4 cos wyt — EwpA, sin wyt]

e[A,w,4 cos 0 — Ew,A, sin 0] = 6, = A4, = & _ 035 _ 0.0843 rad
wg 4152

11
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Ew, = 0.018 x 4.165 = 0.75

0(t) = e~975¢(0.0843 sin 4.152¢t)

Apres le test vibratoire
Le décrément logarithmique

1.6,

11
=SIn—"— =Zin——— = 4.7947 x 1072
6" 0750, 6078 K 0

>

|

| =
=5

|

Facteur d’amortissement

6 0.048

= = 7.6308 x 1073
: Van?2 4+ 62  V4n? + 0.0482

Coefficient d’amortissement

2 _ C
fwn - 4M
¢ =8Méw,

c=8x%x1x%x7.631%1073 % 4.165 = 0.24 Ns/m.

12
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Exercice 8

Le systéme ci-contre est composé d’un pendule simple
de longueur L = 0.4 m et de masse M = 0.8 kg . Ce
pendule est relié en son extrémité a un ressort de
raideur k = 5 N/m d’un co6té et a un amortisseur de
coefficient d’amortissement ¢ = 0.6 Ns/m de I’autre.
(On se met dans le cas de faibles angles)

1. Determiner I'équation de mouvement. v

BOUTCHICHA

..

2. Calculer la pulsation, le facteur d'amortissement et
la pseudo pulsation.

3. Ecrire la réponse du systéme si le pendule est lancé a partir de sa position d’équilibre avec
une vitesse angulaire de 0.3 rad/s.

4. On change d’amortisseur et on effectue un test vibratoire, on constate que I'amplitude du
mouvement décroit a 80 % de sa valeur initiale aprés dix (10) cycles. Calculer le décrément
logarithmique oet les nouvelles valeurs de & et c.

TR

Solution
R
1. L’équation de mouvement
A
¢ On applique la loi de la dynamique O:
. |
109 = z M/O !
106 = —f.Lcos8 — f,Lcos§ — MgLsin 8 :
|
¢ On relie les forces aux variables |
x =Lsin@ et x=1L6Ocosh L :
£ =kx =kLsin l
. |
fa = cx =cL6Bcosb 9
106 = —kLsin@ L cos® — cLO cos O L cosd — MgL sin @ 3 o
pour 0 faible sinf =~ 6 et cosf ~ 1 A: fr fa
¢ On réarrange h £ ; h
MIL?6 + cL?6 + (kL? + MgL)8 = 0 EEEN
\ vMg

13
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2. L’équation de mouvement

0 + 28w,6 + w20 =0

k g

Wy = M-I_Z
= 5+9'8—55453 d

W, = ostoa=> rad/s
Le facteur d'amortissement

c
szn—ﬁ

¢
éy_ZMa)n
0.6

& = 6.7625x 102 < 1

T 2+08+ 5.5453

La pseudo pulsation
Wy = wya/1 — &2

wg = 5.43144/1 — (0.06976)% = 5.42 rad/s

0(t) = e $“nt(A; cos wyt + A, sin wyt)

3. Conditions initiales (réponse libre)
6(0)=0 et 6(0)=86,=03rad/s
e%(A4;cos0+ A,sin0) =0 = A;,=0
0(t) = e $“nt(A4, sin wyt)
0(t) = —Ewpe$@nt (A, sinwyt) + e 9nt(A,w,4 cos wyt)
0(t) = e $“nt[A,w4 cos wyt — EwpA, sin wyt]

_ . 6, 0.30
e®[A,wy cos 0 — Ew, A, sin 0] = 6, = A, =—=——=0.055361rad

Ew, = 6.7625 X 1072 * 5.5453 = 0.375

0(t) = e %375t(0.0554 sin 5. 42t)

14
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4. Apres le test vibratoire (nouvelles valeurs)

5=2im

_nnen

s=tm—20 Ll L 5 031ax10
~10"080+6, 10 080

3 B 0.022314
Var2 + 82  V4m? + 0.0223142

Sy
[«%}

= 3.5514 x 1073

| |

28wy = M

c =2Méw,
c=2x0.8%3.5514 x 1073 x 5.5453 = 0.0315 Ns/m.

15



