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Vibration libre d’un systéme a un degré de liberté

(Supplémentaires)

Exercice 1
Déterminer la pulsations propre (naturelle) du systeme illustré ci-dessous.
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Les deux ressorts s’allongent du méme déplacement x.
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frz fr2 VVVVVVY fr2 fr2
k,
a) On isole a masse m x
b) On applique la loi de la dynamique
ZFX = ma, [ fr1 €——
m
_frl - frl = may frz &
c) On relie les forces aux variables
fr=koo e
fo=kyx T—

—kix — k,x = mi
d) On réarrange
mx + (ky +ky)x =0
., U+ k)
X+——x =

e) La pulsation propre est

(ky + k3)
m

Wn

Le coefficient de raideur équivalent k., = (k; + k5)
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Exercice 2
Déterminer la pulsations propre (naturelle) du systeme illustré ci-dessous.
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Le déplacement de la masse m est égal a la somme des allongements des deux ressorts

X = xl + xz
La tension dans les ressorts est identique
fr fr
=kix; =koxy =kpyX = X, =4 x, = — ; x =-—
ﬁ' 141 242 eq 1 k1 2 kz keq
1 1 1
S S S 1 _ L1
keq kl k2 keq kl k2
kik,

Le coefficient de raideur équivalent k., = P
1T K

keq _ |__kiks
m (ky + ky)m’
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Exercice 3
Déterminer 1’équation de mouvement du systéme en fonction de (y : 1’allongement total)
et de (X : I’allongement relatif a la position d’équilibre statique). Discuter de l'effet de la
gravité sur la fréquence naturelle.

Ressort vide  Equilibre statique Systéme en mouvement

Equilibre statique

+LYF=0 = —kx;+mg=0 kxs ky

k
kx, = mg =>w,21=;=—

mg mg

Equilibre Dynamique
+LYF=ma = -—-ky+mg=ma
my + ky = mg
Changement de variable
y(©) = x(t) + x5
y(©) = x(t)
y(@©) =x()

On remplace dans I’équation de mouvement
mX + kx + kx; = mg

mi+kx=0

.k

X+—x=0
m
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Exercice 4
Une masse m; = 22 kg suspendue a un ressort de raideur k = 17 kN /m, une seconde masse g
m, = 10kg tombe d’une hauteur h = 0,2 m et se fixe solidement a m;. k
a) Déterminer ’expression du mouvement de x(t) des deux masses apres I’instant de

I’impact. =
b) Déterminer le déplacement maximal des deux masses. 2

- ‘ h

Solution ﬂ

a) Le systéme a étudier est compose d'un corps solide de masse M1 + M2 et d'un

ressort de raideur K .
L'équation de mouvement est :
(m +m,)X+kx=0
la solution de cette équation est :
X(t) = AL coswnt + Ay Sinnt

avec ®n la pulsation propre

Kk
mi+my

On =

les conditions initiales X(0) = Xo et X(0)=v, donnent

Vo

A; =Xo, et Az =5
d'ou
X(t) = Xo COSwnt + = Sinewnt

Détermination de Xo

Xo est la position de la masse par rapport a la position d'équilibre du systtme a t =0,
a l'instant de l'impact.
avec les deux masses I'allongement statique est:
S = (m1+|:'12)g ,
I'allongement statique di a la masse Mi est:

_ Mg
01 ==

alinstant t =0 le systéme se trouve au-dessus de la position d'équilibre de

52 =5-08, = =2

Détermination de Vo
tout d'abord il faut déterminer la vitesse V2 de M2 avant le choc

mzgh = %szg (Conservation de I'énergie mécanique)
v, =+ [2gh

la vitesse de la masse du systéeme apres le choc
MaVy = (Mg + My )Vo

si on choisit le sens positif vers le haut la vitesse est négative
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mp

~ ey ¥ 290
Application numérique

x 3
on = [T = (A2~ 23.049 = 23.05 radis

Xo = 22 = 1098L _ 5 77 10 m

Vo =

k 17x103
_ _ 0 _ _
Vg = _(m:——?ng) /29h = _(2zl+10) J2%x9.81x0.2 = —0.61903 = —0.62 m/s

d'ou I'expression du mouvement X(t) des deux masses

X(t) = 5. 77 x 103 cos23. 05t — % sin23. 05t

X

0.02 T

0.01 T

0.00

-0.01 1

-0.02 T

le déplacement maximal
Xmax = XO + A

Xmax = Xo + (Xo)2 + (Z}—‘;)Z
Application numérigque
X . =5.77x107° + \/(5,77><10_3 )"‘ +(ﬂ)2

23.05

=3.3240x107
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Exercice 5

On considére le systéeme représenté sur la figure ci-contre
a) Ecrire I’équation du mouvement.
b) Siondonne: m=1kg,k=100N/metc=5N.s/m
1- Calculer la pulsation propre du systéme. |
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2- Calculer le coefficient d’amortissement critique. —> Y
3- Calculer le facteur d’amortissement. T

4- Calculer la pseudo-pulsation. e m 000
5- Ecrire la réponse du systtme pour les conditions = s

initiales suivantes :
at=0, x(0)=01metv(0) =10m/s.

Solution

Equation de mouvement
Isoler la masse et tracer le diagramme du corps libre
Application de la 2°™ loi de Newton

R > fx = may fo—— m |[—f
ma, =—f, —f,
Relier les forces aux parametres du probleme
fr = kx
fa=cx
Remplacer dans 1’équation d’équilibre dynamique
mi=—cx—kx

mi+ cx+kx=0
Pulsation propre

_ k. _ [fo _
On = \/; Application numérique " r — 10 rads
Coefficient d’amortissement critique
Cc = 24/km; Application numérique Cc = 2y100x1 =20 N.s/m

Facteur d’amortissement

. - 5 _
&= Application numérique ¢ = 20 = 0-29

Pseudo-pulsation

@4 = ony1-E* Application numérique @4 = 1041 0.25% =9.68 rad/s
La réponse pour un systéme sous amorti (£ <1)est :

X(t) =& (A cos oyt + A sinat) =& (x, cos @t + % sin et

X(t) =e**%% (0.1c059.68t +10:0240015in 9,68t ) = e**' (0.1c059.68t +1.065in 9.68t )




