Université des Sciences et de la Technologie d Oran - Mohamed Boudiaf
Faculté de Génie Mécanique
Departement 0e BGenie Nlccanique

Systeme a 2DDL : Equations de mouvement

x(1) x(1)
» ky A(2) ks D) ky ”
T T T/
Z - my 1 ns 7 é
/%/ Cl J . o C 2 J @) o] E" J /
/.a/""z"'f"z‘?".-"",«"?".-""z‘f«—""f"f"x‘"f.«*’;’?"z‘f«"f"fz‘?"fz‘?’z’;’i—""z""f"f".-'"z‘?f"z’;"}"'f.«*‘"x".-""z‘?"z""z‘"f"f"f".f‘?"fz‘?"ffffffffffffffffz’ffff/
| X1, 5&1 t/}«\’: X2, X: é\ .
— f1(t) — f2(t)
fkyxy —— —— [ ka(X2—x1) \ — € k3x;
|\\ . ml |\\\ . . II' mz - - II‘
01Xy —— —— "\ Cp(Xy—Xy), — « C3Xy |

® Djilali BOUTCHICHA 1 10/01/2016 ®


http://www.univ-usto.dz/index.php
http://www.univ-usto.dz/index.php

Université des Sciences et de la Technologie d Oran - Mohamed Boudiaf
Faculté de Génie Mécanique

Departement 0e BGenie Nlccanique

Systeme a 2DDL : Equations de mouvement

xlijél

— f1(8)

k1x1 |

C1Xq

mq

—  ky(x3—xq)

—  Cy(xy—xq)

+
_)fo = Mq0ay

—kyxq — 1% + ko(xXo—x1) + c2(X—%1) + f1(t) = myX,y

mqX1+(cy + )% — %, + (ky + kp)x1 — kyx, = f1(2)
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— X2, X,

— f2(t)

ky(x,—x1) < « k3x,
m;

4

[ C3X2

AN

Co(X2—%q)

+
_)fo = Myay

—koy(xX2—x1) — Ca(Xp—X1) — k3Xp — C3Xp + f(t) = My,

MyXy — CaX1+(cy + €3)%p — k3xy + (ky + k3)x; = f(t)
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mqX1+(c1 + )% — %, + (ky + kp)x1 — kyx, = f1(¢)
My, — cpX1+(cy + €3)% — kaxy + (ky + k3)xy = f5(t)

[ml 0 ]{xl} n [Cl + Cy —Cy ]{xl} n [kl + kz _kZ ]{xl} _ {fl}
0 my](X; —C;  Ct 3] X, —k,  ky+ k3] X2 />

X
{ 1} vecteur déplacement

-ml 0 . xZ
matrice masse
|0 m, .
X :
] .1} vecteur vitesse
C1 + Cy —Cy X2

matrice d’amortissement
| —Cy Cy + C3]

ke +k,  —k,
—k,  ky+ ks

56.'1 V4 7 .
..~ ¢ vecteur accélération
] matrice de rigidité {

} vecteur force
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—_— x1,5€1 . xZ,jéz

kix, <— m, —>  ky(xp—xq) < m; < k3x,

mljél + (kl + kz)xl — kzXz =0
mzjéz — kle + (kz + k3)X2 =0

x1(t) = X cos(wt + ¢)
x5 (t) = X,cos(wt + ¢)

[{(—miw?® + (ky + k2)}X; — kyXp] cos(wt + ¢) =0
[—k, X, +{—-myw? + (k, + k3)}X;]cos(wt + ¢p) =0
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[{(-myw? + (ky + kz)}X1 k,X,]1 =0
[—ky X, +{—myw? + (k, + k3)}X,] =0

\ [ mw?® + (k1 + k) —k,

_mz(,()z + (kz + k3)

X 0
{Xl} ={o}
Solution triviale = X; = X, = 0 = pas de vibration

det —m1w2 + (k1 + kz) —kz _
—kz —mz(l)z + (kz + k3) B

(mimyw®*) — {(ky + ky)m, + (ky + k3)mjw® + {(k1 + k) (ky + k3) — kzz} =0

A I l_ (';‘1 1 kE)*’”E 2 (-":kj F ;;3)””

R 2 1111115
| (‘;"I 2y kz)f”z + (!’(2 + kj}m; 2 i “‘?1 - ;(2}(_,(-2 + ;(3) _ g\.% 12
"2 myiny 1nym;

® Djilali BOUTCHICHA 6 10/01/2016 ®


http://www.univ-usto.dz/index.php

Universiteé des Sciences et de la Technologie d Oran - Mohamed Boudiaf
Faculté de Génie Mécanique

Departement 0e Geénie MNlecanique

Systeme a 2DDL : Analyse des vibrations libres d’un systéme non amorti

Pour w? = w,*
X —mot + (k + k) ka
= Xﬂ” = ko - —mawi + (ko + k3)
Pour w? = w,*
XEZJ —myw3 + (ky + k) ka
= ng] = ky B —Mows + (ko + k3)

Les vecteurs propres correspondants :

o 11 R B R B ey
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Le premier mode
Wy = {-‘fi:im } _ { X{V cos(ayt + o) }
x50(1) XY cos(wr + )
Le second mode
gy - [0} Al 00 )
(1) X {2 cos(wat + &)
Pour des conditions initiales générales
x(1) = xW(1) + e, x A1)

xi(1) = xV(0) + x{P(1) = X{V cos(wyt + ¢;) + X{? cos(wyt + ¢,)
xo(1) = l'gi}(f) + x52(1) = ri XtV cos(myt + ¢by) + r>X{?) cos(wyt + )
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Exemple

%\AW — k - MW

o )

Les équations de mouvement

m5€°1 + kal — kxz — O
mx, — kxq + 2kx, =0
Sous forme matricielle

(A i B ol F B
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Dans un mode propre

x,(t) = X; cos(wt + @) _ ¥, (t) = —w?X, cos(wt + @)
x,(t) = Xy cos(wt + @)  %,(t) = —w?X, cos(wt + @)

sy Des équations algébriques

2k — mw? —k “X1} 0
= _
—k 2k — mw?l X3 {0}

Pour avoir une solution non triviale if faut que :

2k — mw? —k
—k 2k — mw?

® Djilali BOUTCHICHA 10 10/01/2016 ®

— =0



http://www.univ-usto.dz/index.php

Universiteé des Sciences et de la Technologie d Oran - Mohamed Boudiaf
Faculté de Génie Mécanique

Departement 0e Geénie Nccanique

Systeme a 2DDL : Analyse des vibrations libres d’un systéeme non amorti
[’ équation caracteristique
2k —mw?)? —k? =0 = (k — mw?)(3k —mw?) =0

Les pulsations propres

2k a3k
w1~ = , Wo™ =
m m

Fractions modales

k
<X2)(1) 2k —mw,?  2k—m_-
Tl — -

) -k &
3k
X, @ 2k - mw,? 2k—m—_-
=\ — = = —1
X, k k
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Les vecteurs propres :

— X4 W . X4 +1
%= () = (o) = ()%
= _ (%1 @) _ (% +1

VZ‘(XZ) ‘(rle)‘(—JXl |

Les réponses des deux masses :

x1(t) = A cos(wt) + By sin(w4t) + A, cos(w,t) + B, sin(w,t)
X, (t) = Ayry cos(wqt) + By rysin(w4t) + A,1, cos(w,t) + B, rpsin(w,t)

r=+1 X (t) = A; cos(w,t) + B; sin(wt) + A, cos(w,t) + B, sin(w,t)
r, =—1 " x,(t) = A cos(w,t) + By sin(w,t) — A, cos(w,t) — By sin(w,t)
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Les conditions 1nitiales
Expressions des réponses :

x1(t) = A; cos(wqt) + B; sin(w4t) + A, cos(w,t) + B, sin(w,t)
X, (t) = A{ cos(wyt) + By sin(w;t) — A, cos(w,t) — B, sin(w,t)

Expressions des vitesses :

x1(t) = —w{A;sin(w;t) + w{B; cos(w,t) — w,A, sin(w,t) + w,B, cos(w,t)
X5 (t) = —wqA; sin(w;t) + w;B; cos(w,t) + w,A, sin(w,t) — w, B, cos(w,t)
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Les conditions 1nitiales (1r cas  x,(0) =x,(0) =1)
x(0)=41 =24,+4,=1 A, =1
x2(0)=+1 ﬁAl—Azzl = AZIO
xl(O) =0 = (U1Bl + (1)232 =0 Bl =0
xz(O) - O = wlBl — (l)sz — O = BZ — O

Les deux masses vibrent en phase avec @, (mode 1)
x1(t) = +cos k/mt & x,(t) = + cos k/mt
x, (0 ']

0 : : : : : : i : | !
\\/ 6 8 10 12 14 16 18 20

-1

x,(® ']

T \/ RN

® Dijilali BOUTCHICHA 10/01/2016 ®



http://www.univ-usto.dz/index.php

Universiteé des Sciences et de la Technologie d Oran - Mohamed Boudiaf
Faculté de Génie Mécanique
Departement 0e Geénie Nccanique

Systeme a 2DDL : Analyse des vibrations libres d’un systéeme non amorti

Les conditions initiales (2°m¢ cas  x,(0) =1 & x,(0) =-1)
x1(0)=+1 :A1+A2=+1 N A1:O
x,(0)=-1 24, -4, =-1 A =1
xl(O) = 0 = wlBl + a)sz = O — Bl = O
XZ(O) = O = wlBl — (l)sz = 0 BZ = O

Les deux masses vibrent en opposition avec @, (mode 2 )

x1(t) = + cos /3k/mt & x,(t) = —cos /3k/mt

NNV ANY ANV ANIVA
| VAR VA VRV AR VAR

0 | : : : : : : : : ' : : : : : : : : j !
1 2 \/ 5 6 v 9 1\V12 13 N4 15/ 16 17W9 20
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Les conditions initiales (2¢me cas x,(0) =1 & x,(0) = 0)
x(0)=+1 24, +A4, = +1 _ A=1/2
% (0)=0 =A, —A,=0 A, =1/2
x1(0)=0 = w1B1 + w,B, =0 B;=0
%,(0) =0 = wiB; — w;B, =0 = B -0

Les deux masses vibrent avec w4 et w, (modes 1 & 2)

xl(t)—+ cos\/7t+ COS\/7t &xz(t)—+ cos\/7 —cos\/7

X, (t)
%

X (t) 0.5

2 4 6 % \/ 12 M 18 20
t
-1.0
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Les équations de mouvement sous forme matricielle
miq m12] {x1} n [Cll ClZ] {x1} 4 [feun k1z] {xl} _ {ﬂ}
My Myl (X, C12  Ca2l (x5 ki, kool X2 F,
Les forces appliquées sont harmoniques
- () —
F}(t) = F}'Oel t, ] = 1,2
Les réponses sont aussi harmoniques avec la méme fréquence
- (Mt S
xj(t) = Xjoe™™, j=1,2
En remplacant dans le systeme d’€équations de mouvement

(—Q%myq +iQcqq + k) (—Q%myy + iQcqp + kqy) {X1} r {Fw}
(_szlz + iQClz + klZ) (—szzz + iQCZZ + kzz) XZ FZO
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L’impédance mécanique Z,-. (i()) est définie comme:

Z.s(iQ) = —0%m,, + iQc, + kg, r,s =1,2

[Z(i0)]X = F,

Z11(i9)  Z1,(iQ)
Z1,(iQ))  Z,,(iQ)

> X - F
() -l
XZ 0 FZO
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L’ équation est résolue pour donner :
X = [Z(Q)]1F,
L’inverse de la matrice des impédances est donnée par :

1 Zy,(IQ))  —Z15(iQ)

.0Y]-1 —
ACO (211(i0)Z22(10)-22%,, (D) | ~Z1,(IQ)  Z1; (i)

Les solutions sont données par :
Z2(IQ)Fyo — Z1,(iQ) Fyo
(211 (i0)Z,,(i0) — 22, (iQ))
—Z12(IQ)F19 + Z11(IQ) Fy
(211 (1) Z2, (1) — 22, (i1D))
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r m I F;(t) = F;pcos(Qt)
.1-][{}

| i)
.tﬁl: I }

m¥; +2kx, — kx, = F;, cos(Qt)

mi, — kxq + 2kx, =0
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l { } 2k  —k {x1} _ {Flocos(ﬂt)}
—k 2k1X 0
On suppose que la solution est de la forme :
xj(t) = Xjcos(Qt), j=1,2

Les impédances sont :

le(Q) = Zzz(Q) = _mQZ + Zk, le(Q) = _k

(@ = EMEH2OFe_ (Cme?+ 2R,
T (cm02 + 207 — k2 T (-mQ? + 3k) (—mO2 + k)
kF kF
XZ(Q) _ 10 10

(—mQ2 + 2k)2 — k2 (—mQZ + 3k)(—mQ2 + k)
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En définissant les pulsations propres wqet w-.

k 3k
(W) == & (w)*=—
m m

-mQ? Lk 0\

X, (Q) = B
CEE DR - @ e @]
X,(Q) = a B T

(T +38) (T + D)k [(Z))_f)z 3 (w%)zl [(Z_ﬁz r (“%ﬂ
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En définissant le rapport des fréquences r = —.
1

le (2 —7‘2)

Fio - [3 —7r2][1—1r?]

kX1 14t

Fio 12T
1.0 T
0.8 T
0.6 T ! !
| |
04 T ! !
027 W1 ! L W2
0.0 i —
02+ ,:‘ '
04T |
0.6 T
08T
-1.0 T
12T
14T
-1.6 T
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En définissant le rapport des fréquences r = wﬁ
1
kX, 1

Fio [3—72][1—7r?]

kx, 167

— 147

Fio L1

1.0

08T

06T

04t

02t . :

0.0 : . b ; | ; : ; |

02+ IF i 8 3 4 5
041 | |

0.6 T

08+

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
-1.0 T ' '
1 1
-1.2 7T 1 1
1 1
-1.4 T ' '
16T | |
! !
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Les facteurs d’amplifications dynamiques.

04T

02T
02T

| 1

| - : : 00
0 1 2 3 4
point anti — résonance

0.0

o L
—o L
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