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Exercice 1 
Un Chariot de masse 𝑀 repose sans frottement sur un plan horizontal  oscille sous 

l’action de deux ressorts identiques de rigidité 𝑘 fixés à la masse par l’une de leurs extrémités 
et à un support fixe par l’autre ; un pendule simple de longueur 𝑙 et de masse 𝑚 est articulé 
au point 𝑂.  
a) Déterminer les équations de mouvement en utilisant les équations de Lagrange. L’angle 𝜃 

reste faible. 
b) Calculer les deux fréquences naturelles si on donne  𝑀 = 10 𝑘𝑔, 𝑚 =  0,5 𝑘𝑔, 𝑙 = 0,3 𝑚 

et 𝑘 =  720 𝑘𝑁/𝑚. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solution  
 
Energies potentielles 
Energie potentielle élastique des deux ressorts    

𝐸𝑝1 =
1

2
𝑘𝑥2 +

1

2
𝑘𝑥2 

Energie potentielle de gravitation du pendule simple 
𝐸𝑝2 = 𝑚𝑔𝑦𝑚  

  𝑦𝑚 = 𝑙 − 𝑙 cos 𝜃 = 𝑙(1 − cos 𝜃) 

Pour  𝜃  faible cos 𝜃 = 1 −
𝜃2

2
+ ⋯   

  𝐸𝑝2 = 1

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2  

Energie potentielle du système 
  𝐸𝑝 = 𝐸𝑝1 + 𝐸𝑝2  

  𝐸𝑝 = 1

2
𝑘𝑥2 + 1

2
𝑚𝑔𝑙𝜃2 

Energies cinétiques 
Energie cinétique du chariot 

𝐸𝑐1 =
1

2
𝑀�̇�2 

Energie cinétique du pendule simple 

𝐸𝑐2 = 1

2
𝑚(�̇� + 𝑙�̇�)

2
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k                   k 
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Autre méthode pour déterminer l’énergie cinétique  
Position de  𝑚 

 
 
Energie cinétique du système 

 𝐸𝑐 = 𝐸𝑐1 + 𝐸𝑐2  

𝐸𝑐 = 1

2
𝑀�̇�2 + 1

2
𝑚(�̇� + 𝑙�̇�)

2
   

 

Equations de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐸𝑐

𝜕�̇�𝑖
) −

𝜕𝐸𝑐

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑞𝑖
= 0     𝑎𝑣𝑒𝑐  𝑖 = 1,2               

Pour la coordonnée généralisée  𝑞1 = 𝑥  

 
d'où la première équation de mouvement 

 (𝑀 + 𝑚)�̈� + 𝑚𝑙�̈� + 2𝑘𝑥 = 0         (1)   

Pour la coordonnée généralisée 𝑞2 = 𝜃  
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d'où la deuxième équation de mouvement 

 𝑚𝑙�̈� + 𝑚𝑙2�̈� + 𝑚𝑔𝑙𝜃 = 0         (2) 

Sous forme matricielle 
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Exercice 2 
Trouver les fréquences naturelles du système suivant, avec : 
 𝑚1 = 𝑚, 𝑚2 = 2𝑚 , 𝑘1 = 𝑘  &  𝑘2 = 2𝑘. 
Déterminer la réponse du système quand  𝑘 = 1000 𝑁 𝑚⁄ , 𝑚 = 20 𝑘𝑔, et les valeurs initiales  des 
déplacements des masses 𝑚1 et  𝑚2 sont 1 et -1 respectivement. 
 
 
 

 
 

 
Solution  

Les équations de mouvement 

1 1 1 1 2 2 1

2 2 2 1 2

( )

( )

m x k x k x x

m x k x x

= − + −

= − −
 

1 1 2

2 1 2

3 2 0

2 2 2 0

mx kx kx

mx kx kx

+ − =

− − =
 

Supposons que le mouvement est sinusoïdal 

1 1

2 2

( ) sin( )

( ) sin( )

x t X t

x t X t

 

 

= +

= +
 

donc 

( )

( )

2

1 2

2

1 2

3 2 0

2 2 2 0

k m X kX

kX k m X





− − =

− + − =
 

( )2

2 1

3

2

k m
X X

k

−
=  

Sous forme matricielle 

2

1

2
2

(3 ) 2 0

02 (2 2 )

Xk m k

Xk k m





 − −    
=     

− −     

 

Pour avoir une solution non triviale il faut que le déterminant soit égal à zéro, 

d’où l’équation caractéristique : 

𝑘2 
𝑚1 

𝑘1 
𝑚2 

𝑥1(t)                𝑥2(t) 
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2 2 2(3 )(2 2 ) 4 0k m k m k − − − =  

Les deux pulsations propres sont :  

 2 4 2 22 8 2 0m km k − + =   

 
2

2

4 24 0k k

m m
 − + =   

 
2

2

2 4 0k k

m m
 − + =  ,  

La solution est: 

( )

( )

2

1 1

2

2 2

2 3 ;

2 3 ,

k

m

k

m

 

 

= = −

= = +

 

Fractions modales 

 ( )
( ) 2

2

1

3

2
i

i
k mX

i X k
r

−
= =   

Mode  1 

 ( )
( ) ( )2

2 1

1

1 3 2 33

1 2 2
1.366

k
m

k mX k m

X k k
r

 − −−
= = = =   

Mode  2 

 ( )
( ) ( )2

2 2

1

2 3 2 33

2 2 2
0.366

k
m

k mX k m

X k k
r

 − +−
= = = = −   

Vecteurs propres 
 

1

1.0

1.366
V

 
=  
 

 

 
 

 
 

2

1.0

0.366
V

 
=  

− 
 

 
 
 
 
Les solutions générales 

( )1 1 1 1 1 2 2 2 2cos sin cos sinx t A t B t A t B t   = + + +  

( )2 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2cos sin cos sinx t r A t r B t r A t r B t   = + + +   

Les vitesses 

( )1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2sin cos sin cosx t A t B t A t B t       = − + − +   

( )2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cosx t Ar t B r t A r t B r t       = − + − +   
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Conditions initiales 

 x10  1  A1  A2   

 ( )2 1 1 2 20 1x r A r A= − = +   

 ( )1 1 1 2 20 0x B B = = +   

 ( )2 1 1 1 2 2 20 0x B r B r = = +   

 

 

1 2

1 2

1

1.366 0.366 1

A A

A A

+ =


− = −
 , 

1

2

0.366

1.366

A

A

= −
 

= +
 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

0

1.366 0.366 0

B B

B B

 

 

+ =


− =
 , 

1

2

0

0

B

B

=
 

=
 

 

   

1  2  3 k
m  2  3 1000

20
 3.66 rad/s

2  2  3 k
m  2  3 1000

20
 13.66 rad/s

   
 

 
( )

( )

1

2

0.366cos3.66 1.366cos13.66

0.5cos3.66 0.5cos13.66

x t t t

x t t t

 = − +


= − −
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Exercice 3 

Un système composé de deux masses m1 et m2 et deux ressorts k1 et k2 (figure ci-contre). La 

masse m1 est soumise à une force d’excitation f(t). Déterminer la réponse en régime permanent de 

chaque masse. Pour quelle condition la masse m1 ne bouge pas ? 

 

 

 

 

 

 

 

Solution 

Tracer le diagramme du corps libre de chaque masse. 

Appliquer la seconde loi de Newton à chaque corps.  

1 1 2 11
F m x f f f+  = = + −  

2 2 22
F m x f+  = = −  

Relier les forces élastiques aux déplacements. 

11111 ukekf ==  

)( 122212 uukekf −==  

Combiner et simplifier. 

1 1 1 2 1 2 2( ) ( )m x k k x k x f t+ + − =  

2 2 2 1 2 2 0m x k x k x− + =  

Avec ( ) sinf t F t=   

Ou sous forme matricielle 

 

f1            f(t) 

m1 

f2 

f2 

m2 

𝐹 sin Ω𝑡               

𝑘2 

𝑚2 

𝑚1 

𝑘1 
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1 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2

0 sin

0 0

m x k k k x F t

m x k k x

+ −          
+ =        

−         
 

 

Résoudre les équations de mouvement en régime permanent. 

On suppose que le mouvement est harmonique. 

1 1 sinx X t=    

2 2 sinx X t=   

Substituer dans le système d’équations 

2

1 2 1 2 1

2
22 2 2

0

k k m k X F

Xk k m

 + −  −    
=     

− −      

 

D’où les valeurs des amplitudes 

2

2 2
1 2 2 2

1 2 1 2 2 2

( )F k m
X

k k m k m k

− 
=
   + −  −  −   

 

2
2 2 2 2

1 2 1 2 2 2

Fk
X

k k m k m k
=
   + −  −  −   

 

Les réponses des deux masses sont 

2

2 2
1 2 2 2

1 2 1 2 2 2

( )
sin

k m F
x t

k k m k m k

− 
= 
   + −  −  −   

 

2
2 2 2 2

1 2 1 2 2 2

sin
k F

x t
k k m k m k

= 
   + −  −  −   

 

Les conditions sur m2 et k2 pour que la masse m1 reste immobile est
2

2 2( ) 0k m−  = . 

C’est-à-dire  
2

2

2 =
m

k
. 

 

 


