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Exercice 1
Un Chariot de masse M repose sans frottement sur un plan horizontal oscille sous
I’action de deux ressorts identiques de rigidité k fixés a la masse par I'une de leurs extrémités
et a un support fixe par l'autre ; un pendule simple de longueur [ et de masse m est articulé
au point 0.
a) Déterminer les équations de mouvement en utilisant les équations de Lagrange. L’angle 6
reste faible.
b) Calculer les deux fréquences naturelles sion donne M = 10kg, m = 0,5kg,l=0,3m
etk = 720 kN/m.

Foi] M o Lo}

Solution

Energies potentielles

Energie potentielle élastique des deux ressorts
E, = %kx2 + %kx2

Energie potentielle de gravitation du pendule simple
Epz =mgym
Ym =1 —1cos8 = 1(1 — cosB)

Pour 6 faiblecosf =1 — 972+
E,, = imgl6?

Energie potentielle du systéeme
E, = Ep1 + Epy
E, = Jkx* 4+ 3mglo?

Energies cinétiques

Energie cinétique du chariot
Eey = ZMx?

Energie cinétique du pendule simple
Ee, = m(% +16)"
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Autre méthode pour déterminer I'énergie cinétique
Position de m
{xm =x+/siné

v, =lcos@
%, =x+10cos@
i Vm = 3.
v, =—16sin@
V. :(J +16 cos 9)2 Jr(—z’tfi'simﬁ')2
v, = ° +1°6"(cos’ §+sin’ 6)+236 cos 0
Pour & faible cosf@w~1
v =% +1"0" + 2116
zmv,

= im(# + PO +2:10)

ey
I I
|

Energie cinétique du systeme
Ec.=E;4 +E;
.\ 2
E. = M#? + Im(x +16)

2

Equations de Lagrange
d (9E 9E, OE _
—(—C) ——+—L=0 aqveci=1.2
dt \odq; dq;  0q;
Pour la coordonnée généralisée q; = x
d (&E ] GE CE,
€ l——+ =0

dr\ ox ox  Ox
aE_C = Mx + mx+ mlé
ox
i OF, = M+ mi +mlé
dt\ ox
OF
c—0
&x
oFE
—F —2kx
ox

d'ou la premiere équation de mouvement
(M +m)ix +mlf + 2kx =0 (1D
Pour la coordonnée généralisée g, = 0
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d (6E, _agc+6Ep_0
de\ 69 ) 06 oo

6E - .
=m0+ mix

i aEF = ml’0 + milx
dr\ 66
OE,
26

oE
Y — mol6
P 2

d'ou la deuxieme équation de mouvement
mlx¥ + ml?6 +mgld =0  (2)

Sous forme matricielle

e 2 S

ml

Les solutions sont cherchées sous la forme
x =X cosort x=Xsinot x= X"
s . ou -
8 = Acos ot 8 = Asin or 0 =Ae”

x =X cosaor #=-wX cos ot
= <.
6= Acosot 6 = -’ Acos ot
Et en les reportant dans le systeme d'équations de mouvement, le systéme homogéne suivant est obtenu:
k—*M+m) -w*ml X 0
-o*ml mgl— o*ml* A

Les solutions autres que les solutions triviales X =4=0 sontdéduites desvaleursde @ quiannulentl

déterminant de la matrice
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2k—a*(M+m) —o’ml

—o*ml mgl — o*ml?

I
=

MPmo* — 2kPm + glm* + Mglm)w?* + 2gklm = 0

o 2_k+Mr+m§ m2+&g:0
M M 1 M1

avec M =10kg, m=0,5kg, 1=0,3m et k=720x10°N/m.

; 3472 3 5 2x720x10°
ot — [_x?-OxlO 10+0.5 9.81 ]@2 4+ 2x720x10° 981 _

10 10 0.3 10 0.3

o —1.4403 x10°w? +4.7088 x 10° = 0

2

onpose A=0
A*—1.4403%x10°A1+4.7088x 10% =0

A, =32.701
A, =1.44x10°

Les pulsations propres :

;= 5.72 radls & @ =379.47 radls
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Exercice 2

Trouver les fréguences naturelles du systéeme suivant, avec :

m;=m, m,=2m, k; =k & k, = 2k.

Déterminer la réponse du systeme quand k = 1000 N/m, m = 20 kg, et les valeurs initiales des
déplacements des masses m; et m, sont 1 et -1 respectivement.

x1 (1) X2 ()

R L i
W mq AAAAS m;
Q_0O (@] Q.

Solution

Les équations de mouvement

mX, = _klxl + kz (Xz - X1)
m,X, = _kz (Xl - Xz)

mX, +3kx, —2kx, =0
2m¥X, — 2kx, —2kx, =0

Supposons que le mouvement est sinusoidal

X, (t) = X, sin(wt + @)
X, (t) = X, sin(at + @)

donc
(3k—ma? ) X, —2kX, =0

—2KX, +(2k —2me*) X, =0

3k —me®
Xf%xl

Sous forme matricielle
Gk-me?) -2k (X, _(oj
2k (2k-2mae?) |\ X,) (0

Pour avoir une solution non triviale il faut que le déterminant soit égal a zéro,

d’ol I’équation caractéristique :
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(B3k —ma?)(2k —2mw?®) —4k* =0
Les deux pulsations propres sont :

2m’w* —8kme?® +2k? =0

o' —4* 0 + ¥ =0

m
AP -4kp K =0,
m

La solution est:

/11=wf=(2—«5)%;
b=} = (2435,

Fractions modales
(% (i) _ 3k-mef
=)' -

i Xy 2k
Mode 1
OO skemep | 3k-m(2-4B)k
= (%) = et S 2 g 56
Mode 2
2 2 —m(2+B)&
= (2) =gt 2B g 566

Vecteurs propres

. (10
V, =
[1.366j

|

. 1.0
21 -0.366

Les solutions générales

X, (t) = A cosat + B, sinamt + A, cosw,t + B, sin at

X, (t) =rA cosmt+rB sinamt+r,A, cosmt +1,B, sinwyt

Les vitesses

% (t) =—@ A sin ot + @B, cosmt —m,A, sin oyt + w,B, cos w,t

%, (t) =—@ Ar sin gt + 0, Bir, cos it — w, A T, Sin w,t + @,B,r, cos wt
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Conditions initiales
x1(0) =1=A; +A; A+A=1 _ [A=-0366
X,(0)=-1=A +L,A, 1.366A —0.366A, =1 "~ | A,=+1.366

% (0)=0=wB, +w,B,

B :0 :O
>'(2(0)=0=a)lBlrl+a)szr2 { @B, + @5, 0’ = {Bl

1.3660,B, — 0.3660,B, = B, =

o1 = [(2-3)% = [(2-V3) 1% —3.66 radis
wz_J(2+f)k _J(2+f)1°°° — 13.66 rad/s

X, (t) =—0.366c0s3.66t +1.366 c0513.66t
X, (t) =—0.5c0s3.66t —0.5c0513.66t

X 16T
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Exercice 3

Un systeme composé de deux masses m; et m, et deux ressorts k; et k; (figure ci-contre). La
masse m; est soumise a une force d’excitation f(t). Déterminer la réponse en régime permanent de
chaque masse. Pour quelle condition la masse m; ne bouge pas ?

LUl
kq lF sin Ot
e
mq
o
5 §
m;

Solution
Tracer le diagramme du corps libre de chaque masse.

fi f(t)l
Appliquer la seconde loi de Newton a chaque corps.

LY F=mx =f+f,—f, M

+1 Y F=mx =—f, lfz

Relier les forces élastiques aux déplacements.

f
fl = klel = klul T

m;

f, =ke, =k, (u, —u,)
Combiner et simplifier.

Mm%+ (ky +Kp )% =K, %, = T (t)
m,X, —Kk,x +Kk,x, =0
Avec f(t)=FsinQt

Ou sous forme matricielle
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m 0 [[X . ki+k, =k, |{% | [FsinQt
0 m,||%] |-k, k, [|x,] | 0

Résoudre les équations de mouvement en régime permanent.

On suppose que le mouvement est harmonique.
X = X, sinQt
X, = X, sinQt

Substituer dans le systeme d’équations

k +k,-mQ* -k, {Xl}_{F}
—k, k, —m,Q? | [ X, o

D’ou les valeurs des amplitudes

X, = F(kz_ngz)
U [k —m©? [k, -m0* |-k

. _ Fk,
© [kt k, —m@? [k, —mQ* |-k

Les réponses des deux masses sont

_ 2
(k, —m,Q)F . sin Ot

= [k +k, —m@? [k, —m,Q° |-k

k,F

" Tk —mo? [l —mQt |-k e

o . . 2
Les conditions sur m; et k. pour que la masse m; reste immobile est (K, —m,Q2°) =0,

k
Cest-a-dire —2= =07,
m,



