FACULTE DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE USTO MB
Département de Mathématiques 2019/2020

Examen final d’Algebre 111
Durée : 1h30

Exercice 1. (4 pts)
Soit P € K[X], tel que P(X) = >}, apX*. Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — X.
Indication : (Montrer que P(X) — X divise P(P(X)) — P(X)).

Exercice 2. (4 pts)

Soit f un endomorphisme sur F ou dim F = n et rg(f) = 2. On suppose qu’il existe u,v € £ — {0}
tel que f(u) = u et f(v) = —v. Montrer que f est diagonalisable (Discuter sur n et rappelez-vous
dim E = rg(f) + dimker(f)) et donner la matrice diagonale semblable a la matrice de f.

Exercice 3. (12 pts)
Soit a € R et A, € M3(R) la matrice suivante

3 0 —a?
A= 2 4 2
-1 0 3

Premiere partie :
1. Calculer le polynéme caractéristique Py, ().
2. Déterminer selon les valeurs du parametre « les valeurs propres distinctes de A, et leur multiplicité.
3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon les valeurs de a le polynome minimal de A,.

Seconde partie :
On suppose que o = 0, on note A = Ay et f 'endomorphisme de R? associé & la matrice A.

1. Déterminer les sous-espaces propres de A.

2. Démontrer qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

A 000
B=1 0 X 1
0 0 XA

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!
3. Ecrire la décomposition de Dunford de B (justifier).
4. Pour t € R, calculer exptB et exprimer exptA a l'aide de P et exptB.
5. Donner les solutions des systemes différentiels Y'(t) = BY (t) et X'(t) = AX(t).
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Corrigé d’examen d’Algebre 111

Exercice 1. (4 pts)
Soit P(X) = Y7, ap X",

P(P(X)) — X = P(P(X)) - P(X) + P(X) = X, (1 pt)

le polynome P(P(X)) — X est donc divisible par P(X) — X car somme de deux polynémes divisibles
par P(X) — X. (1 pt)

Exercice 2. (4 pts)
Montrons que f est diagonalisable : Tout d’abord, on a

Flu) =
i )

Sin =2, dapres (1), A\ =1 et \y = —1 sont deux valeurs propres distinctes de f. Donc f est
diagonalisable. (1 pt)
Dans ce cas

D:(é _01> (0.5 pt)

Sin>2 dimF = rg(f)+ dimker(f), alors dimker(f) = n — 2. ¢’est-a-dire ker(f) admet une base
de (n — 2) vecteurs propres associés a la valeur propre A3 = 0. Comme u et v sont deux vecteurs
propres associés a A\; = 1 et Ay = —1 respectivement, f est donc diagonalisable. (2 pts)

La matrice diagonale est donc

1 0 0 . 0
0 -1 0 . 0
D=0 0 0 0 (0.5 pt)
0 0 0 . 0
Exercice 3. (12 pts)
Premiere partie :
1.
3—X 0 —a?
Pa,(N\) = 2 4-X 2
-1 0 3-2A
(4= N[B =N —0a7]
4-=NB-A+a)3—A—a) (0.5 pt)
2. e si a« = 0, la matrice A, admet les valeurs propres \; = 4 et Ay = 3 avec multiplicité respective

1 et 2. (0.5 pt)



e si « = *+1 la matrice A, admet deux valeurs propres distinctes \; = 4 valeur propre double
et Ay = 2 valeur propre simple. (0.5 pt)

e si v € R—{0,1,—1}, la matrice A, admet les valeurs propres simples A\ =4, \y =3+ « et
)\3 =3—a. (0.5 pt)
3. e Il est clair que dans le cas a € R — {0, 1, —1}, la matrice est diagonalisable. (0.5 pt)
o siav==1, By = ker(A, —4I) = Vect((O, 1,0), (1,0, —1)). Donc A, est diagonalisable.(1 pt)

e sia =0, B35 = ker(A, — 3I) = Vect(0,—2,1), alors la matrice A, n’est pas diagonalisable.
(1pt)

4. Notons 74 le polynéme minimal de A,

e Sia=0,ma(X)=(4—X)(3—X)? (0.5 pt)
e Sia==1,m4(X)=(4—-X)(2-X). (0.5 pt)
e SiaeR—{0,1,-1}, ma(X)=4—-X)B—-X+a)(3— X — ). (0.5 pt)

Seconde partie :

3 00
2 4 2
-1 0 3

A=Ay = ;o PaN) =4 - 2B =N

1. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes A; = 4 valeur propre simple et Ay = 3 valeur

propre double dont les sous-espaces propres associés sont respectivement Fy = ker(A — 4I) =
Vect(0,1,0) et E3 = ker(A — 3I) = Vect(0,—2,1). (1 pt)

2. cherchons un vecteur vs tel que Avs = vy + 3vs. Ainsi, le vecteur v3 = (—1,0,0) convient. (1 pt)
On obtient alors la matrice P suivante qui est inversible et vérifie A = PBP™!,

0 0 -1 0 1 2
P=|1-2 0 |, P'= 0 01]. (1pt)
0 1 0 -1 00
3. On a
4 00 4 0 0 000
B=|031|=[030]+[001]|=D+N, (05npt)
00 3 00 3 000
avec
000
DN=ND=|0 0 3 | e¢ N>=0. (0.5 pt)
000
C’est donc la décomposition de Dunford.
4.
exp(tB) = exp(tD)exp(tN)
tN
= exp(tD)(I—i—T)
e 0 0 1 00
= 0 e 0 01 ¢t
0 0 ¢ 0 01
e@.0 0
= 0 e te* |. (0.75 pt)
0 0 €

Donc
exp(tA) = exp(P(tB)P™') = Pexp(tB)P~'. (0.25 pt)



( 1(1) ( yi(t) ( i )
5. Soit X(t) = | x2(t) |, Y (@)= wt) | et v= | o |, alors la solution de Y'(t) = BY (¢)

est donnée par
c et
Y(t) =exp(tB)v =¢e* | co+cst |. (0.5 pt)
C3

La solution de X'(t) = AX(t) est donc

Xt)=PY(t)=e"[ cret —2(ca +cs3t) |. (0.5 pt)
Cco + C3t



