Chapitre 1 : Les intégrales
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0.1 Calcul de primitives
Définition 0.1.1 Soit f : [a,b] — R. On dit qu’une fonction F est une primitive de f si et seulement
St

Vz € [a,b]: F'(z) = f(z).

Définition 0.1.2 Soit une fonction f(x) continue sur [a,b] et F(x) une primitive de f. On note
Uintégrale de la fonction f sur Uintervalle [a,b] par :

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

Propriétés de l’intégrale définie

1. /abf(x)dm - —/baf(x)da:

b c b
/ fla)dx = / f(z)dz +/ f(z)dzr avec a < ¢ < b (Relation de Chasles).

[ @+ gt = [ s+ [ gwae
/ab Af(w)de = A/ab f(z)dz, A € IR.

b
5. Si f >0 sur [a,b] alors / f(x)dx > 0.

N

bt

i

b
Si f <0 sur [a,b] alors / f(z)dz <0.

b
6. Si f > g sur [a,d] alors/ f(z)dx >/ g(x)dx.

7.0na|/f da:|</|f s

8. Si f est continue sur [a, b] alors elle est intégrable sur [a, b].

9. Si f est paire alors f(x)da: = 2/ f(z)dz

10. Si f est impaire alors f (x)dx

—a

T
11. Si f est périodique, de période T alors / f(x)dx :/ flx)dx
0

a

0.2 Intégration par parties

Théoréme 0.2.1 Soient u et v deuz fonctions de classe C*([a,b]), alors



Exemple 0.2.2 1. / xsin(z). On pose (IPP) :
0

u'(z) = sin(z) = u(z) = — cos(z)
etv(z) =z = v'(z) = 1.

Donc I = [~z cos(z)]g —|—/ cos(x)dx, I =m+ [sin(z)]f = .
0

1. I = /a:ln(x)d:c.On pose (IPP) :

u(z) =2 = u(z) = %

etv(z) = In(z) = v'(x) = 1/z.

x—ln(m)—%—i—c,ceﬂ{.

T
Alors Iy = %2 In(z) — / §dm, I, = 5

2. I3 = /arctcm(x)dx, on pose (IPP) :

u(z)=1=ux)=2x

1

etv(x) = arctg(z) = v'(z) = i

2 1
Alors Iy = zarctg(z) — 4 / H%dx = zarctg(x) — 5 In(1 +2%) +¢,c € RR.
x

0.3 Changement de variables

Théoréme 0.3.1 Soit f : I — IR une fonction continue sur I et g : J — I une bijection de classe
C*' alors

g(b) b
Va,be J: /() f(x)dx:/ Flg(0)g (D).

On pose x = g(t) alors dz = ¢'(t)dt.

Exemple 0.3.2 1. [} = /(Sin(x))?’o3 cos(x)dx, On effectue le (C.V) changement de variable sui-
vant, on pose
t = sin(x) = dt = cos(z)dx.
Ainsi I, devient :

308dt = — 4 ¢

301 F¢= 300 TocelR

Il :/ t304 B (sin(x))304

1
= —— V) :
2. I, /xln(w) dz, (C.V) : on pose

1
t=In(x)=dt = de'

1
Ainsi I devient : Iy = / Edt =In|t|+c=In|ln(z)| + ¢, c € R.



0.4 Intégration des fractions rationnelles

Décomposition en éléments simples et intégrations

Soit f(z) = gg; ot P(z) et Q(x) sont des polyndmes ou le degré de P(z) est inférieur strictement
a celui de Q(z) (sinon on fait la division euclidiénne).
1. SiQ(z) = (v —a1)(z —az) ... (x — ay,) alors

P(l‘) Al A2 An

oot .
Qz) x—a1 x—ay T — ay

Ainsi

/ggxgdmA1111|=’Ca1|+A2111|=’Ea2|+"’+Anln|xan|+C’ c€RR.
T

2. Si P(x) =1et Q(z) = (x — a)¥, alors

dx d — Injlz—a|], si k=1 ;
(q;—a)kxi ﬁ(w—a)kk—kc celR,si k#£1 .

3. SiQ(x) = (x —a)**(x —b)k2 ... (x — c)*n, alors
P(I)_ Al A2 Akl Bl Bg Bk2
0@) 7-—a (@—a2 T Gam Tap @ T T ok
G, G G
x—c (z—c)? (x — c¢)kn

4. Si Q(x) = ax? + bz + ¢ dans ce type on a trois cas
— Si le dominateur admet deux racines réelles distinctes x1 et x5 alors Q(z) = a(x —x1)(x — z2).
D’ou
ar + ﬁ o Al A2
ax?+br+c x—m3 T—T9

ainsi

/#—;ﬁ_cdfﬂ:flllnm—xﬂ+A21n|$—$2|+k, ke R.

— Si le dominateur admet une racine double zy € IR, alors
ax + 8 Ay Aa
= -
ar?+br+c x—x0 (r—m0)?

ainsi

A
/ani—’—ﬂd:c:/llln\xfxdf > 4k keR.
ar? +bxr +c T — T

— Si le dominateur n’admet pas de racine dans R, alors on écrit

ar+B3  2ar+b ~
ax2+br+c ax?+4+br+c ar2+br+c

On fait un changement de variable u(z) = u tel que

5 B A
ar?+br+c w241

Ainsi

/#}L—xﬁ—i—c =1Inlaz® + bx + c| + Aarctan(u) + k, k € R.



5. Si Q(x) = (z — z¢)*(az® + bx + ¢), alors

P(Jj) A1 + Ag bt Akl OZI—Fﬂ
Q(z) x—z9 (v—20)2 (x — )k az?+br+c

az+
az?+br+c

6. Si Q(z) = (ax?® + bz + ), alors

Aprés on décompose en éléments simple suivant le cas précédent.

P(x) 2ax +b B

Q(z) (az? + bz + )k + (az? + bz + c)k

pour le cas oul le dominateur n’admet pas racines dans IR alors on fait un changement de variable

u(z) dans la deuxiéme fraction (m) tel que
B B C
(ax? +bx + )k (u2 4+ 1)k’
Ainsi
Sik =1 alors

/gggj;dwzmnax2+bx+cl+Carctan(“)+Kv Kek
€T

az? + bz + )tk

: 2azx+b _
S; k # 1 alors fA(azerszrc)kdx =1 k(
e

B C
_— = D e——— - I .
/ (az? + bz + c)kdﬂlj / (u? + l)kdw F

On calcule cette intégrale par récurrence : on fait une intégration par partie qui permet de passer
de Ik,1 a Ik.

d d
Exemple 0.4.1 1. / x+2;—|— 3= / T 2)5(333 e On décompose la fraction en éléments simples,

c’est & dire on cherche a et b tels que :

1 a b

(z+1)(z+2) x+1+x+2'

Pour calculer a, on multiplie les deux membres par (x + 1), on obtient

(x+2)_a x4+ 2

1 bz +1
R

on tend x — —1 alors
1=a.

Pour calculer b,on multiplie les deux membres par (x + 2), on obtient

1 a(x +2)
= b
@+ e+l

on tend x — —2 alors
—1=ha.

(On peut utiliser lindentification)



1 __e . b w(a+b)+b+2a
(z+D(z+2) 2z+1 z+2  (z+1)(z+2)

{a—!—b:O, =a=1,b=-1

b+2a=1

(On peut aussi remplacer deuzx valeurs de x pour obtenir deux équations a deux inconnus)

1 b 1 a b
1 1

L= —de———

z+1 r—2

L=Inlz+1]—-ln|z—2|+¢ceR.

1
2. Iy = ———, On décompose la fraction en éléments simples,
x2(x —1)

1 a b c

21 2 @o

meéme principe

c=mE b=l =t
mais pour a on peut pendre x = —1 car c’est bien définie en -1 , on remplace dans les membres.

a=-1,b=1,c=1.
Ainsi )
—In|z|+Injz -1+ - +cceR.
x

3
3. I3 = / #—;Hdﬂc on remarque (x2 4+ 2z +2)' =2z +2

20+ 2 2 1
Ainsi =3 [ 222 qot [ 2 = 20+ 2+ T
et 2/x2—|—2x—|—2 $+/x2+2x+2$ g Il e w2 L

I = /7(& sachant que A < 0 on écrit le dénominateur sous la forme u® + 1,
22 +2x + 2
22 +2x+2=(x+1)2+1 Ainsi on pose u = (z + 1) = du = dz.
1
I = 2/ mdu = 2arctg(u) +c;c € R

1
= §1n|z2 + 2z + 2|+ 2arctg(1+z) +¢

4
1
= /x i . On fait une division euclidienne x* + 1 = x(2® + 2) — 22 + 1, ainsi I, =

4 3+
/d / 1, 2/2 / L=z, hant que A < 0,22 + 1 On dé
rar — xr =T — ———ax . sachan ue , L n aecompose
S+ z(x2 +1) 1 P
J
1 — 2?2 a br+c

a:(x2+1):5+x2+1



2

1—
a = lim S 1. Pour b, c deux inconnus on remplace par deux valeurs ,x=—1 on
z—0 (.%‘2 + 1)
retrouve un systeme & deux équations ANO=—-1+ #, b=-2,¢=0
J=In|z| —In(z* + 1) +¢,c € R.
I =2%/2—In|z| +In(z* + 1) + ¢,c € R.
— 1 d/ .
5. I5 = m On ecompose :
1 a b cr+d
= + + :
(z-—1D(x+1)(224+1) x-1 z+1 2241
1 1 1
=1 l———m—=-b=lim ————=——,¢=0,d=——
T e D2 r) 1 e @ D@2+1) 4T 2
Ainsi

1 1 1
Is = Zln|x— 1] — Zln|x—|—1| - Earctan(w) +ec.

0.5 Intégration des fonctions trigonométriques

— Méthode 1 : Les régles de Bioche
On pose w(z) = f(x)dz, on a alors
w(—z) = —f(—z)dz
w(r —z)=—f(r — z)dx.

1. Si w(—z) = w(x), alors on fait un changement de varialble tel que on pose u(x) = cosz.
2. Siw(m — ) = w(x), alors on fait un changement de variable tel que on pose u(x) = sinx.

3. Siw(m+ x) = w(x), alors on fait un changement de variable tel que on pose u(x) = tanx.

— Méthode 2 : on fait un changement de variable suivant : ¢t = tan 3, alors
11—t 2t 2t 2
COST = m, SINxT = m, tanx = ﬂ, dx = mdt
Exemple 0.5.1 1. I; = sin(z) cos®*(z)dx on pose t = cos(z) = dt = —sin(x)dz I; devient I; =
3

S
3
—/tht:—ngc:—cosg 7) +c.

/2
2. I, = / cos®(x)dx, on poset = sin(z) = dt = cos(z)dz, s =0=>t=0,r =n/2 =>t=11I,
0

. ! ) 2
devient I = A—tHdt=[t— —]p = =.
0 3 3

/4

3. I3 = / tan(z®)dx on pose t = tan(z) = x = arctan(t) = dr = =0=>t=0,z =

0 1+
w/4d =t =1 Ainsi I3 devient

1 3 1 2 1 1 2

t t(L+1%) —t 1 ) 21 |

L=| —=dt=| 2———dt= [ tdt—= | 21 +¢3dt=[=—=In(1 = ~(1-In(2).
’ /01+t2 /0 1+ ¢2 /0 2/0 i [5 =g 40l = 5(1-In(2)



1
4. Iy = / mdm on pose n pose t = tan

1—¢2

142’

cosT = sinx =

2dt

142’

xr
5, alors

2
xr = ————
14 ¢2

2t

— 2’

tanx =
1

1 2

dt =

142

1
-

2

1+ ——

o]

-———+ec

(1+1)2 1+t

dt.

1+t2

0.6 Intégration des fonctions Rationnelles

1. Intégrale de type [ R(, xw,...,x5)dr, o R est une fonction rationnelle.
On cherche le dénominateur commun entre n, ..., s on le note k. En suite, on fait le changement
de variable :
z = t* alors dr = kt"~dt.
axr+b axr+b

cw-i—d) RS (cw+d)s)dx
= t* avec k le dénominateur commun entre 7, ..., s.

Intégrale de type [ R(z, (
azx+b

On pose £

. Intégrale de type [ R(z,vaz? + bx + ¢)dx avec a # 0
i Sia>0on pose vVar?+bx+ ¢ = ++/ax + ¢t alors

2 —¢

2 2 2 PN
b = t°£2 t d = .
ar® +oxr +c=ax” + \/ax ouxr b:t2\/5t

+2./ct—b

a—t2

ii Si ¢ > 0 On pose vaz? + bx + ¢ =zt £+ +/c alors z =

iii Si ax? + bz + ¢ admet deux racines distinctes dans IR o, 3 alors on pose
vVar? +bx+c=(x—a)touvax? +br+c=(x— f)t.

Exemple 0.6.1 1. I = /\?yl/ildx, le PGCD(3,2) = 6 = k on pose x = t5 = dx = 6t0dt.
T

t3
I = 6/ o 1t5dt On fait une division euclidienne t® = (1 +t2)(t® —t* +12 — 1) + 1. Alors
ot 1
L =6-—-6—-+4+6——-6t+6 | ——dt.
1 =07 =05 +03 - / 1412
g 45 3
xs e ré
L =6— —6— +6— — 6x° + 6arctg(x%) +c
7 5 3
Ve —1
2. IQZ/ xx dx on pose t? = x — 1 = 2tdt = dx,
I _/tgtdt_z/ml_ldt
T et 2 +1

I, =2t — 2arctg(t) + ¢ = 2v/x — 1 — 2arctg(vVx — 1) + ¢,c € IR.



d
S I3= [ ——
? / 2 +1

L _/ dx
o Vai+x—2
242 3
\/12+1:72:(x—1)t¢x:t21r =1+

X
+

,a >0 on pose VaZ +1=x+t= 2%+ 1= a2+ 2zt + 2.

1— ¢
Tr =

Ny ?+1
rT=——
2 2¢2

Ii=—Injt|+c=—-In|vz2+1—z[+ec

sachant que A > 0 on choisit l’'une des racines on pose

dt

1 2 -1

t

dt

T+ 2 T+ 2

Iy =1n|1+4/] | —In|l - |as—1

x—1 [+
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