FACULTE DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE USTO MB
Département de Mathématiques 2020/2021

Test d’Algebre 4
Durée : 1h

Exercice 1. (4 pts)

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit {es,...,e,} une base de F' que I'on complete en une base
de E:B={e1,...,ep ep1,...,6}. Onnote B* = {e],... ey, er.y,...,¢e;} la base duale de B.
1. Montrer que {e},,... e} € F*.

2. Soit ¢ € F*, écrire ¢ dans B*.
3. En déduire que {€},,,...,€}} est une base de F'- et dim F' 4 dim F- = dim .

Exercice 2. (6 pts)
Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique donnée par

111
1 2 3
1 35
1. Expliciter ¢ ainsi que la forme quadratique g associée.

2. Déterminer son rang et son noyau. Est-ce une forme non dégénérée ?
3. Trouver l'orthogonale de F' = Vect{(1,0,0), (1,0, 1)}.
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Exercice 1. (4 pts)
1.

lsit=3

Osii#j
Pour j € {1,...,p}etie{p+1,...,n}, onace(e)=0,donc {e,,,...,e;} € F-. (0.5 pt)

2. Soit ¢ € F*+. Comme B* est une base de E*, alors ¢ = En: l(e;)ef. (0.5 pt) Or pour i € {1,...,p}
on a l(e;) =0 (car e; € F) (0.5 pt), donc -

e : E* — K, ef(e) = { (1pt)

(0.5 pt) (= zn: le;)e;. (1)

i=p+1

3. La relation (1) montre que {el,,,... e} est une famille génératrice de F* et puisque elle est
libre car est un sous-ensemble d’une base, elle forme une base de F*. (0.5 pt) Ainsi

dimF* =n—p=dimE —dimF. (0.5 pt)

Exercice 2. (6 pts)
1. Soient z = (z1, 22, 23) et y = (y1, Y2, Ys)

(,O(ZL', y) = X1 + T1Y2 + T1Ys + T2Y1 =+ 25(]2y2 + 3£E2y3 + T3y1 + 3x3y2 + 5x3y3. (]. pt)

q(z) = p(z,z) = 27 + 225 + 523 + 22179 + 22173 + 62973. (1 pt)
2. Ona:2x Ly— Ly= Ly, donc rg(p) = 2. (0.5 pt)

1 11 T 0

(x,y,2) €ker(p) <= | 1 2 3 y | =1 0 [, onrésout le systéme suivant
1 3 5 z 0
r+y+z2=0 r=z
r+2y3z2=0 <=4 y=-2z z€R (1 pt)
r+y+52=0 2=z

Ainsi ker(p) = Vect{(1,—-2,1)}. (0.5 pt) et donc ¢ est dégénérée. (0.5 pt)
3. Cherchons un vecteurs x = (a,b, c¢) dans F'-.
On doit avoir p(z,v;) = 0 et p(x,vy) = 0, avec v; = (1,0,0) et vy = (1,0, 1) c’est a dire

a = —3b— 5c
a+b+c=0 B
{a+b+c+a+3b+5c=0 — f’::i (1 pt)

Donc F+ = Vect{(—3,1,0),(-5,0,1)}. (0.5 pt)



