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Algebre 3
TD n°l1 : Anneaux et polynomes

Exercice 1. On munit A = R x R de deux lois définies par :
(z,y) + (@y) = (x+ 2" y+y) et (z,y) o (2, y) = (a2, 2y + 2'y).

Montrer que (A, +, ®) est un anneau commutatif unitaire.

Exercice 2. Soit C' le centre d'un anneau A (i.e. 'ensemble des éléments ¢ de A tel que pour tout
élément x de A, on ait: cx = xc). Montrer que C' est un sous-anneau de A.

Exercice 3. Soit A un anneau vérifiant (za = br = a =1b, a,b,x € A ).
Montrer que :

1. A est un anneau commutatif.

2. S'il existe e # 0 tel que e = e, alors A est unitaire d’élément neutre e.

Exercice 4. Soit A un anneau. On note 11’ élément neutre de la deuxieme loi de A tel que pour
tout élément a,b € A on a ab =1 et ba # 1. Montrer que :

1. (1 —=ba)b=0.
2. 1—ba = (1—ba)*.

3. (b"(1—ba))>=0,n>1.

Exercice 5. Dans (1) et (2), on note 1 I’ élément neutre de la deuxieme loi de A.

1. Montrer que dans un anneau integre et unitaire A, tout élément admettant un inverse a gauche
(ou a droite) est inversible.

2. Supposons que dans un anneau A, les éléments a, b, ab — 1 sont inversibles. Montrer que a — b™*
est inversible dans A et que (@ —b7')™! = b(ab — 1)~

Exercice 6. Soit A est un anneau et B une partie non vide de A. Désignons par :
Np={a€ A; ab=0Vbe B}.
1. Montrer que Np est un idéal a gauche de A.

2. Montre que si I est un idéal a gauche de A, alors N; est un idéal bilatere.



Exercice 7. Factoriser dans R[X] et dans C[X] les polynomes :
1. — X8 +2X% 1.

2. X5 - X3 - X?2+1.

3. 1— X8

Exercice 8. Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de
1. X*+5X34+12X2 4+ 19X — 7 par X2 +3X — 1.

2. X4 —4X% -9X2 427X 438 par X2 - X — 7.

3. X% — X%+ 2par X2+ 1.

4. X"+ X + 1 par (X —1)%

5. X" par (X —1)2

6. (X +1)" par (X — 1)

7. (X +1)" par X*+1.

Exercice 9. Soit A un anneau commutatif unitaire. On désigne par A[X] 'anneau des polynomes
a coefficients dans A. Soit P(X) = 2X? —3X? — 5 et Q(X) = 7X? + 33X — 4. Calculer P(X)Q(X)
et P(X) 4 Q(X) dans les trois cas suivants :

1. Z.
2. 7./27.

3. 7,)3Z.



