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I11. Cinématique du Point
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4. Le mouvement relatif.




1. Position dépendant du temps et Notion de Référentiel

Pour décrire la position d’un point nous avons besoin
d’un repere: repere = origine + base

M Vecteur OM




Si le point M est en|mouvement]:
le Vecteur OM dépend du temps

OM(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k

-~ ~. Mais (i, j, k)
‘0 dependent ils
\ du temps ?

\
] |
Dans certains
cas oul.



« Un corps est en mouvement, donc sa
position depend du temps. »

Cette phrase, est elle juste ?

®

Cette phrase n’est n1 juste ni1 fausse, cela dépend de

qui

D’ou la nécessité ¢

observe

ce Cor

0S.

“introduire en p

d’observateur.
L’observateur est en quelgue sorte le temoin du temps.

nysique la notion

Donc, pour décrire le mouvement d’un corps nous
avons besoin d’ un repere + un observateur

un repere + un observateur = un référentiel_




un repere + un observateur = un référentiel

Le repere est lié
a I’observateur

Les vecteurs de
base et I’origine
sont fixes par
rapport a
I’observateur




1. Dérivée d’un vecteur: vitesse et accelération

Nous discutons ici la dérivee par rapport au temps
On choisit un réferentiel ( R ) d’origine O.
Un mobile M se déplace.




1. Dérivée d’un vecteur: vitesse et accelération

Nous discutons ici la dérivee par rapport au temps
On choisit un réferentiel ( R ) d’origine O.
Un mobile M se déplace.




Définition:
La vitesse moyenne du mobile

est donnée par: . _
_.  OM(t,) - OM(t,)
(A
t2 - 1:1
M, M,
VIl MM,



A la limite ou t, et t, sont des instants tres
rapproches, on définit la vitesse instantanee:

OM(t,) - OM(t; )

V(t,)= lim
Lot L -

Comparer avec:
o H(Xp) - 1(xq)
f’(x;)=1lIm

Xo = X4 X2 - Xl




O

La vitesse instantanéee est tangente a la trajectoire



df(x)
Souvent on note: f(x)= v

Et la vitesse Instantanée peut s’écrire aussi:

—  dOM(t
V(t)= —¢ )

En pratigue, dériver un vecteur revient a dériver
ses composantes:

Exemple: OM(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k



V—(t): dOM(t)  d [x(t)i+y(t)]j+z(t)k]

dt dt
d [ x(t) 1] d[y)]] d [ z(t) K]
= Tt T Tt Tt

— d X(t dy(t). dz(t




En conclusion, dans un référentiel (R) lie a une
base (1, J, K) :

— dOM
- dt R

— dx . dy . dz
et V—W|+Fj+dt K

di_dj dk

gt dt dt Y

Le «/R » exprime le fait que



Définition:
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L’accelération moyenne est donnee par:

Y=

V(t,) - V(t,)

1:2_ tl

[ ’accelération instantanée est donnée

Dalr.

—

y:

lIm
tL—>1

V(t,) - V()

t2_ t1




Et donc: dans un référentiel (R) lié a une base

o . di dj dk =
1, |, K), c-a-d: — — —
R gt dt dt 0
W
"~ Tdt /R

En général: V= Vil +V, j+V, Kk

Et donc:
— dVv,. dV,. dV,
V= W'““Wy“ﬁ




Exemplel: OM =3t i+2t ]

t=0; x=0;y=0
t=1; x=3;y=2
t=2; x=6;y=4
t=3; x=9;y=6
t=4; x=12;y=38

hl

- N

La trajectoire est une droite:
Le mouvement est rectiligne




Exemplel: OM =3t i+2t ]

V=31+2]
y =0
t=0; V,=3;
T
EEEEEEE L t=1;V,=3
AN
| t=2; V, =3
T t=3; V,=3
dENEEEEEEE =4 V=3

L
j HEEEEEEENEE

<
[

< < <
I

<
I
N

N NN NN

Le vecteur vitesse est constant:
Le mouvement est rectiligne uniforme




Exemple 2: OM = 0.75 (- 2+8 1) i+ 0.5 (-£2+81) j
V=15(-t+4) i+ (-t+4)]

y=-151 - ]
< t=0; x=0 y=0
T
SO aE T t=1; x=525 ;y=35

t=2; x=9 'y =06
t=3; x=11.25;y=7.5
t=4; x=12 ;y=8

La trajectoire est une droite:
Le mouvement est rectiligne




Exemple 2: OM = 0.75 (- 2+8 1) i+ 0.5 (-£2+81) j
V=15(-t+4) i+ (-t+4)]

e vecteur accélération est constant:
Le mouvement est rectiligne uniformément varie




Exemple 3: OM =5 cos't | +5sint |
V=-5sint | +5cost]

ﬁ

y =-5costi—5sint]

t=06435 |x=4 ;y=3 |
V,=-3;V,=4|

YX:_4 ;'Yy:'3
Verifier que pour tout t :
OM.V=0
V.y =0

é—

y =— OM




Exemple 3: OM =5 cos't | +5sint |
V=-5sint | +5cost]

ﬁ

y =-5costi—5sint]

t=06435 |x=4 ;y=3 |
V,=-3;V,=4|

YX:_4 ;'Yy:'3
Verifier que pour tout t :
OM.V=0
V.y =0

é—

y =— OM




3. Vitesse et acceélération dans differentes bases

Coordonnees Polaires:
OM =ru,

cosO 1 + sin0 |
- sinB 1 + cosH |

ur
Ug

Dans le réferentiel (R) lié a la base (i, J, K) :
- oM /R_ d(ru,) _dr . 9y

dt B dt d ' dt




du, — d(cos@i+sin@j) _ dcosd . . d sin® .
dt —  dt ~at T de
. dcos® . do
mais, dt = -sinf E't—
d sinf B ao
et It = cosO T
donc  AUr = 99 (_sin0i +coshj)
dt dt
‘ du, do
-a- — == U
c-a-d =g Yo



En coordonneées polaires:

—

V

gU+rd_9u
dt dt

Notation: — =r et

ar _ . do _

I
D -

dt dt

—

V =ru.+reu,

Exe rC i Ce M O ntrer q u e : Devoir a rendre le Mardi 16/10/2004

—

Y =(F-r®)u,+2re+re)u,
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Coordonnées Cylindrigues:
OM=pu,+zKk

Up:
Ug =

cosO I + sin0 |
- sinO 1 + coso |

Dans le réferentiel (R) lié a la base (i, J, K) :

— doM / _dpy . Y dz
VE gt /RTdt PTPdt T

En coordonnes cylindrigues la vitesse est:

_dp do dz
U —+ U | k
Vo= d P Gt dt




—

V =pU, +p0Uy+zk

Et 1’accélération:

—

V =(f-p0)U,+(2p0+p0) Ug+zk




Remargues a propos de la derivée des vecteurs
unitaires dans les coordonneées cylindrigues:

Sachantque: U,=ugak , ona:

du, dug _
o “O0kau, et T - Okaug

SI on a un vecteur quelconque A :

A=A U, +Ajuy+ A K



On calcul la dérivée de A en dérivant d’abord ses
composantes comme d’habitude puis on ajoute
le terme 6 k A A qui tient compte du fait que la

base est locale.

dA . . . .

Par exemple, on retrouve facilement I’accélération:

dv

T3 =)u +()0+)0)uy+zk

+OKkA() U +) 0uy+zk)



Coordonnés Spheriques:

OM =ru,

V’: dOM — d(rur) dr ur+rd£r
dt R dt dt dt

Avec:
U, = sinf cose I + sind sing ] + cosH k

du,
T cost 0 cos@ I - sind sing (P |+

cos0 0 sing j + sinf cose ¢ | - sinb 0 k



du . . -
Wr = cos0 0 cosp 1 +cosB B sing | - sinf 0 k

- sinf sing ¢ i + sind cos O |
Rappel:
U, = cosB cos I + cosh sing | - sinf k
U,= -sin@ i + cos ]

du : L
Donc: Hr = 0O Uy+sinb o u,

—

Et: V =ru, +r0u,+rsind ¢

e




Pour calculer I’accélération, on a besoin de:

du,
W —-smOGcosq)I - sin0 0 sm(pj cosf 0 k
- cos0 sing @ i + cosd cose ¢
- du, . .
c-a-d: ot - "futcosbou,
et:  dU, CL L,
dt =-Cos@ @ I —sing @ |

=- ¢ (cos@ i+ sing j)

A vérifier

=- ¢ (sin® U, + cosO u,) <



. d\T d
"=t /R T dt
Y =ru +r(9u9+sm9(pu)
+(r6+r6)u9+r6( 0 u +cos(9(pu )

+ (r s1n6cp+rcos@6(p+rsm€)(p)u
- I sinf @2 (sind U, + cosO Uy)

(ru, +r6u9+rs1n6(pu )

Et donc:

Y =(r+r02-rsin20 ¢2) u, +
(r6+2f0-rsind cosd (?) U, +
(rs1n9(p+rc0866(p+2r51n6(p)u




Remargues a propos de la derivée des vecteurs
unitaires dans les coordonnees spherigues:

Onsaitque: U=UgAU,  donc:

% = (éuq)-sinec'pue)/\uIr

du, - .
bt (O u,+cosh ou,) A ug

du(P

e (- sin® ¢ Uy + cosO ¢ U,) AU,



du : : : '
i (cosO @ U, -sinb g Uy + O U, ) AU

du

Donc, pour ces trois vecteurs on a: e QAU

Avec: Q= cosd ¢ U, - sind ¢ U, + 0 u,
Notons que: Q2 = 2+ 2

En géneral si on a un vecteur quelconque A :

A=A U +Ajuy+A U,



On calcul la dérivée de A en dérivant d’abord ses
composantes comme d’habitude puis on ajoute
le terme Q A A qui tient compte du fait que la
base est locale.

3—':‘ = A U +Aguy+A U+ QAA

En particulier, pour € on a:
0

(;—? - Qrur+Qeu9+Q(Pu(P+Q/é



R e m arq u e Dimanche 21/11/2004

On peut déefinir un repere particulier en
utilisant le vecteur vitesse Vet le
vecteur accélération vy .

S1 on construit le unitaire vecteur: t =
ou Vv est le module du vecteur v.

Nous avons déja vu que le vecteur vitesse est
tangent a la trajectoire. v
— Y

|'accelération Y égale, par définition, a 5

peut toujours étre decomposee en deux vecteurs,
I'un parallele a v, et I'autre perpendiculaire a v.

- Vv
Vv



— dv.  d(vT) [dv -
i A @

Accélération
tangentielle notée 7y,

T.T +V—.T

dt
dt —
- V —.T
dt T dt

dT — d(t.T) d1

Mais: 2 dt_ A = dt = T =0

Calculons: ¥’ 7~ — _\t’
v

O Ol Q




Onécrit: ¥ = Y11 + T

dv — dt
AVecC: - — = - V—
= § L dt
Par definition: v, = V4/R, ou R est le rayon de courbure
Etdonc: 1 = - dr
v ot S
On construit ainsi le vecteur unitaire; b=t AN
db v — dn V=, VY
- —— - -—2n et —=——7T +—
Ona: G =~ at R T

ou T est le rayon de torsion

La base (T, m, b)) est appelé la base de Serret Frénet




La base de Serret Frénet




EXEMPLES DE MOUVEMENTS
PARTICULIERS

Devoir N°2:
Exercice 10, fiche 2

1) Calculer la vitesse et
I’accélération en coordonnées
cylindriques

2) Calculer les rayons de courbure
et de torsion



Mardi 23/11/2004

4. Le mouvement relatif

En meécanique, Il y a différentes raisons qui nous poussent a changer
de réeférentiel. Un cas simple est celui de deux observateurs qui
observent le méme mobile.

Pour comprendre et se mettre d’accord sur ce qu’ils observent, il
doivent savoir traduire I’information d’un référentiel a un autre.

O ")

Observateur 2

Observateur 1

Observateur 1 fixe Observateur 2, en mouvement



Des mouvements compliques peuvent prendre une forme plus simple

si le reférentiel est bien choisit.
Par exemple, le mouvement de mars vue par un observateur lié a la

terre est compliqué alors qu’il est simple par rapport a un observateur
lié au soleil.

Observateur lié au soleil



Observateur lié a la terre



Comment voir ceci en equations?

Soit deux référentiels R, et R, et un mobile M en mouvement.

Pour simplifier, supposons que les deux réeferentiels ont la méme base
(i, j, K) et que O, soit en mouvement uniforme par rapport a O,,.

Dans ce cas on parle de referentiel Galileen (Chapitre 1V) ou:
a) Reférentiel en translation uniforme




—

Onprend O,0,= Vt, avec V un vecteur constant.
On a choisit qu’a t=0, O, et O, coincident.

Si les deux observateurs _—
comparent la position de ==p Oa = Oa T O

M a chaque instant t, il

trouveront:




Maintenant, si les deux observateurs comparent la
vitesse de M a chaque instant t:

—
L’observateur a, dérive O,M dans son reférentiel:

V- doM
=~ “dt /R,

[’observateur r, fait de méme pour O,M dans le référentiel r:

—  dOM

r dt R

r




—_ d(0,0,+OM)

Ve R
V., = azr + '
a dt /Ra dt Ra
Puisque les deux referentiels ont la méme base, on a dans ce cas:
dm _ dor_l\'/l :7
a /R, dt /R ,
Et par définition, on note d(iaO/Ra :7;



Donc V=V, +V,

N

Vitesse relative

Vitesse absolue

Vitesse d’entrainement

H Vitesse absolue = Vitesse d’entrainement + Vitesse relative H

Bien sur, la dénomination absolue et relative n’est qu’un choix arbitraire




b) Référentiel en rotation uniforme:

A

Mémes Origines
Bases differentes




—

OM est le méme dans les deux réferentiels

Observateur a \/ = doM
a dt R,

—  dOM
Observateur r V.= 0t R
r




Onpartde: dOM
T dt /R

a

En exprimant OM dans la base du référentiel r:

OM = Xrir +yrjr+ Zrkr

Et en utilisant le résultat démontre pour les
coordonnees cylindriques sur la dérivé d’un
vecteur unitaire:

du :
H =0 kAau

On trouve: V;: V, :+ ® kA OM




