0.1 Equation différentielle du premier Ordre

lLy=eV=eldy=dr=>eY=as+c,cec R=y=Inlz+¢|.
dy 2z
2 _ 2 _

y?+
=y = tan(In(z* +1) +¢),c € R.

3.y —y=e"...(F) on commence par résoudre 1’équation homogene (Ey):y' —y =0on a :

d d
i:y:>/£:/xdmz>ln|y\:erC,CGIR,
dx Y

=y = Ke*, K = £e°. On cherche ensuite une solution particuliére en ulilisant la méthode de la variation de la constante
notée M.V.C, on pose y(z) = k(x)e* = k'(z)e* + k(x)e®.
En remplacant dans (F) on aura :

K (x)e” + k(z)e” — k(x)e” =e* = K'(z) =1 = k(z) = ,

alors la solution particuliére est donc donnée par y,(z) = ze”.
Enfin, la solution générale de ’équation avec second membre est donnée par y(z) = ke* + ze®.

0.2 Equation différentielle du second ordre

Example 0.2.1. 1. ¢y +y — 6y = 6x...(E) sachant que la solution de
(En):y" +y =6y =0

est donnée comme suit y(x) = c1€** + coe™3%, 1, c2 € R. la solution générale de (E),yy = yn + Yp-
Nous allons utiliser le tableau précédent dans la partie cours, c’est a dire suivant y, dépend du second membre de
(E), f(z)==6x, ainsiy, = Pi(x),
0 est-elle une solution de (E,) : 7> +r — 6 = 07 la réponse est non, alors y, est un polynéme du méme degré
que f(x), de la forme suivante

Yp=0ax +b

pour trouver y, en fait il faut trouver a,b € IR tels que y, vérifie (E). En remplagcant dans (E) on aura :
a=-1,b=-1/6,y, =—x—1/6

ainsi la solution de (E) est :
1
y=c1e®® +coe 3 — gz — 6

2. y" +y — 6y = e**...(E) sachant que la solutionde (Ey) : y" +y' — 6y = 0 est donnée comme suit y(z) = c1e>® +
c2€73% 1, co € IR. comme le second membre de (E) est f(x) = e?* et 2 est-elle une solution de (E,.) : r?+r—6 =
07 la réponse est out, alors y, est sous la forme 2 Py(z)e?®, de la forme suivante

Yp = aze®®

pour trouver y, en fait il faut trouver a € IR tels que y, vérifie (E)

Y = ae®® 4 2zae®®,y" = e**[2a + 2a + 4ax)

e?®[4a + 4azx] + ae®® + 2zae®® — 6are®® = **

ainst a = % la solution
T
Y= Yntyp = 1€’ +ope 4 Le
3.y +y=e", la solution est yp, = c1 cos(z) + casin(x), c1,co € R. Suivant le tableau y, est sous la forme ae® car 1
n’est pas une solution de (E,.).
Pour trouver a en remplace dans (E), a = 1/2 ainsi

1 1
Yp = §ew7yg = ¢1 cos(z) + cosin(x) + iez.
4. y" +y = sin(z), la solution est y, = c1 cos(z) + casin(x), ¢1,c2 € R. Suivant le tableau y, est sous la forme y, =
z(asin(z) +beos(z)), cari est une solution simple de (E,), pour trouver a,b on remplace dans (E), a = —1/2,b =0,

Yp = _g cos(z),yg = c1 cos(x) + cosin(z) — gcos(m).



0.3 Matrices

Soit
1 2 3 P -2 1 0
A= 0 0 1 ’D_<1 1>,E: -1 -2 0 |,
-1 0 -2 0o 1 4
-2 1 -2 1 5 -1 -2 1
2 _ — — - _
2 (T (T )= (5 7 )]
2 10 -1 -2 -2 1 -2 1
|[El=|-1 -2 0 :—1—0.‘ 01 '—O.’ 0 1 ‘+4’ 1 _9 ’:20. |E| = 20 # 0 alors E est inversible. Calculons
0 1 4
son inverse. Sachant que :
g1 t
det(E)
Ou C! est la comatrice de E.
-2 1 0 + - +
E=| -1 -2 0 |, — + — |.Calculons les coffacteurs de
0 1 4 + - +
-2 0 -1 0
611:’ 1 4‘——8.012:—’ O 4‘:4.013——1
1 0 2 0
021:—‘1 4’——4.022:4-‘ 0 4’——8.023:2.
1 0 -2 0
631_+’_2 O‘_O.CSQ_‘ 1 O‘_0.033_5.
donc la matrice des cofacteurs est donnée par :
-8 4 -1 -8 —4 0
-4 -8 2 et la transposée de la comatrice :C* = 4 -8 0
0 0 5 -1 2 5
-8 -4 0
1 1
E*lzﬁot:% 4 -8 0
-1 2 5

On remarque :

) -1 1 1
ABLA L A= 2L AA2+A+ L) = 213 & 14(7/12 — A=) =1Is
. . . -1, 1 1
ce qui montre que A est inversible et que A7 = 714 — §A — 513
0 -2 -1 L
. 1 -1 1 0 —4 -2
A7l = 5 3 3 = 1 -1 1
0 1 0 0 2 0

Exercice 02 )
1.I; = = / ,A > 0. On décompose la fraction en éléments simples, c’est & dire on cherche a et
x2—x—2 (x4 1)(x—2)

b tels que :

1 _a b

(x4 1)(z —2) _1'+1+1’72.

Pour calculer a, on multiplie les deux membres par (x + 1), on obtient

I bz +1)
-2 T o2

on tend x — —1 alors



Pour calculer b,on multiplie les deux membres par (z — 2), on obtient

1 a(x —2)

= b
(x+1) z+1 +
on tend x — 2 alors )
- =bh.
3
(On peut utiliser I'indentification)
1 __* b z(a+b)+b—2a
(x+D(x-2) z+1 2-2  (z+1)(z—-2)
a+b=0, _ _ _
{b2a1 =3a=-1,a=-1/3,b=1/3

-1 1 1 0
— d

I = -
=g % tsa o

-1 1
I = ?ln|x+1|+§1n|x—2|+c,c€ R.
1
2.1, = CES e On décompose la fraction en éléments simples,
1 a b n c
@re-1) @+ @r1E @1

méme principe

1 1
c=lim ——— b= Lm ——,
z—1 (x + 1)2 z—-11—2x

mais pour @ on peut pendre z = 0 car c’est bien définie en 0 , on remplage dans les membres.

1 1 1
a——i,b——i,C— Z

Ainsi

1 1
12:—11n|x+1|+11n\x—1|+ +c¢ceR.

1
2(1+2)

3
3. I3 = / mdx on remarque (2 + 2x + 2)" = 22 + 2

2z 4 2 2 1
Ainsi I3 =1 [ ———~ 4 ————de=-In|2? + 2+ 2|+ I
insi I3 2/x2+2x—|—2 x+/x2+2m+2x 2n|x+ x+2|+ I,

! dx sachant que A < 0 on écrit le dénominateur sous la forme u? + 1,

:/x2—|—2x—|—2
2?2+ 2+ 2= (z+1)2 + 1 Ainsi on pose u = (z + 1) = du = dx.

=2 !

ﬁdu = 2arctg(u) +c;c € IR
u

1
I3 = 3 In|2? 4 22 + 2| + 2arctg(1 + z) + c.

zt+1 2241
4. 1y = / 3 dz. On fait une division euclidienne z* + 1 = z(2% + z) — 2% + 1, ainsi I = /mdac — / ——dr=
0+ 2+

1— 2
z?/2 — / mil)dx. sachant que A < 0,22 + 1 On décompose :
J

1— a2 a br+ec

x(a:2+1)7:1:+x2+1
2

N 7 .
a= hrr%) m = 1. Pour b, ¢ deux inconnus on remplage par deux valeurs ,& = —1 on retrouve un systéme a deux
xTr— xr

équations ANO=—1+ %,b: —2,¢=0
J=Inlz| —In(z* +1) +ccc R.
Iy =2%/2 —In|z| +In(z? + 1) + ¢,c € R.

Solution Exercice 03 :



1
. I1 = [ sin(2z) cos(z)dz, On utilise les formules trigonométriques : Iy = %/(Sin(?)x) + sin(x))dz = 5[— cos(z) —
cos(3z)/3)] + ¢,c € IR.

Iy = sin(z)3dz. On a sin® x = 1 — cos® z, ainsi
0

I, = /077(1 — cos*(x)) sin(z)dr =
= 7Tsina: T 7Tcos2x —sin(z))dx
= [ sin@yde+ [ costa)(sina)a
= [ cos(@)]§ + [cos® (x)/3]5 =

1 5(2 ;
:/cos dl‘_/ﬂ%(l‘)dl‘lz;:x/Z—l—%—‘rc,CE]R.

dx. On pose t = tan 3, alors

/1—|—cos ) + sin(zx)

1—¢ 2t . 2t p 2 i@t
COST = ——— SIMT¥ — —— anxr = —x r = —7F .
142’ 142’ 1—1¢2’ 141¢2
dt
I, = m:ln|1+t|+c:1n|1+tan§\+c,c€IR.
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