FACULTE DES MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE USTO MB
Département de Mathématiques 2021/2022

Examen de rattrapage d’Algebre 3 I

Durée : 1h30

Exercice 1. (4 pts)
Soit K un corps commutatif et soient A et B deux matrices de M,,(K).

1. Montrer que si A ou B est inversible, et si A est une valeur propre de AB, alors les sous-espaces
propres de AB et BA associés a A ont méme dimension.
(Indication: utiliser le fait que AB et BA ont méme polynome caractéristique.)

2. En déduire que si A ou B est inversible et si AB est diagonalisable, alors BA est aussi diagonalis-
able.

Exercice 2. (4 pts)
Soient £ = R3 et f un endomorphisme non nul de E vérifiant:

P+ f=0et E=ker(f) ®ker(f> +1dg)
1. Montrer que si x ¢ ker(f), alors (x, f(z)) est libre.

2. En déduire qu’il existe une base (vq, v, v3) dans laquelle la matrice A de f est définie par :

00 O
A=10 0 -1
01 0

Exercice 3. (12 pts)
Soit f ’endomorphisme de R? dont la matrice A, par rapport a la base canonique est définie par :

1 0 1
A= -1 2 1 , aelR.
2—a a—2 «

Premiere partie :

1. Calculer le polynéme caractéristique Pa(\).
2. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles la matrice A est diagonalisable.

3. Déterminer selon les valeurs de « le polynome minimal m 4 de A.

Seconde partie :
On suppose que a = 1,

1. Démontrer qu’il existe une base de R?® dans laquelle la matrice A est de la forme

A 000
B = 0 X 1
0 0 X

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP~!
2. Ecrire la décomposition de Dunford de B (justifier).
3. Donner les solutions des systemes différentiels Y'(t) = BY (t) et X'(¢t) = AX ().
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Corrigé

Exercice 1. (4 pts)

1.

Supposons, par exemple, que A est inversible. Soit A une valeur propre de AB, puisque AB et
BA ont méme polynome caractéristique, \ est aussi une valeur propre de BA. (0.25 pt) Soient
E) et F) les sous-espaces propres de AB et BA associés a \. Soit X € F) avec X # 0 alors on a
(AB)X = )X, (0.25 pt) donc BX = A\(A7'X), (0.25 pt) par suite, on a

(BA)Y(A™'X) = BX = \(A7'X), (0.25 pt)

il en résulte que A7'X € F) donc X € A(F)) (0.25 pt) et ainsi on a E) C A(F)). (0.25 pt)
Réciproquement, soit X € Fy avec X # 0 alors on a (BA)X = AX, (0.25 pt) donc (AB)(AX) =
AMAX), (0.25 pt) donc AX € E) (0.25 pt) par suite, on a A(F\) C E,. (0.25 pt) Nous avons
donc établi que A(F)) = E, (0.25 pt) et comme A est inversible, alors on a dim(F)) = dim(F)).
(0.25 pt)

Si A ou B est inversible, alors d’apres 1, les sous-espaces propres de AB et BA ont méme dimension
(0.25 pt). Donc si AB est diagonalisable, alors la dimension de chaque sous-espace propre de AB
ou BA est égale a la multiplicité de la valeur propre associée (0.5 pt), donc on en déduit que BA
est diagonalisable. (0.25 pt)

Exercice 2. (4 pts)

1.

2.

On suppose que x ¢ ker(f) (0.25 pt) et on suppose que (z, f(z)) est 1lié (0.25 pt), alors il existe
a # 0 tel que f(z) = az, (0.25 pt) car f(z) # 0. (0.25 pt) Comme f3+ f =0 et z # 0 alors on
aa®+a=0 (0.5 pt) avec « € R donc @ = 0 (0.25 pt) ce qui est absurde, car a # 0. (0.25 pt)

Soient z € ker(f) avec x # 0 (0.25 pt) et soit y € ker(f? + Idg), avec y # 0. (0.25 pt) D’apres
la question 1, (y, f(y)) est une base de ker(f? + Idg), (0.25 pt) donc (z,y, f(y)) est une base de
E. (0.25 pt) On pose v; =z, v3 =y et v3 = f(y), (0.25 pt) alors on a f(vy) =0, f(v2) = v3 et

f(v3) = —v3 (0.25 pt) donc si A est la matrice de f par rapport a la base (vy,vs,v3), alors on a:
00 O
A=[00 -1 ] (0.5pt)
01 O

Exercice 3. (12 pts)
Premiere partie :

1.

A—1 0 1 A—1 0 1
P4(N) = 1 A—2 1 =C14Cy—0, | A—1 A =2 1
2—a a—2 A—« 0 a—2 A—«
A—-1 0 1 (2 pts)
A—2 0
=y Li—Lo 0 A—2 0 :(A—l)‘a_2 \—a
0 a—2 A—«

= A=1A=2)(A— ).



2. e si o = 1, la matrice A admet les valeurs propres \; = 1 et Ay = 2 avec multiplicité respective
2 et 1. (0.25 pt)

e si @ = 2 la matrice A admet deux valeurs propres distinctes A\; = 2 valeur propre double et
Ay = 1 valeur propre simple. (0.25 pt)

e si « € R—{1,2}, la matrice A admet les valeurs propres simples A\; = 1, Ao = 2 et A3 = .
(0.25 pt)
3. e Il est clair que dans le cas o € R — {1, 2}, la matrice est diagonalisable. (0.5 pt)

e Sia=1, Ps(\) = (1 — X322 —)). f est diagonalisable si et seulement si la dimension du
sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est égale a 2. Une base de ker(A — I) est
donc donnée par le vecteur (1,1,0). L’espace est de dimension 1 # 2 : la matrice n’est pas
diagonalisable. (1 pt)

e Sia = 2. Une base de ker(A—21I) est donnée par la famille des deux vecteurs {(1,0, 1), (0,1,0)}.
En particulier, ker(A — 2I) est de dimension 2 et A est diagonalisable. (1 pt)
4. e Sia=1musX)=(X—-1)*X -2). (0.25 pt)
e Sia=2 my(X)=(X—-1)(X—-2).(0.25 pt)
e Siae R—{—1,1}, muy(X) = (X — 1)(X — 2)(X — «). (0.25 pt)

Seconde partie :

1 0 1
A= -1 2 1], PN =OXN-1)7>*)-2).
1 -1 1

1. La matrice A admet deux valeurs propres distinctes A\; = 2 valeur propre simple et Ay = 1
valeur propre double dont les sous-espaces propres associés sont respectivement ker(A — 2[3) =

Vect((l,O, 1)) (0.5 pt) et ker(A — I;) = Vect<(1, 1,0)). (0.5 pt)
Cherchons un vecteur vz tel que Avs = vy + v3. Ainsi, le vecteur v3 = (0,0, 1) convient. (1 pt)
On obtient alors la matrice P suivante qui est inversible et vérifie A = PBP™!,

2 00 110
B=(011],P=1010 (1 pt)
0 01 1 01
2.
2 00 200 0 00
B=|{011}|=1010]+|(001]|=D+N (0.5Dpt)
0 01 0 01 0 00
avec
DN =NDet N>*=0 (0.5 pt)
C’est donc la décomposition de Dunford.
3.

exp(tB) = exp(tD)exp(tN)

tN
= exp(tD)(I—FT)
et 0 0 1 0 0
= 0 e 0 0 1 ¢
0 0 € 0 0 1
et 0 0



T (t) hn (t) C1

Soit X(t) = | xa(t) |, Y(t) = | v2t) | et C = | c2 |, alors la solution de Y'(t) = BY'(t)
5(t) ys(t) €3
est donnée par
et
Y(t) = exp(tB)C = | ce! +cste! | . (0.5 pt)
cset

La solution de X'(t) = AX (t) est donc

cre? + coet + cytel
X(t) = PY(t) = coet + cgtel . (0.5 pt)
cre?t + cget



