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Préface a I'édition francaise

Vous savez compter. Un ordinateur aussi ! Mais connaissez-vous les mécanismes uti-
lisés ? Etes-vous vraiment siir que le résultat affiché soit juste ? Combien de temps
devrez-vous attendre la fin du calcul ? N’y a-t-il pas un moyen de I’ obtenir plus vite ?
Que vous soyez ingénieur, mathématicien, physicien, statisticien et surtout informa-
ticien, toutes ces questions vous vous les posez. Si vous étes étudiant, elles surgiront
trés rapidement.

Etudier I’algorithmique, c’est apporter des réponses 2 vos questions.

Cette science est le cceur de I’informatique. Pour tout ceux qui doivent ou devront
faire travailler un ordinateur, il est essentiel de comprendre ses principes fondamen-
taux et de connaitre ses éléments de base. Une formule 1 ne se conduit pas comme
une voiture a pédales. De méme un ordinateur se s’utilise pas comme un boulier.
L’ algorithmique est le permis de conduire de I’informatique. Sans elle, il n’est pas
concevable d’exploiter sans risque un ordinateur.

Cette introduction remarquable a 1’algorithmique donne au lecteur d’une part les
bases théoriques indispensables et lui fournit d’autre part les moyens de concevoir ri-
goureusement des programmes efficaces permettant de résoudre des problémes variés
issus de différentes applications.

L’ éventail des algorithmes présentés va des plus classiques, comme les algorithmes
de tri et les fonctions de hachage, aux plus récents comme ceux de la cryptographie.
On trouve ici rassemblés des algorithmes numériques, par exemple pour I’inversion
de matrices ou la transformée de Fourier et des algorithmes combinatoires comme
les algorithmes de graphes ou la recherche de motif.

Une tres large place est faite aux structures de données, des plus simples comme
les listes, aux plus sophistiquées comme les tas de Fibonacci. Notons au passage
I’importance accordée aux différentes mesures de complexité (pire des cas, amortis-
sement, en moyenne) qui permettent d’approfondir entre autres 1’étude de I’ efficacité
des algorithmes de tri et des structures de données.
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Il est certain que la plupart des informaticiens spécialisés trouveront dans ce livre
leurs algorithmes de base, exprimés de facon unifiée, ainsi que certaines avancées
récentes dans leur domaine. Cet ouvrage met donc en relief le rdle central joué par
I’algorithmique dans la science Informatique.

La présence de chapitres méthodologiques comme ceux consacrés a la programma-
tion dynamique et aux algorithmes gloutons, ainsi que les deux derniers qui traitent
de la complexité des problemes et de la conception d’algorithmes approchés, permet
au lecteur d’amorcer une réflexion plus poussée sur la manicere d’aborder un pro-
bleme et de concevoir une méthode de résolution. Ces chapitres sont illustrés par des
exemples d’application bien choisis et la encore trés divers.

Cette gamme de sujets, riche par sa variété et ses niveaux de difficulté, est soutenue
par une pédagogie constante, qui rend la lecture de I’ouvrage facile et agréable, sans
nuire a ’exigence de rigueur. A titre d’exemple, on peut citer la clarté remarquable
des chapitres consacrés aux graphes, qui, a partir d’un algorithme générique, intro-
duisent toute une famille de variantes efficaces dont les différentes implémentations
sont analysées avec finesse.

D’une maniere générale, les notions présentées sont systématiquement introduites
de facon informelle a partir d’un exemple ou d’une application particuliere, avant
d’étre formalisées. Les propriétés et les algorithmes sont toujours démontrés. La pré-
sence d’une partie consacrée aux fondements mathématiques utilisés est tout a fait
bienvenue et rend 1’ouvrage accessible avec tres peu de prérequis.

Le lecteur peut facilement se familiariser et approfondir les notions rencontrées
grice aux nombreux exercices de difficulté graduée. Les problemes permettent d’al-
ler plus loin dans la compréhension du chapitre, et sont souvent une occasion de
connaitre différentes applications pratiques des algorithmes présentés. De ce point de
vue, ce livre est une mine d’or pour tout enseignant d’algorithmique.

La lecture de cet ouvrage est tout a fait recommandée aux étudiants de second et de
troisiéme cycle d’informatique et de mathématiques, ainsi qu’aux éleves ingénieurs.
Tous y trouveront une aide et un support de cours utile tout au long de leurs études.

La diversité des sujets abordés, I’efficacité des algorithmes présentés, et leur écri-
ture dans un pseudo-code proche des langages C et Pascal, qui les rend tres faciles a
implémenter, font aussi de ce livre un recueil fort utile dans la vie professionelle d’un
informaticien ou d’un ingénieur.

Enfin, au dela de ses besoins propres, nous souhaitons que le lecteur, qu’il soit
ingénieur, étudiant, ou simplement curieux, prenne comme nous plaisir et intérét a la
lecture de cet ouvrage.

Paris, mars 1994 PHILIPPE CHRETIENNE, CLAIRE HANEN,
ALIX MUNIER, CHRISTOPHE PICOULEAU

Université Pierre et Marie Curie (LIP6)
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Préface a I’édition francaise XIX

A propos de la seconde édition :

C’est avec une curiosité renouvelée que I’enseignant, le chercheur ou I’étudiant
abordera cette seconde édition du livre de référence de 1’algorithmique. L’algorith-
micien déja familier de la précédente édition y trouvera, parmi moult enrichissements
disséminés tout le long de I’ouvrage, de nouvelles parties, notamment celle dédiée a
la programmation linéaire, de nombreux exercices et problemes inédits, ainsi qu’une
présentation uniformisée des preuves d’algorithmes ; le lecteur, étudiant ou ensei-
gnant, qui découvre cette Introduction a I’algorithmique, y trouvera sous un forma-
lisme des plus limpides, le nécessaire, voire un peu plus, de cette discipline qui est
I’une des pierres angulaires de 1’informatique.

Paris, aoiit 2002 CHRISTOPHE PICOULEAU,
Laboratoire CEDRIC CNAM
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Préface

Nous proposons dans ce livre une introduction complete a 1’étude contemporaine
des algorithmes informatiques. De nombreux algorithmes y sont présentés et étudiés
en détail, de facon a rendre leur conception et leur analyse accessibles a tous les
niveaux de lecture. Nous avons essayé de maintenir la simplicité des explications,
sans sacrifier ni la profondeur de I’étude, ni la rigueur mathématique.

Chaque chapitre présente un algorithme, une technique de conception, un domaine
d’application, ou un sujet s’y rapportant. Les algorithmes sont décrits en francais et
dans un « pseudo-code » congu pour étre lisible par quiconque ayant déja un peu
programmé. Le livre contient plus de 230 figures qui illustrent le fonctionnement des
algorithmes. Comme nous mettons 1’accent sur !’efficacité comme critere de concep-
tion, les temps d’exécution de tous nos algorithmes sont soigneusement analysés.

Ce texte est en premier lieu un support du cours d’algorithmique ou de structures
de données de deuxiéme ou troisieme cycle universitaire. Il est également bien adapté
a la formation personnelle des techniciens professionnels, puisqu’il s’intéresse aux
problemes d’ingénierie ayant trait a la conception d’algorithmes, ainsi qu’a leurs as-
pects mathématiques.

Dans cette édition, qui est la seconde, nous avons modifié I’ensemble du livre. Les
changements vont de la simple refonte de phrases individuelles jusqu’a 1’ajout de
nouveaux chapitres.

a) Pour I'enseignant

Ce livre se veut a la fois complet et polyvalent. Il se révélera utile pour toute sorte de
cours, depuis un cours de structures de données en deuxieéme cycle jusqu’a un cours
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d’algorithmique en troisieme cycle. Un cours trimestriel étant beaucoup trop court
pour aborder tous les sujets étudiés ici, on peut voir ce livre comme un « buffet garni »
ou vous pourrez choisir le matériel le mieux adapté aux cours que vous souhaitez
enseigner.

Vous trouverez commode d’organiser votre cours autour des chapitres dont vous
avez vraiment besoin. Nous avons fait en sorte que les chapitres soient relativement
indépendants, de maniere a éviter toute subordination inattendue ou superflue d’un
chapitre a I’autre. Chaque chapitre commence en présentant des notions simples et se
poursuit avec les notions plus difficiles, le découpage en sections créant des points de
passage naturels. Dans un cours de deuxiéme cycle, on pourra ne faire appel qu’aux
premieres sections d’un chapitre donné ; en troisieme cycle, on pourra considérer le
chapitre entier.

Nous avons inclus plus de 920 exercices et plus de 140 problemes. Chaque section
se termine par des exercices et chaque chapitre se termine par des problemes. Les
exercices sont généralement des questions courtes de controle des connaissances.
Certains servent surtout a tester la compréhension du sujet ; d’autres, plus substan-
tiels, sont plutdt du genre devoir a la maison. Les problemes sont des études de cas
plus élaborées qui introduisent souvent de nouvelles notions ; ils sont composés le
plus souvent de plusieurs questions qui guident I’étudiant a travers les étapes néces-
saires pour parvenir a une solution.

Les sections et exercices munis d’une astérisque (x) recouvrent des thémes
destinés plutdt aux étudiants de troisiéme cycle. Un passage étoilé n’est pas forcé-
ment plus ardu qu’un passage non étoilé, mais il risque d’exiger des connaissances
mathématiques plus pointues. De méme, un exercice étoilé risque de demander
un niveau théorique plus important ou d’incorporer des subtilités au-dessus de la
moyenne.

b) Pour I"étudiant

Nous espérons que ce livre vous fournira une introduction agréable a I’algorithmique.
Nous avons essayé de rendre chaque algorithme accessible et intéressant. Pour vous
aider lorsque vous rencontrez des algorithmes peu familiers ou difficiles, nous les
avons tous décrits étape par étape. Nous expliquons aussi avec soin les notions ma-
thématiques nécessaires pour comprendre 1’analyse des algorithmes. Si vous étes
déja familiarisé avec un sujet, vous constaterez que I’organisation des chapitres vous
permet de sauter les sections d’introduction et d’aller rapidement aux concepts plus
avancés.

Ceci est un livre volumineux, et votre cours n’en couvrira sans doute qu’une partie.
Nous avons pourtant essayé d’en faire un livre qui vous servira aussi bien maintenant
comme support de cours, que plus tard dans votre carriere, comme référence mathé-
matique, ou manuel d’ingénierie.

Quels sont les pré-requis pour lire ce livre ?
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— Vous devrez avoir un petite expérience de la programmation. En particulier vous
devrez comprendre les procédures récursives et les structures de données simples
comme les tableaux et les listes chainées.

— Vous devrez étre relativement familiarisé avec les démonstrations mathématiques
par récurrence. Certaines parties de ce livre reposent sur des connaissances de
calcul élémentaire. Cela dit, les parties 1 et 8 de ce livre vous apprendront toutes
les techniques mathématiques dont vous aurez besoin.

¢) Pour le professionnel

La grande variété de sujets présents dans ce livre en fait un excellent manuel de
référence sur les algorithmes. Chaque chapitre étant relativement indépendant des
autres, vous pourrez vous concentrer sur les sujets qui vous intéressent le plus.

La plupart des algorithmes étudiés ont une grande utilité pratique. Nous mettons
donc I’accent sur I’implémentation et les autres problémes d’ingénierie. Nous offrons
le plus souvent des alternatives pratiques aux quelques algorithmes qui sont surtout
d’intérét théorique.

Si vous souhaitez implémenter I’un de ces algorithmes, vous n’aurez aucun mal a
traduire notre pseudo-code dans votre langage de programmation favori. Le pseudo-
code est congu pour présenter chaque algorithme de fagon claire et succincte. Nous
ne nous intéressons donc pas a la gestion des erreurs et autres problemes de génie
logiciel qui demandent des hypotheses particulieres sur I’environnement de program-
mation. Nous essayons de présenter chaque algorithme simplement et directement de
maniere a éviter que leur essence ne soit masquée par les idiosyncrasies d’un langage
de programmation particulier.

d) Pour nos collégues

Nous donnons une bibliographie trés compleéte et des références a la littérature cou-
rante. Chaque chapitre se termine par une partie « notes de chapitre » qui fournissent
des détails et des références historiques. Les notes de chapitre ne fournissent pas,
toutefois, une référence complete au vaste champ des algorithmes. Malgré la taille
imposante de cet ouvrage, nous avons dd renoncer, faute de place, a inclure nombre
d’algorithmes intéressants.

Nonobstant les innombrables supplications émanant d’étudiants, nous avons dé-
cidé de ne pas fournir de solutions aux problemes et exercices ; ainsi, 1’étudiant ne
succombera pas a la tentation de regarder la solution au lieu d’essayer de la trouver
par lui-méme.

e) Modifications apportées a la seconde édition

Qu’est-ce qui a changé par rapport a la premiere édition de ce livre ? Pas grand chose
ou beaucoup de choses, selon le point de vue adopté.
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Un examen sommaire de la table des matieres montre que la plupart des chapitres

de la premicre édition figurent aussi dans la seconde. Nous avons supprimé deux
chapitres et une poignée de sections, mais nous avons ajouté trois nouveaux chapitres
et quatre nouvelles sections réparties sur d’autres chapitres. Si vous deviez évaluer
I’ampleur des modifications d’apres la table des matieres, vous en concluriez que les
changements ont été limités.

En fait, les modifications vont bien au-dela de ce que semble montrer la table des

matieres. Voici, dans le désordre, un résumé des changements les plus significatifs
pour la seconde édition :

CIiff Stein a rejoint notre équipe d’auteurs.

Certaines erreurs ont été corrigées. Combien ? Disons, un certain nombre.
Il y a trois nouveaux chapitres :

o Le chapitre 1 présente le role des algorithmes en informatique.

e Le chapitre 5 traite de I’analyse probabiliste et des algorithmes randomisés.
Comme avec la premiere édition, ces thémes reviennent souvent dans cet ou-
vrage.

o Le chapitre 29 est consacré a la programmation linéaire.

Aux chapitres repris de la premiere édition ont été ajoutées de nouvelles sections,
traitant des sujets que voici :

e hachage parfait (section 11.5),

o deux applications de la programmation dynamique (sections 15.1 et 15.5), et

e algorithmes d’approximation utilisant randomisation et programmation linéaire

(section 35.4).

Pour montrer davantage d’algorithmes en début de livre, trois des chapitres consa-
crés aux théories mathématiques ont été transférés de la partie 1 vers les annexes,
a savoir la partie 8.

Il y a plus de 40 nouveaux problemes et plus de 185 nouveaux exercices.

Nous avons rendu explicite I'utilisation des invariants de boucle pour prouver la
validité des algorithmes. Notre premier invariant apparait au chapitre 2, et nous en
verrons une trentaine d’autres tout au long de cet ouvrage.

Nous avons réécrit nombre des analyses probabilistes. En particulier, nous utilisons
a une dizaine d’endroits la technique des « variables indicatrices » qui simplifie les
analyses probabilistes, surtout quand les variables aléatoires sont dépendantes.

Nous avons enrichi et actualisé les notes de chapitre et la bibliographie. Celle-
ci a augmenté de plus de 50% et nous avons cité nombre de nouveaux résultats
algorithmiques qui ont paru postérieurement a la premiere édition de ce livre.
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Nous avons également procédé aux changements suivants :

Le chapitre consacré a la résolution des récurrences ne contient plus la méthode
d’itération. A la place, dans la section 4.2, nous avons « promu » les arbres récur-
sifs de facon a en faire une méthode de plein droit. Nous avons trouvé que tracer
des arbres récursifs est moins sujet a erreur que d’itérer des récurrences Nous si-
gnalons, cependant, que les arbres récursifs sont surtout intéressants pour générer
des conjectures qui seront ensuite vérifiées via la méthode de substitution.

La méthode de partitionnement employée pour le tri rapide (quicksort) (sec-
tion 7.1) et pour la sélection en temps moyen linéaire (section 9.2) a changé. Nous
utilisons désormais la méthode de Lomuto qui, grace a des variables indicatrices,
simplifie quelque peu I’analyse. La méthode utilisée dans la premiere édition, due
a Hoare, apparait sous forme de probleme au chapitre 7.

Nous avons modifié la présentation du hachage universel a la section 11.3.3 de
facon que cette étude rentre dans le cadre du hachage parfait.

Il y a une analyse beaucoup plus simple de la hauteur d’un arbre de recherche
binaire généré aléatoirement, a la section 12.4.

La présentation de la programmation dynamique (section 15.3) et celle des algo-
rithmes gloutons (section 16.2) ont été fortement enrichies. L’étude du probleme
du choix d’activités, exposé au début du chapitre consacré aux algorithmes glou-
tons, aide a clarifier les relations entre programmation dynamique et algorithmes
gloutons.

Nous avons remplacé la démonstration du temps d’exécution de la structure de
données union d’ensembles disjoints, a la section 21.4, par une démonstration qui
emploie la méthode du potentiel pour déterminer une borne serrée.

La démonstration de la validité de 1’algorithme de recherche des composantes for-
tement connexes, a la section 22.5, est plus simple, plus claire et plus directe.

Le chapitre 24, consacré aux plus courts chemins a origine unique, a été refondu de
facon que les démonstrations des propriétés fondamentales soient placées dans une
section spécifique. Cette nouvelle organisation nous permet de commencer plus tot
I’étude des algorithmes.

La section 34.5 contient une présentation enrichie de la NP-complétude, ainsi que
de nouvelles démonstrations de la NP-complétude des problemes du cycle hamil-
tonien et de la somme d’un sous-ensemble.

Enfin, nous avons revu quasiment toutes les sections pour corriger, simplifier et cla-
rifier explications et démonstrations.

f) Site web

Un autre changement par rapport a la premiere édition est ce que livre a maintenant
son site web alui: http ://mitpress.mit.edu/algorithms/. Vous pou-
vez utiliser ce site pour signaler des erreurs, obtenir la liste des erreurs connues ou
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émettre des suggestions ; n’hésitez pas a nous faire signe. Nous sommes tout particu-
lierement intéressés par des idées d’exercice et de probléme, mais n’oubliez pas d’y
joindre les solutions.

Nous regrettons d’étre dans I’impossibilité de répondre personnellement a tous les
commentaires.

g) Remerciements pour la premiére édition

De nombreux amis et collegues ont largement contribué a la qualité de ce livre. Nous
les remercions tous pour leur aide et leurs critiques constructives.

Le laboratoire d’informatique du MIT nous a offert un environnement de tra-
vail idéal. Nos collegues du groupe de théorie du calcul ont été particulierement
compréhensifs et tolérants quant a nos incessantes demandes d’expertise de tel ou
tel chapitre. Nous remercions particulierement Baruch Awerbuch, Shafi Goldwasser,
Leo Guibas, Tom Leighton, Albert Meyer, David Shmoys et Eva Tardos. Merci a
William Ang, Sally Bemus, Ray Hirschfeld et Mark Reinhold pour avoir permis a
nos machines (DEC Microvax, Apple Macintosh et Sparcstation Sun) de fonctionner
sans heurts et pour avoir recompilé TEX chaque fois que nous dépassions une limite
de temps de compilation. Thinking Machines Corporation a partiellement permis a
Charles Leiserson de travailler a ce livre alors qu’il était absent du MIT.

De nombreux collegues ont utilisé les épreuves de ce texte pour leur Cours dans
d’autres universités. Ils ont suggéré bon nombre de corrections et de révisions. Nous
souhaitons notamment remercier Richard Beigel, Andrew Goldberg, Joan Lucas,
Mark Overmars, Alan Sherman et Diane Souvaine.

Parmi les enseignants qui nous assistent pour nos cours, beaucoup ont contribué
de maniere significative au développement de ce texte. Nous remercions particuliere-
ment Alan Baratz, Bonnie Berger, Aditi Dhagat, Burt Kaliski, Arthur Lent, Andrew
Moulton, Marios Papaefthymiou, Cindy Phillips, Mark Reinhold, Phil Rogaway, Fla-
vio Rose, Arie Rudich, Alan Sherman, Cliff Stein, Susmita Sur, Gregory Troxel et
Margaret Tuttle.

Nombreux sont ceux qui nous ont apporté une assistance technique complémen-
taire mais précieuse. Denise Sergent a passé de nombreuses heures dans les biblio-
theques du MIT, a la recherche de références bibliographiques. Maria Sensale, la
bibliothécaire de notre salle de lecture fut toujours souriante et serviable. L’acces a
la bibliotheque personnelle d’ Albert Meyer nous a économisé de nombreuses heures
pendant la rédaction des notes de chapitre. Shlomo Kipnis, Bill Niehaus et David
Wilson ont validé les anciens exercices, en ont congu de nouveaux et ont annoté leurs
solutions. Marios Papaefthymiou et Gregory Troxel ont contribué a I’index. Au fil des
ans, nos secrétaires Inna Radzihovsky, Denise Sergent, Gayle Sherman, et surtout Be
Hubbard, Ont constamment soutenu ce projet, et nous les en remercions.

Parmi les erreurs relevées dans les premieres épreuves, beaucoup 1’ont Eté par
nos étudiants. Nous remercions particulierement Bobby Blumofe, Bonnie Eisenberg,
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Raymond Johnson, John Keen, Richard Lethin, Mark Lillibridge, John Pezaris, Steve
Ponzio, et Margaret Tuttle pour leur lecture attentive.

Nos collegues ont également effectué des relectures critiques de certains chapitres,
ou donné des informations sur des algorithmes particuliers, et nous leur en sommes
reconnaissants. Nous remercions particulierement Bill Aiello, Alok Aggarwal, Eric
Bach, VaSek Chvital, Richard Cole, Johan Hastad, Alex Ishii, David Johnson, Joe
Kilian, Dina Kravets, Bruce Maggs, Jim Orlin, James Park, Thane Plambeck, Hershel
Safer, Jeff Shallit, Cliff Stein, Gil Strang, Bob Tarjan et Paul Wang. Plusieurs de nos
collegues nous ont aussi fourni gracieusement quelques problémes ; nous remercions
notamment Andrew Goldberg, Danny Sleator et Umesh Vazirani.

Nous avons eu plaisir a travailler avec MIT Press et McGraw-Hill pendant la mise
en forme de ce texte. Nous remercions particulierement Frank Satlow, Terry Ehling,
Larry Cohen et Lorrie Lejeune de MIT Press et David Shapiro de McGraw-Hill pour
leur encouragement, leur soutien et leur patience. Nous sommes particulierement re-
connaissant a Larry Cohen pour son exceptionnelle correction d’épreuves.

h) Remerciements pour la seconde édition

Quand nous demandames a Julie Sussman, P.P.A., de nous servir de correctrice tech-
nique pour cette seconde édition, nous ne savions pas que nous allions tomber sur
I’oiseau rare. En plus de vérifier le contenu technique, Julie a corrigé avec ardeur
notre prose. C’est pour nous une belle lecon d’humilité que de voir le nombre d’er-
reurs que Julie a trouvées dans nos premicres épreuves ; encore que, compte tenu
du nombre d’erreurs qu’elle avait décelées dans la premiere édition (apres publica-
tion, héla), il n’y a rien d’étonnant a cela. Qui plus est, Julie a sacrifié son emploi
du temps personnel pour favoriser le notre ; elle a méme relu des chapitres pendant
des vacances aux Iles Vierges ! Julie, comment pourrions-nous vous remercier pour
le travail incroyable que vous avez effectué ?

La seconde édition a été préparée alors que les auteurs faisaient partie du départe-
ment d’informatique de Dartmouth College et du laboratoire d’informatique du MIT.
Ces deux environnements ne pouvaient étre que stimulants, et nous remercions nos
collegues pour leur aide.

Des amis et des collegues, un peu partout dans le monde, nous ont aidé, par leurs
suggestions et leurs avis autorisés, a améliorer notre texte. Grand merci a Sanjeev
Arora, Javed Aslam, Guy Blelloch, Avrim Blum, Scot Drysdale, Hany Farid, Hal
Gabow, Andrew Goldberg, David Johnson, Yanlin Liu, Nicolas Schabanel, Alexan-
der Schrijver, Sasha Shen, David Shmoys, Dan Spielman, Gerald Jay Sussman, Bob
Tarjan, Mikkel Thorup et Vijay Vazirani.

De nombreux enseignants et collegues nous ont appris beaucoup de choses sur les
algorithmes. Nous remercions tout particulicrement nos professeurs Jon L. Bentley,
Bob Floyd, Don Knuth, Harold Kuhn, H. T. Kung, Richard Lipton, Arnold Ross,



XXV Préface

Larry Snyder, Michael I. Shamos, David Shmoys, Ken Steiglitz, Tom Szymanski,
Eva Tardos, Bob Tarjan et Jeffrey Ullman.

Nous remercions, pour leur contribution, tous les assistants chargés de cours d’al-
gorithmique au MIT et & Dartmouth, dont Joseph Adler, Craig Barrack, Bobby Blu-
mofe, Roberto De Prisco, Matteo Frigo, Igal Galperin, David Gupta, Raj D. Iyer,
Nabil Kahale, Sarfraz Khurshid, Stavros Kolliopoulos, Alain Leblanc, Yuan Ma, Ma-
ria Minkoff, Dimitris Mitsouras, Alin Popescu, Harald Prokop, Sudipta Sengupta,
Donna Slonim, Joshua A. Tauber, Sivan Toledo, Elisheva Werner-Reiss, Lea Wittie,
Qiang Wu et Michael Zhang.

L assistance informatique nous a été fournie par William Ang, Scott Blomquist et
Greg Shomo au MIT, et par Wayne Cripps, John Konkle et Tim Tregubov a Dart-
mouth. Merci également a Be Blackburn, Don Dailey, Leigh Deacon, Irene Sebeda
et Cheryl Patton Wu du MIT, et a Phyllis Bellmore, Kelly Clark, Delia Mauceli,
Sammie Travis, Deb Whiting et Beth Young de Dartmouth pour leur assistance ad-
ministrative. Michael Fromberger, Brian Campbell, Amanda Eubanks, Sung Hoon
Kim et Neha Narula nous ont aussi apporté une assistance opportune a Dartmouth.

Nombreux sont celles et ceux qui ont eu la gentillesse de signaler des erreurs dans
la premiere édition. Merci aux personnes suivantes, dont chacune a été la premicre a
signaler une erreur dissimulée dans la premiere édition : Len Adleman, Selim Akl,
Richard Anderson, Juan Andrade-Cetto, Gregory Bachelis, David Barrington, Paul
Beame, Richard Beigel, Margrit Betke, Alex Blakemore, Bobby Blumofe, Alexan-
der Brown, Xavier Cazin, Jack Chan, Richard Chang, Chienhua Chen, Ien Cheng,
Hoon Choi, Drue Coles, Christian Collberg, George Collins, Eric Conrad, Peter Csas-
zar, Paul Dietz, Martin Dietzfelbinger, Scot Drysdale, Patricia Ealy, Yaakov Eisen-
berg, Michael Ernst, Michael Formann, Nedim Fresko, Hal Gabow, Marek Galecki,
Igal Galperin, Luisa Gargano, John Gately, Rosario Genario, Mihaly Gereb, Ronald
Greenberg, Jerry Grossman, Stephen Guattery, Alexander Hartemik, Anthony Hill,
Thomas Hofmeister, Mathew Hostetter, Yih-Chun Hu, Dick Johnsonbaugh, Mar-
cin Jurdzinki, Nabil Kahale, Fumiaki Kamiya, Anand Kanagala, Mark Kantrowitz,
Scott Karlin, Dean Kelley, Sanjay Khanna, Haluk Konuk, Dina Kravets, Jon Kro-
ger, Bradley Kuszmaul, Tim Lambert, Hang Lau, Thomas Lengauer, George Madrid,
Bruce Maggs, Victor Miller, Joseph Muskat, Tung Nguyen, Michael Orlov, James
Park, Seongbin Park, Ioannis Paschalidis, Boaz Patt-Shamir, Leonid Peshkin, Pa-
tricio Poblete, Ira Pohl, Stephen Ponzio, Kjell Post, Todd Poynor, Colin Prepscius,
Sholom Rosen, Dale Russell, Hershel Safer, Karen Seidel, Joel Seiferas, Erik Se-
ligman, Stanley Selkow, Jeffrey Shallit, Greg Shannon, Micha Sharir, Sasha Shen,
Norman Shulman, Andrew Singer, Daniel Sleator, Bob Sloan, Michael Sofka, Volker
Strumpen, Lon Sunshine, Julie Sussman, Asterio Tanaka, Clark Thomborson, Nils
Thommesen, Homer Tilton, Martin Tompa, Andrei Toom, Felzer Torsten, Hirendu
Vaishnav, M. Veldhorst, Luca Venuti, Jian Wang, Michael Wellman, Gerry Wiener,
Ronald Williams, David Wolfe, Jeff Wong, Richard Woundy, Neal Young, Huaiyuan
Yu, Tian Yuxing, Joe Zachary, Steve Zhang, Florian Zschoke et Uri Zwick.
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Nombre de nos collegues ont fourni des compte-rendus détaillés ou ont rempli
un long questionnaire. Merci donc & Nancy Amato, Jim Aspnes, Kevin Compton,
William Evans, Peter Gacs, Michael Goldwasser, Andrzej Proskurowski, Vijaya Ra-
machandran et John Reif. Nous remercions également les personnes suivantes qui
nous nous renvoyé le questionnaire : James Abello, Josh Benaloh, Bryan Beresford-
Smith, Kenneth Blaha, Hans Bodlaender, Richard Borie, Ted Brown, Domenico Can-
tone, M. Chen, Robert Cimikowski, William Clocksin, Paul Cull, Rick Decker, Mat-
thew Dickerson, Robert Douglas, Margaret Fleck, Michael Goodrich, Susanne Ham-
brusch, Dean Hendrix, Richard Johnsonbaugh, Kyriakos Kalorkoti, Srinivas Kanka-
nahalli, Hikyoo Koh, Steven Lindell, Errol Lloyd, Andy Lopez, Dian Rae Lopez,
George Lucker, David Maier, Charles Martel, Xiannong Meng, David Mount, Al-
berto Policriti, Andrzej Proskurowski, Kirk Pruhs, Yves Robert, Guna Seetharaman,
Stanley Selkow, Robert Sloan, Charles Steele, Gerard Tel, Murali Varanasi, Bernd
Walter et Alden Wright. Nous aurions aimé pouvoir répondre a toutes vos sugges-
tions, mais cette seconde édition aurait di alors faire dans les 3000 pages !

La seconde édition a été faite avec IIEX 2¢. Michael Downes a converti les ma-
cros IATEX pour les faire passer de ISTEX « classique » a I&TEX 2¢ ; il a aussi converti
les fichiers texte pour qu’ils utilisent les nouvelles macros. David Jones a fourni une
assistance sur I&EX 2¢. Les figures de la seconde édition ont été réalisées par les
auteurs a I’aide de MacDraw Pro. Comme pour la premiere édition, I’index a été
compilé avec Windex, qui est un programme C développé par les auteurs ; la biblio-
graphie a été préparée avec BIBTEX. Ayorkor Mills-Tettey et Rob Leathern ont aidé
a la conversion des figures vers MacDraw Pro; Ayorkor a, en outre, contrdlé notre
bibliographie.

Comme cela avait été le cas pour la premiere édition, travailler avec The MIT Press
et McGraw-Hill fut un vrai plaisir. Nos superviseurs, Bob Prior pour The MIT Press
et Betsy Jones pour McGraw-Hill, ont supporté nos caprices et nous ont maintenu
dans le droit chemin en maniant adroitement la carotte et le baton.

Enfin, nous remercions nos femmes (Nicole Cormen, Gail Rivest et Rebecca Ivry),
nos enfants (Ricky, William et Debby Leiserson ; Alex et Christopher Rivest ; Molly,
Noah et Benjamin Stein) et nos parents (Renee et Perry Cormen ; Jean et Mark Lei-
serson ; Shirley et Lloyd Rivest; Irene et Ira Stein) pour leur amour et leur soutien
pendant I’écriture de ce livre. La patience et les encouragements de nos familles ont
permis a ce projet de voir le jour. Nous leur dédions affectueusement ce livre.

THoMAS H. CORMEN Hanover, New Hampshire
CHARLES E. LEISERSON Cambridge, Massachusetts
RONALD L. RIVEST Cambridge, Massachusetts
CLIFFORD STEIN Hanover, New Hampshire
Mai 2001
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PARTIE 1

INTRODUCTION

Cette partie présente les fondamentaux qui doivent vous guider pour concevoir et
analyser des algorithmes. Elle a pour objectif d’exposer en douceur la maniere de
spécifier les algorithmes, certaines stratégies de conception qui nous serviront tout au
long de ce livre, ainsi que bon nombre des concepts essentiels sous-jacents a I’ana-
lyse des algorithmes. Les parties suivantes de ce livre s’appuieront sur toutes ces
fondations.

Le chapitre 1 donne une présentation générale des algorithmes et de leur place dans
les systemes informatiques modernes. Ce chapitre définit ce qu’est un algorithme
et donne des exemples. Il signale aussi, au passage, que les algorithmes sont une
technologie, au méme titre que les matériels, les interfaces utilisateur graphique, les
systémes orientés objet ou les réseaux.

Au chapitre 2, nous verrons nos premiers algorithmes, lesquels résolvent le pro-
bléme qui consiste a trier une suite de n nombres. Ils seront écrits en un pseudo
code qui, méme s’il n’est pas directement traduisible en quelque langage de pro-
grammation traditionnel que ce soit, reflete la structure de I’algorithme de maniere
suffisamment claire pour qu’un programmeur compétent puisse le mettre en ceuvre
dans le langage de son choix. Les algorithmes de tri que nous étudierons sont le tri
par insertion, qui utilise une stratégie incrémentale, et le tri par fusion, qui utilise une
technique récursive baptisée « diviser pour régner ». Bien que la durée d’exécution
de chacun de ces algorithmes croisse avec la valeur de n, le taux de croissance n’est
pas le méme pour les deux algorithmes. Nous déterminerons ces temps d’exécution
au chapitre 2 et introduirons une notation trés pratique pour les exprimer.
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Le chapitre 3 définira plus formellement cette notation, que nous appellerons nota-
tion asymptotique. Il commencera par définir plusieurs notations asymptotiques qui
nous serviront a borner, a majorer et/ou a minorer, les durées d’exécution des al-
gorithmes. Le reste du chapitre 3 consistera essentiellement en une présentation de
notations mathématiques. Le but recherché est de garantir que les notations que vous
employez concordent avec celles utilisées dans cet ouvrage, et non de vous enseigner
de nouveaux concepts mathématiques.

Le chapitre 4 approfondira la méthode diviser-pour-régner, introduite au chapitre 2.
En particulier, le chapitre 4 donnera des méthodes pour la résolution des récurrences,
qui sont tres utiles pour décrire les durées d’exécution des algorithmes récursifs. Une
technique trés puissante ici est celle appelée « méthode générale », qui permet de
résoudre les récurrences induites par les algorithmes de type diviser-pour-régner. Une
bonne partie du chapitre 4 sera consacrée a la démonstration de la justesse de la
méthode générale ; vous pouvez, sans inconvénient aucun, sauter cette démonstration.

Le chapitre 5 introduira 1’analyse probabiliste et les algorithmes randomisés. L’ ana-
lyse probabiliste sert généralement a déterminer la durée d’exécution d’un algorithme
dans le cas ou, en raison de la présence d’une distribution probabiliste intrinséque, le
temps d’exécution peut varier pour différentes entrées de la méme taille. Dans cer-
tains cas, nous supposerons que les entrées obéissent a une distribution probabiliste
connue, de sorte que nous ferons la moyenne des temps d’exécution sur I’ensemble
des entrées possibles. Dans d’autres cas, la distribution probabiliste ne viendra pas
des entrées, mais de choix aléatoires faits pendant I’exécution de 1’algorithme. Un al-
gorithme dont le comportement dépend non seulement de 1’entrée, mais aussi de va-
leurs produites par un générateur de nombres aléatoires est un algorithme randomisé.
Nous pouvons employer des algorithmes randomisés pour garantir une distribution
probabiliste sur les entrées, et ainsi garantir qu’aucune entrée particuliére n’entraine
systématiquement de pietres performances, voire méme pour borner les taux d’erreur
des algorithmes qui sont autorisés a donner, dans une certaine limite, des résultats
erronés.

Les annexes A—C renferment d’autres sujets mathématiques qui vous faciliteront
la lecture de cet ouvrage. Vous avez certainement déja vu une bonne partie de ces no-
tions (bien que les conventions de notation spécifiques que nous utilisons ici puissent,
a I’occasion, différer de ce que vous connaissiez) ; vous pouvez donc considérer les
annexes comme une sorte de référence. En revanche, la plupart des concepts présen-
tés dans la partie 1 sont vraisemblablement inédits pour vous. Tous les chapitres de
la partie 1 et toutes les annexes ont été rédigés dans un esprit trés didactique.
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Chapitre 1

Role des algorithmes
en informatique

Qu’est-ce qu’un algorithme ? En quoi 1’étude des algorithmes est-elle utile ? Quel
est le role des algorithmes par rapport aux autres technologies informatiques ? Ce
chapitre a pour objectif de répondre a ces questions.

1.1 ALGORITHMES

Voici une définition informelle du terme algorithme : procédure de calcul bien défi-
nie qui prend en entrée une valeur, ou un ensemble de valeurs, et qui donne en sortie
une valeur, ou un ensemble de valeurs. Un algorithme est donc une séquence d’étapes
de calcul qui transforment I’entrée en sortie.

L’on peut aussi considérer un algorithme comme un outil permettant de résoudre
un probleme de calcul bien spécifié. L’énoncé du probléme spécifie, en termes géné-
raux, la relation désirée entre 1’entrée et la sortie. L’algorithme décrit une procédure
de calcul spécifique permettant d’obtenir cette relation entrée/sortie.

Supposons, par exemple, qu’il faille trier une suite de nombres dans 1’ordre crois-
sant. Ce probleme, qui revient fréquemment dans la pratique, offre une base fertile
pour I’introduction de nombre de techniques de conception et d’outils d’analyse stan-
dard. Voici comment nous définissons formellement le probléme de tri :

Entrée : suite de n nombres (aj,ay, ..., ay).

Sortie : permutation (réorganisation) (a},d), ...,a,,) de la suite donnée en entrée,
de fagon que a} < dh < --- < d,.
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Ainsi, a partir de la suite (31,41,59,26,41,58), un algorithme de tri produit en
sortie la suite (26,31,41,41,58,59). A propos de la suite donnée en entrée, on parle
d’instance du probleme de tri. En général, une instance d’un probleme consiste en
I’entrée (satisfaisant aux contraintes, quelles qu’elles soient, imposées dans 1’énoncé
du probléme) requise par le calcul d’une solution au probleéme.

Le tri est une opération majeure en informatique (maints programmes I’emploient
comme phase intermédiaire), ce qui explique que I’on ait inventé un grand nombre
d’algorithmes de tri. L’algorithme optimal pour une application donnée dépend, entre
autres facteurs, du nombre d’éléments a trier, de la facon dont les éléments sont plus
ou moins triés initialement, des restrictions potentielles concernant les valeurs des
éléments, ainsi que du type de périphérique de stockage a utiliser : mémoire princi-
pale, disques ou bandes.

Un algorithme est dit correct si, pour chaque instance en entrée, il se termine
en produisant la bonne sortie. L’on dit qu’un algorithme correct résout le probleme
donné. Un algorithme incorrect risque de ne pas se terminer pour certaines instances
en entrée, voire de se terminer sur une réponse autre que celle désirée. Contraire-
ment a ce que 1’on pourrait croire, un algorithme incorrect peut s’avérer utile dans
certains cas, si son taux d’erreur est susceptible d’étre contrdlé. Nous en verrons un
exemple au chapitre 31, quand nous étudierons des algorithmes servant a détermi-
ner les grands nombres premiers. En général, seuls nous intéresseront toutefois les
algorithmes corrects.

Un algorithme peut étre spécifié en langage humain ou en langage informatique,
mais peut aussi €tre basé sur un systeme matériel. L’'unique obligation est que la
spécification fournisse une description précise de la procédure de calcul a suivre.

a) Quels sont les types de probleme susceptibles d’étre résolus par des
algorithmes ?

Le tri n’est absolument pas 1’unique probléme pour lequel ont été inventés des algo-
rithmes. (Vous I’avez sans douté deviné rien qu’en voyant la taille de cet ouvrage.)
Les applications concretes des algorithmes sont innombrables, entre autres :

— Le projet du génome humain a pour objectifs d’identifier les 100 000 génes de
I’ADN humain, de déterminer les séquences des 3 milliards de paires de bases
chimiques qui constituent I’ADN humain, de stocker ces informations dans des
bases de données et de développer des outils d’analyse de données. Chacune de
ces étapes exige des algorithmes tres élaborés. Les solutions aux divers problemes
sous-jacents sortent du cadre de ce livre, mais les concepts traités dans nombre
de chapitres de cet ouvrage sont utilisés pour résoudre ces problemes de biologie,
permettant ainsi aux scientifiques de faire leur travail tout en utilisant les ressources
avec efficacité. Cela fait gagner du temps, aussi bien au niveau des hommes que
des machines, et de I’argent, du fait que les expériences de laboratoire peuvent
ainsi fournir davantage d’informations.
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— Internet permet a des gens éparpillés un peu partout dans le monde d’accéder rapi-
dement a toutes sortes de données. Tout cela repose sur des algorithmes intelligents
qui permettent de gérer et manipuler de grosses masses de données. Exemples de
problemes a résoudre : recherche de routes optimales pour I’acheminement des
données (ce genre de technique sera présenté au chapitre 24) ; utilisation d’un mo-
teur de recherche pour trouver rapidement les pages contenant tel ou tel type de
données (les techniques afférentes seront vues aux chapitres 11 et 32).

— Le commerce électronique permet de négocier et échanger, de maniere électro-
nique, biens et services. Le commerce électronique exige que 1’on préserve la
confidentialité de données telles que numéros de carte de crédit, mots de passe
et relevés bancaires. La cryptographie a clé publique et les signatures numériques
(traitées au chapitre 31), qui font partie des technologies fondamentales employées
dans ce contexte, s’appuient sur des algorithmes numériques et sur la théorie des
nombres.

— Dans I’industrie et le commerce, il faut souvent optimiser 1’allocation de res-
sources limitées. Une compagnie pétroliere veut savoir ou placer ses puits de fa-
con a maximiser les profits escomptés. Un candidat a la présidence veut savoir
dans quels supports publicitaires il doit investir pour maximiser ses chances d’élec-
tion. Une compagnie aérienne désire réaliser 1’affectation des équipages aux vols
de telle facon que les colits soient minimisés, les vols assurés sans défaillance et
la 1égislation respectée. Un fournisseur de services Internet veut savoir ou placer
des ressources supplémentaires pour desservir ses clients de maniere plus efficace.
Voila des exemples de problémes susceptibles d’étre résolus par la programmation
linéaire, que nous étudierons au chapitre 29.

Certains détails de ces exemples sortent du cadre de cet ouvrage, mais nous don-
nerons des techniques qui s’appliquent a ces problémes et catégories de probleéme.
Nous montrerons aussi, dans ce livre, comment résoudre maints problémes concrets,
dont les suivants :

— Soit une carte routiere sur laquelle sont indiquées toutes les distances entre inter-
sections adjacentes ; il faut déterminer le trajet le plus court entre deux intersec-
tions. Le nombre d’itinéraires peut étre énorme, méme si I’on n’a pas d’itinéraire
qui se recoupe. Comment trouver le trajet le plus court parmi tous les trajets pos-
sibles ? Ici, nous modélisons la carte (qui, elle-mé&me, modélise les routes réelles)
sous la forme d’un graphe (sujet traité au chapitre 10 et a ’annexe B), puis nous
cherchons a déterminer le chemin le plus court entre deux sommets du graphe. Le
chapitre 24 montrera comment résoudre ce probleme de maniere efficace.

— Soit une suite (A1, Ay, ...,A,) de n matrices, dont nous voulons calculer le pro-
duit A1A; ... A,. La multiplication matricielle étant associative, il existe plusieurs
ordres licites pour calculer le produit. Par exemple, si n = 4, nous pourrions faire
les multiplications comme si le produit était parenthésé de 1’une quelconque des fa-
cons suivantes : (A1(A2(A344))), (A1((A243)A4)), ((A1A2)(A3A4)), ((A1(A2A3))A4)
ou (((A1A2)A3)A4). Si toutes les matrices sont carrées (et ont donc la méme taille),
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I’ordre des multiplications n’affecte pas la durée de calcul du produit. Si, en re-
vanche, les matrices sont de tailles différentes (ces tailles étant, toutefois, compa-
tibles au niveau de la multiplication matricielle), alors 1’ordre des multiplications
peut faire une trés grosse différence. Le nombre d’ordres potentiels de multiplica-
tion étant exponentiel en n, essayer tous les ordres possibles risque de demander
beaucoup de temps. Nous verrons au chapitre 15 comment utiliser la technique
générale connue sous le nom de programmation dynamique pour résoudre ce pro-
bleme de fagon beaucoup plus efficace.

— Soit I’équation ax = b (mod n) dans laquelle a, b et n sont des entiers ; nous voulons
trouver tous les entiers x, modulo n, qui satisfont a cette équation. Il peut y avoir
z€ro, une ou plusieurs solutions. Nous pourrions essayer de fairex =0,1,...,n—1
dans I’ordre, mais le chapitre 31 donnera une méthode plus efficace.

— Soient n points du plan, dont nous voulons déterminer I’enveloppe convexe. Cette
enveloppe est le plus petit polygone convexe qui contient les points. Intuitive-
ment, nous pouvons nous représenter chaque point comme un clou planté dans une
planche. L’enveloppe convexe serait alors représentée par un élastique qui entoure
tous les clous. Chaque clou autour duquel s’enroule I’élastique est un sommet de
I’enveloppe convexe. (Voir la figure 33.6 pour un exemple.) N’importe lequel des
2" sous-ensembles des points pourrait correspondre aux sommets de I’enveloppe
convexe. Seulement, il ne suffit pas de savoir quels sont les points qui sont des som-
mets de I’enveloppe ; il faut aussi connaitre 1’ordre dans lequel ils apparaissent. 11
existe donc bien des choix pour les sommets de 1’enveloppe convexe. Le chapitre
33 donnera deux bonnes méthodes pour la détermination de 1’enveloppe convexe.

Ces énumérations sont loin d’étre exhaustives (comme vous 1’avez probablement
deviné en soupesant ce livre), mais elles témoignent de deux caractéristiques que 1’on
retrouve dans bon nombre d’algorithmes intéressants :

1) II existe beaucoup de solutions a priori, mais la plupart d’entre elles ne sont pas
celles que nous voulons. Trouver une solution qui convienne vraiment, voila qui
n’est pas toujours évident.

2) Il y a des applications concretes. Parmi les problémes précédemment énumérés,
les chemins les plus courts fournissent les exemples les plus élémentaires. Une
entreprise de transport, par exemple une société de camionnage ou la SNCF, a
intérét a trouver les trajets routiers ou ferroviaires les plus courts, car cela diminue
les cofits de main d’ceuvre et d’énergie. Un nceud de routage Internet peut avoir
a déterminer le chemin le plus court a travers le réseau pour minimiser le délai
d’acheminement d’un message.

b) Structures de données

Cet ouvrage présente plusieurs structures de données. Une structure de données est
un moyen de stocker et organiser des données pour faciliter I’acces a ces données
et leur modification. Il n’y a aucune structure de données qui réponde a tous les
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besoins, de sorte qu’il importe de connaitre les forces et limitations de plusieurs de
ces structures.

¢) Technique

Vous pouvez vous servir de cet ouvrage comme d’un « livre de recettes » pour al-
gorithmes, mais vous risquez tot ou tard de tomber sur un probleme pour lequel il
n’existe pas d’algorithme publié (c’est le cas, par exemple, de nombre des exercices
et problemes donnés dans ce livre!). Cet ouvrage vous enseignera des techniques
de conception et d’analyse d’algorithme, de fagcon que vous puissiez créer des algo-
rithmes de votre cru, prouver qu’ils fournissent la bonne réponse et comprendre leur
efficacité.

d) Problemes difficiles

Une bonne partie de ce livre concerne les algorithmes efficaces. Notre mesure habi-
tuelle de I'efficacité est la vitesse, c’est-a-dire la durée que met un algorithme a pro-
duire ses résultats. Il existe des problemes, cependant, pour lesquels 1’on ne connait
aucune solution efficace. Le chapitre 34 étudie un sous-ensemble intéressant de ces
problemes, connus sous 1’appellation de problemes NP-complets.

En quoi les problemes NP-complets sont-ils intéressants ? Primo, 1’on n’a jamais
trouvé d’algorithme efficace pour un probleme NP-complet, mais personne n’a ja-
mais prouvé qu’il ne peut pas exister d’algorithme efficace pour un probleme. Au-
trement dit, 1’on ne sait pas s’il existe ou non des algorithmes efficaces pour les pro-
blemes NP-complets. Secundo, I’ensemble des problemes NP-complets offre la pro-
priété remarquable suivante : s’il existe un algorithme efficace pour I’un quelconque
de ces problemes, alors il existe des algorithmes efficaces pour tous. Cette relation
entre les problemes NP-complets rend d’autant plus frustrante 1’absence de solutions
efficaces. Tertio, plusieurs problemes NP-complets ressemblent, sans étre identiques,
a des problemes pour lesquels nous connaissons des algorithmes efficaces. Un pe-
tit changement dans 1’énoncé du probléme peut entrainer un changement majeur au
niveau de I’efficacité du meilleur algorithme connu.

1l est intéressant d’avoir quelques connaissances concernant les problemes NP-
complets étant donné que, chose surprenante, certains d’entre eux reviennent souvent
dans les applications concretes. Si ’on vous demande de concocter un algorithme
efficace pour un probleme NP-complet, vous risquez de perdre pas mal de temps a
chercher pour rien. Si vous arrivez a montrer que le probleme est NP-complet, vous
pourrez alors consacrer votre temps a développer un algorithme efficace fournissant
une solution qui est bonne sans étre optimale.

A titre d’exemple concret, prenons le cas d’une entreprise de camionnage ayant
un dépdt central. Chaque jour, elle charge le camion au dép6t puis I’envoie faire des
livraisons & plusieurs endroits. A la fin de la journée, le camion doit revenir au dépot
de facon a pouvoir étre rechargé le jour suivant. Pour réduire les colits, I’entreprise
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veut choisir un ordre de livraisons tel que la distance parcourue par le camion soit
minimale. Ce probléme, qui n’est autre que le fameux « probleme du voyageur de
commerce », est un probleme NP-complet. Il n’a pas d’algorithme efficace connu.
Sous certaines hypotheses, cependant, il existe des algorithmes efficaces donnant une
distance globale qui n’est pas trop éloignée de la distance minimale. Le chapitre 35
présente ce genre d’algorithmes, dits « algorithmes d’approximation ».

Exercices

1.1.1 x Donnez un exemple concret qui integre 1’un des problémes suivants : tri, optimisation
de I’ordre de multiplication des matrices, détermination de 1’enveloppe convexe.

1.1.2 x A part la vitesse, qu’est-ce qui pourrait servir 2 mesurer 1’efficacité dans un contexte
concret ?

1.1.3 « Sélectionnez une structure de données que vous avez déja vue, puis étudiez ses avan-
tages et ses inconvénients.

1.1.4 x En quoi le probléme du chemin minimal et celui du voyageur de commerce, précé-
demment mentionnés, se ressemblent-ils ? En quoi sont-ils différents ?

1.1.5 x Trouvez un probléme concret pour lequel seule conviendra la solution optimale.
Trouvez ensuite un probléme pour lequel une solution « approchée » pourra faire 1’affaire.

1.2 ALGORITHMES EN TANT QUE TECHNOLOGIE

Supposez que les ordinateurs soient infiniment rapides et que leurs mémoires soient
gratuites. Faudrait-il encore étudier les algorithmes ? Oui, ne serait-ce que pour mon-
trer que la solution ne boucle pas indéfiniment et qu’elle se termine avec la bonne
réponse.

Si les ordinateurs étaient infiniment rapides, n’importe quelle méthode correcte de
résolution d’un probleme ferait 1’affaire. Vous voudriez sans doute que votre solution
entre dans le cadre d’une bonne méthodologie d’ingénierie (c’est-a-dire qu’elle soit
bien congue et bien documentée), mais vous privilégierez le plus souvent la méthode
qui est la plus simple a mettre en ceuvre.

Si rapides que puissent étre les ordinateurs, ils ne sont pas infiniment rapides. Si
bon marché que puisse étre la mémoire, elle n’est pas gratuite. Le temps machine est
donc une ressource limitée, et il en est de méme de 1’espace mémoire. Il faut utiliser
ces ressources avec parcimonie, et des algorithmes performants, en termes de durée
et d’encombrement, vous aideront a atteindre cet objectif.
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a) Efficacité

Il arrive souvent que des algorithmes concus pour résoudre le méme probleme dif-
ferent fortement entre eux en termes d’efficacité. Ces différences peuvent étre bien
plus importantes que celles dues au matériel et au logiciel.

A titre d’exemple, au chapitre 2 nous verrons deux algorithmes de tri. Le premier,
appelé tri par insertion, prend un temps approximativement égal  ¢;n® pour trier n
éléments, c; étant une constante indépendante de n. La durée du tri est donc, grosso
modo, proportionnelle & n. Le second, appelé tri par fusion, prend un temps ap-
proximativement égal a conlgn, ot Ign désigne log, n et c; est une autre constante
indépendante, elle aussi, de n. Le tri par insertion a généralement un facteur constant
inférieur a celui du tri par fusion, de sorte que c; < c¢,. Nous verrons que les facteurs
constants peuvent étre beaucoup moins significatifs, au niveau de la durée d’exécu-
tion, que la dépendance par rapport au nombre n de données a trier. La ot le tri par
fusion a un facteur Ign dans son temps d’exécution, le tri par insertion a un facteur
n, qui est beaucoup plus grand. Le tri par insertion est généralement plus rapide que
le tri par fusion pour de petits nombres de données mais, des que le nombre n d’élé-
ments a trier devient suffisamment grand, I’avantage du tri par fusion (Ign contre n)
fait plus que compenser la différence entre les facteurs constants. Méme si ¢ est tres
inférieur a ¢, il y a toujours un palier au-dela duquel le tri par fusion devient plus
rapide.

Pour avoir un exemple concret, comparons un ordinateur rapide (ordinateur A)
exécutant un tri par insertion et un ordinateur lent (ordinateur B) exécutant un tri par
fusion. Ces deux machines doivent chacune trier un tableau d’un million de nombres.
Supposez que I’ordinateur A exécute un milliard d’instructions par seconde et que
I’ordinateur B n’exécute que dix millions d’instructions par seconde, de sorte que
I’ordinateur A est 100 fois plus rapide que I’ordinateur B en termes de puissance de
calcul brute. Pour rendre la différence encore plus sensible, supposez que le meilleur
programmeur du monde écrive le tri par insertion en langage machine pour 1’ordi-
nateur A et que le code résultant demande 2n° instructions pour trier n nombres.
(Ici, c¢; = 2.) Le tri par fusion, en revanche, est programmé pour I’ordinateur B par
un programmeur médiocre utilisant un langage de haut niveau avec un compilateur
peu performant, de sorte que le code résultant demande 50rn Ig n instructions (donc,
¢> = 50). Pour trier un million de nombres, 1’ordinateur A demande

2-(10%)? instructions

10? instructions /seconde

= 2000 secondes,

alors que I’ordinateur B demande

50-10%1g 10% instructions
107 instructions/seconde

~ 100 secondes,

Avec un algorithme dont le temps d’exécution croit plus lentement, méme si le
compilateur est médiocre la machine B tourne 20 fois plus vite que la machine



10 1+ Réle des algorithmes en informatique

A'! L’avantage du tri par fusion ressort encore plus si nous trions dix millions de
nombres : 1a ot le tri par insertion demande environ 2,3 jours, le tri par fusion prend
moins de 20 minutes. En général, plus la taille du probleme augmente et plus aug-
mente aussi I’avantage relatif du tri par fusion.

b) Algorithmes et autres technologies

L’exemple précédent montre que les algorithmes, a I’instar des matériels informa-
tiques, sont une technologie. Les performances globales du systeme dépendent au-
tant des algorithmes que des matériels. Comme toutes les autres technologies infor-
matiques, les algorithmes ne cessent de progresser.

L’on peut se demander si les algorithmes sont vraiment si importants que cela sur
les ordinateurs modernes, compte tenu de 1’état d’avancement d’autres technologies
telles que

— horloges ultra-rapides, pipelines et architectures superscalaires,
— interfaces utilisateur graphiques conviviales et intuitives,

— systemes orientés objet, et

— technologies de réseau local et de réseau étendu.

La réponse est oui. Méme si certaines applications n’exigent pas explicitement
d’algorithmes au niveau de 1’application elle-méme (c’est le cas, par exemple, de
certaines applications simples basées sur le web), la plupart intégrent une certaine
dose intrinseque d’algorithmes. Prenez le cas d’un service basé sur le web qui dé-
termine des trajets pour aller d’un endroit & un autre. (Ce genre de service existe
déja a ’heure ou nous écrivons ces lignes.) Sa mise en ceuvre exige des matériels
rapides, une interface utilisateur graphique, des technologies de réseau étendu, voire
des fonctionnalités objet. A cela s’ajoutent des algorithmes pour certains traitements
tels que recherche d’itinéraires (utilisant vraisemblablement un algorithme de chemin
minimal), dessin de cartes et interpolation d’adresses.

Qui plus est, méme une application qui n’emploie pas d’algorithmes au niveau de
I’application elle-méme s’appuie indirectement sur une foule d’algorithmes. L’ ap-
plication s’exécute sur des matériels performants ? La conception de ces matériels a
utilisé des algorithmes. L’application tourne par dessus des interfaces graphiques ?
Toutes les interfaces utilisateur graphiques reposent sur des algorithmes. L’ appli-
cation fonctionne en réseau ? Le routage s’appuie fondamentalement sur des algo-
rithmes. L’application a été écrite dans un langage autre que du code machine ? Alors,
elle a été traduite par un compilateur, un interpréteur ou un assembleur, toutes ces
belles choses faisant un usage intensif d’algorithmes. Les algorithmes sont au coeur
de la plupart des technologies employées dans les ordinateurs modernes.

Enfin, avec les capacités sans cesse accrues des ordinateurs, ces derniers traitent
des problemes de plus en plus vastes. Comme nous I’avons vu dans la comparaison
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entre le tri par insertion et le tri par fusion, c’est avec les problémes de grande taille
que les différences d’efficacité entre algorithmes sont les plus flagrantes.

Posséder une base solide en algorithmique, voila qui fait toute la différence entre
le programmeur d’élite et le programmeur lambda. Les technologies informatiques
modernes permettent de faire certaines tiches méme si I’on ne s’y connait guere
en algorithmes ; mais avec une bonne formation en algorithmique, ’on peut aller
beaucoup, beaucoup plus loin.

Exercices

1.2.1 Donnez un exemple d’application exigeant des algorithmes intrinséques, puis discutez
les fonctions des algorithmes concernés.

1.2.2 On veut comparer les implémentations du tri par insertion et du tri par fusion sur la
méme machine. Pour un nombre 1 d’éléments a trier, le tri par insertion demande 8n* étapes
alors que le tri par fusion en demande 64nIgn. Quelles sont les valeurs de n pour lesquelles
le tri par insertion I’emporte sur le tri par fusion ?

1.2.3 Quelle est la valeur minimale de n pour laquelle un algorithme dont le temps d’exé-
cution est 100r” s’exécute plus vite qu’un algorithme dont le temps d’exécution est 2n sur la
méme machine ?

PROBLEMES

1.1. Comparaison de temps d’exécution

Pour chaque fonction f(n) et pour chaque durée ¢ du tableau suivant, déterminez la
taille maximale n d’un probléme susceptible d’étre résolu dans le temps ¢, en suppo-
sant que I’algorithme mette f(n) microsecondes pour traiter le probleme.

1 1 1 1 1 1 1
seconde minute heure jour mois an siecle

Ign

Vn

nign

SRS Sue s
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NOTES

Il existe nombre de textes excellents sur le theme général des algorithmes, dont les ouvrages
de Aho, Hopcroft et Ullman [5, 6], Baase et Van Gelder [26], Brassard et Bratley [46, 47],
Goodrich et Tamassia [128], Horowitz, Sahni et Rajasekaran [158], Kingston [179], Knuth
[182, 183, 185], Kozen [193], Manber [210], Mehlhorn [217, 218, 219], Purdom et Brown
[252], Reingold, Nievergelt et Deo [257], Sedgewick [269], Skiena [280] et Wilf [315]. Cer-
tains des aspects plus concrets de la conception des algorithmes sont traités par Bentley [39,
40] et Gonnet [126]. Vous trouverez aussi une introduction a 1’algorithmique dans les ou-
vrages intitulés Handbook of Theoretical Computer Science, Volume A [302] et CRC Hand-
book on Algorithms and Theory of Computation [24]. Enfin, vous trouverez des présentations
d’algorithmes utilisés en biologie informatique dans les manuels de Gusfield [136], Pevzner
[240], Setubal et Medinas [272] et Waterman [309].
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Chapitre 2

Ce chapitre a pour but de vous familiariser avec la démarche que nous adopterons
dans ce livre quand il s’agira de réfléchir a la conception et a 1’analyse des algo-
rithmes. On peut le lire indépendamment de la suite, bien qu’il fasse plusieurs fois
référence a des notions qui seront abordées dans les chapitres 3 et 4. (Il contient aussi
plusieurs sommations que I’annexe A montrera comment résoudre).

Nous commencerons par étudier 1’algorithme du tri par insertion, afin de résoudre
la problématique du tri exposée au chapitre 1. Nous introduirons un « pseudo code »
qui ne devrait pas surprendre le lecteur ayant déja pratiqué la programmation, et qui
nous servira a spécifier nos algorithmes. Apres avoir décrit en pseudo code 1’algo-
rithme du tri par insertion, nous montrerons qu’il fait bien ce qu’on attend de lui et
nous analyserons son temps d’exécution. L’analyse permettra d’introduire une no-
tation qui met en valeur la facon dont le temps d’exécution croit avec le nombre
d’éléments a trier. Apres avoir étudié le tri par insertion, nous présenterons le para-
digme « diviser pour régner » pour la conception d’algorithmes, technique qui nous
servira a développer I’algorithme du tri par fusion. Nous terminerons par 1’analyse
du temps d’exécution du tri par fusion.

2.1 TRI PAR INSERTION

Notre premier algorithme, a savoir le tri par insertion, résout la problématique du tri
exposée au chapitre 1 :

Entrée : Suite de n nombres (aj, az, ..., ay).
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Sortie : permutation (réorganisation) (a, d}, ..., a,) de la suite donnée en entrée,
de fagon que a} < dj < --- < a),.

Les nombres a trier sont parfois appelés clés.

Dans cet ouvrage, nous exprimerons généralement les algorithmes sous la forme
de programmes écrits en un pseudo code qui, a certains égards, rappelle C, Pascal
ou Java. Si vous connaissez déja I'un de ces langages, vous n’aurez guere de mal a
lire nos algorithmes. Ce qui différencie le pseudo code du « vrai » code c’est que,
avec le pseudo code nous employons 1’écriture qui nous semble étre la plus claire
et la plus concise pour spécifier 1’algorithme ; ne soyez donc pas surpris de voir ap-
paraitre un mélange de francais et de « vrai » code. Autre différence entre pseudo
code et vrai code : le pseudo code ne se soucie pas, en principe, de problemes d’ingé-
nierie logicielle tels qu’abstraction des données, modularité, traitement d’erreur, etc.
Cela permet au pseudo code de refléter plus clairement la substantifique moelle de
I’algorithme.

Nous commencerons par le #ri par insertion, qui est un algorithme efficace quand il
s’agit de trier un petit nombre d’éléments. Le tri par insertion s’inspire de la maniére
dont la plupart des gens tiennent des cartes a jouer. Au début, la main gauche du
joueur est vide et ses cartes sont posées sur la table. Il prend alors sur la table les
cartes, une par une, pour les placer dans sa main gauche. Pour savoir ol placer une
carte dans son jeu, le joueur la compare avec chacune des cartes déja présentes dans
sa main gauche, en examinant les cartes de la droite vers la gauche, comme le montre
la figure 2.1. A tout moment, les cartes tenues par la main gauche sont triées ; ces
cartes étaient, a 1’origine, les cartes situées au sommet de la pile sur la table.

Figure 2.1 Tri de cartes a jouer, via tri par insertion.

Notre pseudo-code pour le tri par insertion se présente sous la forme d’une procé-
dure appelée TRI-INSERTION. Elle prend comme parametre un tableau A[1 . . n] qui
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contient une séquence a trier, de longueur n. (Dans le code, le nombre n d’éléments
de A est noté longueur[A]). Les nombres donnés en entrée sont triés sur place : ils
sont réorganisés a I’intérieur du tableau A, avec tout au plus un nombre constant
d’entre eux stocké a I’extérieur du tableau a tout instant. Lorsque TRI-INSERTION se
termine, le tableau d’entrée A contient la séquence de sortie triée.

TRI-INSERTION(A)

1 pourj«— 2a longueur[A]

2 faire cl¢ — A[j]

3 > Insere A[j] dans la séquence triée A[1..j — 1].
4 i—j—1

5 tant que i > 0 et A[i] > clé
6 faire A[i + 1] — A[i]
7 i—i—1

8

Ali+ 1] < clé

a) Invariants de boucle et validité du tri par insertion

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4.5 6
@ [SER4le[1]3] o [2[SERe[1[3] © [2]+[SKY1[3]
A4

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5

1 2 3 4 5 6
@ [2]4]s[c 3] © [1[2][2][s[c]Q0 © [1]2]3][4]s]6]
\URUATAY) \A U Y

(=)}

Figure 2.2 Fonctionnement de TRI-INSERTION sur le tableau A = (5, 2,4, 6, 1, 3). Les indices
apparaissent au-dessus des cases, les valeurs du tableau apparaissant dans les cases. (a)—(e) Ité-
rations de la boucle pour des lignes lines 1-8. A chaque itération, la case noire renferme la clé lue
dans A[j]; cette clé est comparée aux valeurs des cases grises situées a sa gauche (test en ligne 5).
Les fleches grises montrent les déplacements des valeurs d’une position vers la droite (ligne 6),
alors que les fleches noires indiquent vers ou sont déplacées les clés (ligne 8). (f)Tableau trié final.

La figure 2.2 illustre le fonctionnement de cet algorithme pour A = (5,2, 4, 6,
1,3). L’indice j indique la « carte courante » en cours d’insertion dans la main.
Au début de chaque itération de la boucle pour « extérieure », indiciée par j,
le sous-tableau composé des éléments A[1..j — 1] correspond aux cartes qui
sont déja dans la main, alors que les éléments A[j + 1. .n] correspondent aux
cartes qui sont encore sur la table. En fait, les éléments A[1 ..j — 1] sont les
éléments qui occupaient initialement les positions 1 a j — 1, mais qui depuis
ont été triés. Nous utiliserons ces propriétés de A[1 . .j — 1] pour définir ce que
I’on appelle, de maniére plus formelle, un invariant de boucle : Au début de
chaque itération de la boucle pour des lignes1-8, le sous-tableau A[1..j — 1]
se compose des éléments qui occupaient initialement les positions A[1..j— 1]
mais qui sont maintenant triés.
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Les invariants de boucle nous aideront a comprendre pourquoi un algorithme est
correct. Nous devons montrer trois choses, concernant un invariant de boucle :

Initialisation : Il est vrai avant la premiere itération de la boucle.

Conservation : S’il est vrai avant une itération de la boucle, il le reste avant 1’itéra-
tion suivante.

Terminaison : Une fois terminée la boucle, I’invariant fournit une propriété utile qui
aide a montrer la validité de I’algorithme.

Si les deux premieres propriétés sont vérifiées, alors I’invariant est vrai avant chaque
itération de la boucle. Notez la ressemblance avec la récurrence mathématique dans
laquelle, pour démontrer qu’une propriété est vraie, vous montrez, primo qu’elle est
vraie pour une valeur initiale, secundo que, si elle est vraie pour le rang N, alors elle
I’est pour le rang N + 1 (phase inductive).

La troisieéme propriété est peut-étre la plus importante, vu que nous utilisons 1’inva-
riant de boucle pour prouver la validité de I’algorithme. Elle differe aussi de I'usage
habituel de la récurrence mathématique, dans laquelle la phase inductive se répete
indéfiniment ; ici, on arréte « I’induction » quand la boucle se termine.

Voyons comment ces propriétés s’appliquent au tri par insertion.

Initialisation : Commencons par montrer que I’invariant est vérifié avant la premiere
itération de la boucle, quand j = 2.()) Le sous-tableau A[1 . . j— 1] se compose donc
uniquement de I’élément A[1] qui est, en fait, I’élément originel de A[1]. En outre,
ce sous-tableau est trié (c’est une trivialité), ce qui montre bien que I’invariant est
vérifié avant la premiere itération de la boucle.

Conservation : Passons ensuite a la deuxieme propriété : montrer que chaque itéra-
tion conserve I’invariant. De maniere informelle, le corps de la boucle pour exté-
rieure fonctionne en déplacant A[j — 1], A[j — 2], A[j — 3], etc. d’une position vers
la droite jusqu’a ce qu’on trouve la bonne position pour A[j] (lignes 4-7), auquel
cas on insere la valeur de A[j] (ligne 8). Un traitement plus formel de la deuxiéme
propriété nous obligerait a formuler et prouver un invariant pour la boucle tant
que « intérieure ». Pour I’instant, nous ne nous encombrerons pas d’un tel for-
malisme et nous nous appuierons uniquement sur notre analyse informelle pour
montrer que la deuxieme propriété est vérifiée pour la boucle extérieure.

Terminaison : Enfin, voyons ce qui se passe quand la boucle se termine. Pour le tri
par insertion, la boucle pour extérieure prend fin quand j dépasse n, c’est-a-dire
quand j = n+1. En substituant n+1 2a j dans la formulation de I’invariant de boucle,
I’on a que le sous-tableau A[1..n] se compose des éléments qui appartenaient
originellement a A[1..n] mais qui ont été triés depuis lors. Or, le sous-tableau

(1) Quand la boucle est une boucle pour, le moment ot nous contrdlons I’invariant avant la premiére itération
se situe juste apres I’assignation initiale a la variable servant de compteur de boucle et juste avant le premier
test dans I’en-téte de boucle. Dans le cas de TRI-INSERTION, cet instant se situe apres affectation de la valeur
2 a la variable j mais avant le premier test vérifiant si j < longueur{A].
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A[1l..n] n’est autre que le tableau complet ! Par conséquent, le tableau tout entier
est trié, et donc I’algorithme est correct.

Nous reverrons plus loin dans ce chapitre, ainsi que dans d’autres chapitres, cet
emploi des invariants de boucle pour justifier la validité des algorithmes.

b) Conventions concernant le pseudo code

Nous adopterons les conventions suivantes pour le pseudo code.

1) L’indentation indique une structure de bloc. Par exemple le corps de la boucle
pour qui commence a la ligne 1 se compose des lignes 2-8, et le corps de la
boucle tant que qui commence a la ligne 5 contient les lignes 6—7 mais pas la ligne
8. Notre style d’indentation s’applique également aux instructions si-alors-sinon.
L’emploi de I’indentation, au lieu d’indicateurs du genre début et fin,pour ma-
térialiser les blocs réduit sensiblement I’encombrement tout en préservant, voire
améliorant, la clarté. @,

2) Les boucles tant que, pour et répéter, ainsi que tests si, alors et sinon ont
la méme signification qu’en Pascal. @ 11 existe, toutefois, une différence sub-
tile concernant les boucles pour : en Pascal la valeur de la variable servant de
compteur de boucle est indéfinie a la sortie de la boucle, alors que dans ce livre
le compteur de boucle conserve sa valeur apres la fin de la boucle. Ainsi donc,
juste apres une boucle pour, la valeur du compteur de boucle est la valeur immé-
diatement supérieure a la limite de bouclage. Nous avons utilisé cette propriété
dans notre démonstration de la conformité du tri par insertion. L’en-téte de la
boucle pour, en ligne 1, est pour j < 2 a longueur[A]; donc, quand la boucle
se termine, j = longueur[A] + 1 (ou, de maniere équivalente, j = n + 1, puisque
n = longueur[A]).

3) Le symbole « > » indique que le reste de la ligne est un commentaire.

4) Une affectation multiple de la forme i < j <+ e affecte aux deux variables i et j la
valeur de I’expression e ; on la considére comme équivalente a I’ affectation j < e
suivie de I’ affectation i < j.

5) Les variables comme i, j et clé sont locales a la procédure donnée. Nous n’utili-
serons pas de variables globales, sauf indication explicite.

6) On accede aux éléments d’un tableau via le nom du tableau suivi de 1’indice entre
crochets. Ainsi, A[i] représente le i-eme élément du tableau A. La notation « .. »
indique une plage de valeurs dans un tableau. A[1 ..j] représente donc le sous-
tableau de A constitué des éléments A[1],A[2],...,A[j].

(2) Dans un vrai langage de programmation, il est généralement déconseillé d’utiliser la seule indentation
pour représenter les blocs, car il est difficile de repérer les niveaux d’indentation lorsque le code tient sur
plusieurs pages.

(3) La plupart des langages structurés ont des constructions équivalentes, sachant que la syntaxe exacte peut
différer de celle de Pascal.
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7) Les données composées sont le plus souvent organisées en objets, constitués
d’attributs ou champs. On accede a un champ particulier grace a son nom, suivi
du nom de I’objet entre crochets. Par exemple, on considérera un tableau comme
un objet qui a un attribut longueur indiquant le nombre d’éléments contenus dans
I’objet. Pour spécifier le nombre d’éléments d’un tableau A, on écrit longueur[A].
Bien que les crochets s’utilisent tant pour 1’indexation des tableaux que pour
I’acces aux attributs des objets, le contexte indique généralement comment on
doit les interpréter.

Une variable représentant un tableau ou un objet est considérée comme un poin-
teur vers les données représentant le tableau ou 1’objet. Pour tous les champs f
d’un objet x, faire y < x entraine que f[y] = f[x]. Par ailleurs, si ’on fait mainte-
nant f[x] < 3, on a ensuite non seulement f[x] = 3 mais aussi f[y] = 3. Autrement
dit, x et y pointent vers le méme objet apres I’ affectation y «— x.

Il arrive qu’un pointeur ne fasse référence a aucun objet. Nous lui donnons dans
ce cas la valeur particuliére NIL.

8) Les parametres sont passés a une procédure par valeur : la procédure appelée
recoit son propre exemplaire des parametres et, si elle modifie la valeur d’un pa-
rametre, le changement n’est pas visible pour la routine appelante. Lorsque les
parametres sont des objets, il y a copie du pointeur pointant vers les données re-
présentant 1’objet mais il n’y a pas copie des champs de I’objet. Par exemple, si
x est un parametre d’une procédure appelée, 1’affectation x < y a 'intérieur de
la procédure appelée n’est pas visible pour la procédure appelante. En revanche,
I’ affectation f[x] < 3 est visible.

9) Les opérateurs booléens « et » et « ou » sont court-circuitants. Cela signifie que,
quand on évalue I’expression « x ety », on commence par évaluer x. Si x vaut
FAUX, alors I’expression globale ne peut pas étre égale a VRAI et il est donc inutile
d’évaluer y. Si, en revanche, x vaut VRALI, alors il faut évaluer y pour déterminer la
valeur de I’expression globale. De méme, dans 1’expression « x ou y » on n’évalue
y que si x vaut FAUX. Les opérateurs court-circuitants nous permettent d’écrire des
expressions booléennes du genre « x # NIL et f[x] = y » sans que nous ayons a
nous soucier de ce qui se passerait si on essayait d’évaluer f[x] quand x vaut NIL.

Exercices

2.1.1 A laide de la figure 2.2, illustrer 1’action de TRI-INSERTION sur le tableau
A =(31,41,59,26,41,58).

2.1.2 Réécrire la procédure TRI-INSERTION pour trier dans 1’ordre non croissant et non dans
I’ordre non décroissant.

2.1.3 Considérez le probléeme de la recherche :
Entrée : Une suite de n nombres A = {(ay, as, ..., a,) et une valeur v.

Sortie : Un indice i tel que v = A[i], ou bien la valeur spéciale NIL si v ne figure pas dans A.
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Ecrire du pseudo code pour recherche linéaire, qui parcourre la suite en cherchant v. En
utilisant un invariant de boucle, montrer la validité de I’algorithme. Vérifier que I’invariant
possede bien les trois propriétés requises.

2.1.4 On considere le probléme consistant a additionner deux entiers en représentation bi-
naire stockés sur n bits, rangés dans deux tableaux A et B a n éléments. La somme des deux
entiers doit étre stockée sous forme binaire dans un tableau C 4 n + 1 éléments. Enoncer le
probleme formellement et écrire du pseudo-code pour additionner les deux entiers.

2.2 ANALYSE DES ALGORITHMES

Analyser un algorithme est devenu synonyme de prévoir les ressources nécessaires a
cet algorithme. Parfois, les ressources a prévoir sont la mémoire, la largeur de bande
d’une communication ou le processeur ; mais, le plus souvent, c’est le temps de cal-
cul qui nous intéresse. En général, en analysant plusieurs algorithmes susceptibles de
résoudre le probleme, on arrive aisément a identifier le plus efficace. Ce type d’ana-
lyse peut révéler plus d’un candidat viable, mais parvient généralement a éliminer les
algorithmes inférieurs.

Pour pouvoir analyser un algorithme, il faut avoir un modele de la technologie
qui sera employée, notamment un modele pour les ressources de cette technologie et
pour leurs cofits. Dans la majeure partie de ce livre, on supposera que 1’on a un mo-
dele de calcul générique basé sur une machine a acces aléatoire(RAM) a processeur
unique. On devra également avoir a I’esprit que nos algorithmes seront implémen-
tés en tant que programmes informatiques. Dans le modele RAM, les instructions
sont exécutées 1’une apres 1’autre, sans opérations simultanées. Dans des chapitres
ultérieurs, cependant, nous aurons 1’occasion d’examiner des modeles pour matériel
numérique.

A strictement parler, il faudrait définir précisément les instructions du modéle
RAM et leurs coiits. Cependant, cela serait pénible et n’apporterait pas grand chose
en matiere de conception et d’analyse d’algorithme. Attention, toutefois, a ne pas en-
freindre allegrement le modele RAM. Par exemple, que se passerait-il si une RAM
avait une instruction de tri ? Alors, on pourrait trier avec une seule instruction. Une
telle RAM serait irréaliste, vu que les ordinateurs ne disposent pas de ce genre d’ins-
tructions. Nous devons donc nous laisser guider par le fonctionnement des ordina-
teurs concrets. Le modele RAM contient les instructions que I’on trouve dans la
plupart des ordinateurs : arithmétique (addition, soustraction, multiplication, divi-
sion, modulo, partie entiere, partie entiere supérieure, transfert de données (lecture,
stockage, copie) et instructions de contrdle (branchement conditionnel et incondition-
nel, appel de sous-routine et sortie de sous-routine). Chacune de ces instructions a un
temps d’exécution constant.

Les types de données du modele RAM sont le type entier et le type virgule flot-
tante. Nous ne nous soucierons généralement pas de la précision dans cet ouvrage
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mais, pour certaines applications, la précision est un élément crucial. Nous suppose-
rons aussi qu’il existe une limite a la taille de chaque mot de données. Ainsi, quand
nous travaillerons avec des entrées de taille n, nous supposerons en principe que les
entiers sont représentés par clgn bits pour une certaine constante ¢ > 1. Nous im-
posons que ¢ > 1 de fagon que chaque mot puisse contenir la valeur n, ce qui nous
permettra d’indexer les divers éléments de 1’entrée ; nous imposons aussi a ¢ d’étre
une constante de facon que la taille du mot n’augmente pas de manicre arbitraire.
(Si la taille du mot pouvait croitre de maniére arbitraire, alors on pourrait stocker un
volume énorme de données dans un seul mot et manipuler ce volume de données en
un temps constant, ce qui est un scénario manifestement irréaliste.)

Les ordinateurs réels contiennent des instructions qui ne sont pas citées ici, et
ces instructions supplémentaires représentent une zone d’ombre du modele RAM.
Par exemple, est-ce que I’exponentiation est une instruction a délai constant? En
général, non ; elle exige plusieurs instructions pour calculer x¥ quand x et y sont des
réels. Dans certains cas particuliers, cependant, I’exponentiation est une opération a
délai constant. Maints ordinateurs disposent d’une instruction de « décalage vers la
gauche » qui, en temps constant, décale les bits d’un entier de k positions vers la
gauche. Pour la plupart des ordinateurs, décaler les bits d’un entier d’une position
vers la gauche revient a faire une multiplication par 2. Décaler les bits de k positions
vers la gauche revient donc & multiplier par 2X. Par conséquent, ce genre de machine
peut calculer 2% en une unique instruction i délai constant, et ce en décalant I’entier 1
de k positions vers la gauche, du moment que k n’est pas supérieur au nombre de bits
d’un mot machine. Nous ferons tous nos efforts pour éviter ce genre de zone d’ombre
du modeéle RAM, mais nous considérerons le calcul de 2¥ comme une opération 2
délai constant quand k est un entier positif suffisamment petit.

Dans le modele RAM, nous n’essayons pas de refléter la hiérarchisation de la mé-
moire que 1’on trouve généralement dans les ordinateurs modernes. Cela veut dire
que nous ne modélisons pas les caches, ni la mémoire virtuelle (qui est trés souvent
mise en ceuvre avec la pagination a la demande). Il existe plusieurs modeles de calcul
qui essaient de prendre en compte les effets de la hiérarchisation de la mémoire, ef-
fets parfois significatifs dans la pratique. Quelques rares problemes, dans cet ouvrage,
examinent les effets de la hiérarchisation de la mémoire mais, dans I’ensemble, les
analyses faites dans ce livre n’en tiennent pas compte. Les modeles intégrant la hié-
rarchisation de la mémoire sont nettement plus compliqués que le modele RAM, de
sorte que leur utilisation risque d’étre délicate. Qui plus est, les analyses basées sur
le modele RAM donnent généralement d’excellentes prévisions quant aux perfor-
mances obtenues sur les machines réelles.

L’analyse d’un algorithme, méme simple, dans le modéle RAM peut s’ avérer com-
plexe. On devra parfois faire appel a des outils mathématiques tels que 1’algebre com-
binatoire et la théorie des probabilités ; en outre, il faudra étre capable de jongler avec
I’algebre et de repérer les termes les plus significatifs dans une formule. Sachant que
le comportement d’un algorithme peut varier pour chaque entrée possible, il nous
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faut un moyen de résumer ce comportement en quelques formules simples et faciles
a comprendre.

Bien qu’on choisisse le plus souvent un seul modele de machine pour analyser
un algorithme donné, on est cependant confronté a plusieurs possibilités quant a
la maniere d’exprimer son analyse. On voudrait trouver un mode d’expression qui
soit simple a écrire et a manipuler, qui montre les caractéristiques importantes des
besoins d’un algorithme au niveau des ressources, et qui élimine les détails fasti-
dieux.

a) Analyse du tri par insertion

La durée d’exécution de la procédure TRI-INSERTION dépend de I’entrée : le tri d’un
millier de nombres prend plus de temps que le tri de trois nombres. De plus, TRI-
INSERTION peut demander des temps différents pour trier deux entrées de méme
taille, selon qu’elles sont déja plus ou moins triées partiellement. En général, le temps
d’exécution d’un algorithme croit avec la taille de I’entrée ; on a donc pris 1’habitude
d’exprimer le temps d’exécution d’un algorithme en fonction de la taille de son en-
trée. Reste a définir plus précisément ce que signifient « temps d’exécution » et « taille
de 'entrée ».

Savoir ce que recouvre la notion de taille de ’entrée, cela dépend du probleme
étudié. Pour de nombreux problemes, tels le tri ou le calcul de transformées de Fourier
discretes, la notion la plus naturelle est le nombre d’éléments constituant I’entrée, par
exemple la longueur n du tableau a trier. Pour beaucoup d’autres problémes, comme
la multiplication de deux entiers, la meilleure mesure de la taille de I’entrée est le
nombre total de bits nécessaire a la représentation de I’entrée dans la notation binaire
habituelle. Parfois, il est plus approprié de décrire la taille de 1’entrée avec deux
nombres au lieu d’un seul. Par exemple, si ’entrée d’un algorithme est un graphe,
on pourra décrire la taille de I’entrée par le nombre de sommets et le nombre d’arcs.
Pour chaque probleme, nous indiquerons la mesure utilisée pour exprimer la taille de
Ientrée.

Le temps d’exécution d’un algorithme pour une entrée particuliere est le nombre
d’opérations élémentaires, ou « étapes », exécutées. Il est commode de définir la no-
tion d’étape de facon qu’elle soit le plus indépendante possible de la machine. Pour
le moment, nous adopterons le point de vue suivant. L’exécution de chaque ligne de
pseudo code demande un temps constant. Deux lignes différentes peuvent prendre
des temps différents, mais chaque exécution de la i-€éme ligne prend un temps c;, ¢;
étant une constante. Ce point de vue est compatible avec le modele RAM et refiete la
maniére dont le pseudo code serait implémenté sur la plupart des ordinateurs réels.*)

(4) 1l faut noter ici quelques subtilités. Les étapes de calcul spécifiées en langage naturel sont souvent des
variantes d’une procédure qui demande plus qu’un volume de temps constant. Par exemple, nous verrons plus
loin dans ce livre que, quand nous disons « trier les points en fonction de leurs abscisses », cela demande
en fait plus qu'un temps constant. Notez aussi qu’une instruction qui appelle une sous-routine demande un
temps constant, alors méme que le sous-programme, une fois invoqué, peut demander plus. Autrement dit, on
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Dans I’étude qui suit, notre conception du temps d’exécution de TRI-INSERTION
évoluera, pour remplacer une formule complexe utilisant tous les codts d’instruction
¢; par une notation bien plus simple, plus concise et plus facile a manipuler. Cette no-
tation simplifiée nous aidera aussi a déterminer si un algorithme est plus performant
qu’un autre.

Nous commencerons par présenter la procédure TRI-INSERTION avec le « colit »
temporel de chaque instruction et le nombre de fois que chaque instruction est exé-
cutée. Pour tout j = 2,3,...,n, ot n = longueur[A], soit t; le nombre de fois que le
test de la boucle tant que, en ligne 5, est exécuté pour cette valeur de j. Quand une
boucle pour ou tant que se termine normalement (c’est-a-dire, suite au test effectué
dans I’en téte de la boucle), le test est exécuté une fois de plus que le corps de la
boucle. On suppose que les commentaires ne sont pas des instructions exécutables et
qu’ils consomment donc un temps nul.

TRI-INSERTION (A) coit  fois
1 pourj «— 2 alongueur[A] 1 n
2 faire clé¢ — A[j] 1) n—1
3 > Insere A[j] dans la suite
triée A[1..j — 1]. 0 n—1
4 i—j—1 C4 n—1
5 tant que i > 0 et A[i] > clé Cs Z;lzz t
6 faire A[i + 1] — A[i] c6 Z;’=2(tj -1
7 i—i—1 c7 Z;'Lz(tj -1
8 Ali+ 1] <+ clé cg n—1

Le temps d’exécution de I’algorithme est la somme des temps d’exécution de
chaque instruction exécutée ; une instruction qui demande c; étapes et qui est exé-
cutée n fois compte pour c;n dans le temps d’exécution total®. Pour calculer T(n),
temps d’exécution de TRI-INSERTION, on additionne les produits des colonnes coiit
et fois, ce qui donne

T(n) = cin+cn—1D+csn—D+cs Y ti+ce» (—1)

J=2 J=2

+c7> (= D+cgn—1).

J=2

Méme pour des entrées ayant la méme taille, le temps d’exécution d’un algo-
rithme peut dépendre de I’entrée particuliére ayant cette taille. Par exemple, dans

sépare le processus d’appel du sous-programme (passage des parametres, etc.) du processus d’ exécution du
sous-programme.
(5) Cette caractéristique n’est pas forcément valable pour une ressource comme la mémoire. Une instruction
qui référence m mots de mémoire et qui est exécutée n fois ne consomme pas nécessairement mn mots de
mémoire au total.
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TRI-INSERTION, le cas le plus favorable est celui ou le tableau est déja trié. Pour tout

j=2,3,...,n,ontrouve alors que A[i] < clé en ligne 5 quand i a sa valeur initiale de
Jj—1.Donct=1pourj=2,3,...,n,etle temps d’exécution associ€ au cas optimal
est

Tn) = cin+co(n—1D)+can—1)+cs(n—1)+cg(n—1)

(cir+cr+cga+cs+cg)n—(cr+cq+cs+cg).

Ce temps d’exécution peut €tre exprimé sous la forme an + b, a et b étant des
constantes dépendant des colts ¢; des instructions ; c’est donc une fonction linéaire
de n.

Si le tableau est trié dans 1’ordre décroissant, alors on a le cas le plus défavo-
rable. On doit comparer chaque élément A[j] avec chaque élément du sous-tableau

tri€ A[1..j — 1], etdonc #; = j pour j = 2, 3,...,n. Sil’on remarque que
. n(n+1) = . _nn—1)
2:1_——5———1 et 220—1)_——5——
j=2 j=2

(voir I’annexe A pour ce genre de sommation), on trouve que, dans le cas le plus
défavorable, le temps d’exécution de TRI-INSERTION est

1
T(n) :cm+qm—n+am—n+%<ﬂ%13—0
1 1
(50 o (250
_ (65 S T\ 2 ( G _ %% )
= (2 2+2) + Cl+C2+C4+2 > 2+Cg n

—(C2+C4+C5+C8).

Le temps d’exécution du cas le plus défavorable s’exprime donc sous la forme
an® + bn + ¢, a, b et ¢ étant ici aussi des constantes qui dépendent des coiits ¢; des
instructions ; c’est donc une fonction quadratique de n.

Généralement, et c’est le cas du tri par insertion, le temps d’exécution d’un algo-
rithme est constant pour une entrée donnée ; encore que, dans des chapitres ultérieurs,
nous verrons quelques algorithmes « randomisés » intéressants dont le comportement
peut varier méme pour une entrée fixée.

b) Analyse du cas le plus défavorable et du cas moyen

Dans notre analyse du tri par insertion, nous nous sommes intéressés aussi bien au
cas le plus favorable, celui ou le tableau en entrée est déja trié, qu’au cas le plus dé-
favorable, celui ou le tableau en entrée est tri€ en sens inverse. Dans la suite de ce
livre, cependant, nous aurons pour objectif général de déterminer le temps d’exécu-
tion du cas le plus défavorable, c’est-a-dire le temps d’exécution maximal pour une
quelconque entrée de taille n. Voici trois arguments en ce sens.
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— Le temps d’exécution associé au cas le plus défavorable est une borne supérieure
du temps d’exécution associé a une entrée quelconque. Connaitre cette valeur nous
permettra donc d’avoir la certitude que 1’algorithme ne mettra jamais plus de temps
que cette limite. Ainsi, point besoin de faire de conjecture tarabiscotée sur le temps
d’exécution en espérant ne jamais rencontrer un cas encore pire.

— Pour certains algorithmes, le cas le plus défavorable survient assez souvent. Par
exemple, quand on recherche une information dans une base de données, si cette
information n’existe pas dans la base le cas le plus défavorable se présentera sou-
vent pour 1’algorithme de recherche.

— Il n’est pas rare que le « cas moyen » soit presque aussi mauvais que le cas le plus
défavorable. Supposons que 1’on choisisse au hasard n nombres, auxquels on ap-
plique ensuite le tri par insertion. Combien de temps demande la détermination de
I’emplacement d’insertion de A[j] dans le sous-tableau A[1 . .j— 1] ? En moyenne,
la moitié des éléments de A[1..j — 1] sont inférieurs a A[j] et la moitié lui sont
supérieurs. Donc, en moyenne, on teste la moitié du sous-tableau A[1..j — 1],
auquel cas #; = j/2. Si ’on calcule alors le temps d’exécution global associé au
cas moyen, on voit que c’est une fonction quadratique de la taille de 1’entrée, tout
comme le temps d’exécution du cas le plus défavorable.

Dans certains cas particuliers, nous nous intéresserons au temps d’exécution moy-
en, ou temps d’exécution attendu, d’un algorithme. Au chapitre 5, nous verrons la
technique de ’analyse probabiliste qui permet de déterminer le temps d’exécution
attendu. Toutefois, une difficulté concernant I’analyse du cas moyen est de savoir
ce qu’est une entrée « moyenne » pour un probléme particulier. Souvent, nous sup-
poserons que toutes les entrées ayant une taille donnée sont équiprobables. Cette
hypotheése n’est pas toujours vérifiée dans la pratique, mais nous pourrons parfois
employer un algorithme randomisé qui force des choix aléatoires afin de permettre
I’utilisation d’une analyse probabiliste.

¢) Ordre de grandeur

Nous avons utilisé des hypotheses simplificatrices pour faciliter notre analyse de
la procédure TRI-INSERTION. D’abord, nous avons ignoré le colit réel de chaque
instruction en employant les constantes ¢; pour représenter ces coiits. Ensuite, nous
avons observé que méme ces constantes nous donnent plus de détails que nécessaire :
le temps d’exécution du cas le plus défavorable est an” + bn + ¢, a, b et ¢ étant des
constantes qui dépendent des cofits ¢; des instructions. Nous avons donc ignoré non
seulement les coiits réels des instructions, mais aussi les cofits abstraits c;.

Nous allons a présent utiliser une simplification supplémentaire. Ce qui nous inté-
resse vraiment, c’est le taux de croissance, ou ordre de grandeur, du temps d’exécu-
tion. On ne considérera donc que le terme dominant d’une formule (par exemple an?),
puisque les termes d’ordre inférieur sont moins significatifs pour n grand. On ignorera
également le coefficient constant du terme dominant, puisque les facteurs constants
sont moins importants que I’ordre de grandeur pour ce qui est de la détermination de
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I’efficacité du calcul pour les entrées volumineuses. On écrira donc que le tri par in-
sertion, par exemple, a dans le cas le plus défavorable un temps d’exécution de O(n?)
(prononcer « théta de n-deux »). Nous utiliserons la notation ® de fagon informelle
dans ce chapitre ; elle sera définie de maniere plus précise au chapitre 3.

On considere généralement qu’un algorithme est plus efficace qu’un autre si son
temps d’exécution du cas le plus défavorable a un ordre de grandeur inférieur. Compte
tenu des facteurs constants et des termes d’ordre inférieur, cette évaluation peut &tre
erronée pour des entrées de faible volume. En revanche, pour des entrées de taille
assez grande, un algorithme en @(n?), par exemple, s’exécute plus rapidement, dans
le cas le plus défavorable, qu’un algorithme en O(13).

Exercices

2.2.1 Exprimer la fonction n /1000 — 100n*> — 100n + 3 & I’aide de la notation ©.

2.2.2 On considere le tri suivant de n nombres rangés dans un tableau A : on commence par
trouver le plus petit élément de A et on le permute avec A[1]. On trouve ensuite le deuxieme
plus petit élément de A et on le permute avec A[2]. On continue de cette maniere pour les n— 1
premiers éléments de A. Ecrire du pseudo code pour cet algorithme, connu sous le nom de #ri
par sélection. Quel est I’invariant de boucle de cet algorithme ? Pourquoi suffit-il d’exécuter
I’algorithme pour les n — 1 premiers éléments ? Donner les temps d’exécution associés au cas
optimal et au cas le plus défavorable en utilisant la notation ©.

2.2.3 On considere une fois de plus la recherche linéaire (voir exercice 2.1.3). Combien
d’éléments de la séquence d’entrée doit-on tester en moyenne, si 1I’on suppose que 1’élément
recherché a une probabilité égale d’étre I'un quelconque des éléments du tableau ? Et dans
le cas le plus défavorable ? Quels sont les temps d’exécution du cas moyen et du cas le plus
défavorable, exprimés avec la notation O ? Justifier les réponses.

2.2.4 Comment modifier la plupart des algorithmes pour qu’ils aient un bon temps d’exécu-
tion dans le cas le plus favorable ?

2.3 CONCEPTION DES ALGORITHMES

11 existe de nombreuses facons de concevoir un algorithme. Le tri par insertion utilise
une approche incrémentale : aprés avoir trié le sous-tableau A[1..j — 1], on insere
I’élément A[j] au bon emplacement pour produire le sous-tableau trié¢ A[1 . . ].

Cette section va présenter une autre approche de conception, baptisée « diviser
pour régner ». Nous utiliserons cette technique pour créer un algorithme de tri dont
le temps d’exécution du cas le plus défavorable sera tres inférieur a celui du tri par
insertion. L’un des avantages des algorithmes diviser-pour-régner est que leurs temps
d’exécution sont souvent faciles a déterminer, via des techniques qui seront vues au
chapitre 4.
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2.3.1 Méthode diviser-pour-régner

Nombre d’algorithmes utiles sont d’essence indexrécursivité récursive : pour ré-
soudre le probleéme, ils s’appellent eux-mémes, de maniere récursive, une ou plu-
sieurs fois pour traiter des sous-problémes treés similaires. Ces algorithmes suivent
généralement une approche diviser pour régner : ils séparent le probleme en plusieurs
sous-problemes semblables au probleme initial mais de taille moindre, résolvent les
sous-problemes de facon récursive, puis combinent toutes les solutions pour produire
la solution du probléme original.

Le paradigme diviser-pour-régner implique trois étapes a chaque niveau de la ré-
cursivité :
Diviser : le probleme en un certain nombre de sous-problemes.

Régner : sur les sous-problemes en les résolvant de maniere récursive. Si la taille
d’un sous-probléme est suffisamment réduite, on peut toutefois le résoudre direc-
tement.

Combiner : les solutions des sous-problémes pour produire la solution du probléme
originel.

L algorithme du #ri par fusion suit fidelement la méthodologie diviser-pour-régner.
Intuitivement, il agit de la maniére suivante :

Diviser : Diviser la suite de n éléments a trier en deux sous-suites de n/2 éléments
chacune.

Régner : Trier les deux sous-suites de maniere récursive en utilisant le tri par fusion.
Combiner : Fusionner les deux sous-suites triées pour produire la réponse triée.

La récursivité s’arréte quand la séquence a trier a une longueur 1, auquel cas il n’y a
plus rien a faire puisqu’une suite de longueur 1 est déja triée.

La clé de votite de 1’algorithme du tri par fusion, c’est la fusion de deux séquences
triées dans 1’étape « combiner ». Pour faire cette fusion, nous utilisons une procédure
auxiliaire FUSION(A, p, g, r), A étant un tableau et p, g et r étant des indices numé-
rotant des éléments du tableau tels que p < g < r. La procédure suppose que les
sous-tableaux A[p ..q] et A[g + 1..r] sont triés. Elle les fusionne pour en faire un
méme sous-tableau trié, qui remplace le sous-tableau courant A[p . . r].

Notre procédure FUSION a une durée ®(n), ot n = r — p + 1 est le nombre d’élé-
ments fusionnés. Voici comment elle fonctionne. En reprenant I’exemple du jeu de
cartes, supposez que I’on ait deux piles de cartes posées a I’endroit sur la table.
Chaque pile est triée de fagon a ce que la carte la plus faible soit en haut. On veut
fusionner les deux piles pour obtenir une pile unique triée, dans laquelle les cartes se-
ront a ’envers. L’ étape fondamentale consiste a choisir la plus faible des deux cartes
occupant les sommets respectifs des deux piles, a la retirer de sa pile (ce qui a pour
effet d’exposer une nouvelle carte), puis a la placer a ’envers sur la pile résultante.
On répete cette étape jusqu’a épuisement de ’'une des piles de départ, apres quoi il
suffit de prendre la pile qui reste et de la placer a I’envers sur la pile résultante. Au
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niveau du calcul, chaque étape fondamentale prend un temps constant, vu que 1’on se
contente de comparer les deux cartes du haut. Comme 1’on effectue au plus n étapes
fondamentales, la fusion prend une durée O(n).

Le pseudo code suivant implémente la méthode que nous venons d’exposer, mais
avec une astuce supplémentaire qui évite de devoir, a chaque étape fondamentale,
vérifier si’une des piles est vide. L’idée est de placer en bas de chaque pile une carte
sentinelle contenant une valeur spéciale qui nous permet de simplifier le code. Ici,
nous utiliserons co comme valeur sentinelle ; ainsi, chaque fois qu’il y a apparition
d’une carte portant la valeur oo, elle ne peut pas €tre la carte la plus faible sauf si
les deux piles exposent en méme temps leurs cartes sentinelle. Mais alors, c’est que
toutes les autres cartes ont déja été placées sur la pile de sortie. Comme nous savons
al’avance qu’il y aura exactement r — p + 1 cartes sur la pile de sortie, nous pourrons

arréter lorsque nous aurons effectué ce nombre d’étapes.

FUSION(A, p, q,7)
1 npe—qg—p+1

2 m—r—gq

3 créertableaux L[1..n; + 1] etR[1..ny + 1]
4 pouri«<— 1lang

5 faire L[i] — Alp+i— 1]

6 pourj— lan

7 faire R[j] — Alq +/]

8 Lln +1]« o0

9 R[ny+1] +—

10 i+ 1

11 j—1

12 pourk«—par
13 faire si L[i] < R[j]

14 alors A[k] <+ L[i]
15 i—i+1
16 sinon A[k] <— RJ[j]
17 j—j+1

Voici le détail du fonctionnement de la procédure FUSION. La ligne 1 calcule la
longueur n; du sous-tableau A[p..q] et la ligne 2 calcule la longueur n, du sous-
tableau A[g + 1..r]. On crée des tableaux L et R de longueurs n; + 1 et ny + 1, respec-
tivement, en ligne 3. La boucle pour des lignes 45 copie le sous-tableau A[p . . g]
dans L[1..n{] et la boucle pour des lignes 6—7 copie le sous-tableau A[g + 1..r]
dans R[1..n;]. Les lignes 89 placent les sentinelles aux extrémités des tableaux L
et R. Les lignes 10-17, illustrées sur la figure 2.3, effectuent les » — p + 1 étapes
fondamentales en conservant I’invariant de boucle que voici :

Au début de chaque itération de la boucle pour des lignes 12—17, le sous-
tableau A[p . . k — 1] contient les k — p plus petits éléments de L[1..n; + 1] et
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Figure 2.3 Le fonctionnement des lignes 10-17 dans I'appel FUSION(A, 9,12, 16), quand le sous-
tableau A[9..16] contient la séquence (2,4,5,7,1,2,3,6). Aprés copie et insertion des sentinelles,
le tableau L contient (2,4, 5,7, co) et le tableau R contient (1, 2, 3, 6, o). Les cases en gris
clair dans A contiennent leurs valeurs définitives, alors que les cases en gris clair dans L et R
contiennent des valeurs qui n‘ont pas encore été copiées dans A. Prises ensemble, les cases en
gris clair contiennent a tout moment les valeurs qui étaient a I'origine dans A[9. . 16], avec en plus
les deux sentinelles. Les cases en gris foncé dans A contiennent des valeurs qui seront remplacées
par des duplications ultérieures, alors que les cases en gris foncé dans L et R contiennent des
valeurs qui ont été déja copiées dans A. (a)-(h) Les tableaux A, L et R, avec leurs indices respectifs
k, i et j avant chaque itération de la boucle des lignes 12-17. (i) Les tableaux et les indices a la
fin. A ce stade, le sous-tableau dans A[9 .. 16] est trié et les deux sentinelles dans L et R sont les
seuls éléments de ces tableaux qui n'ont pas été copiés dans A.
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R[1..np + 1], en ordre trié. En outre, L[i] et R[j] sont les plus petits éléments
de leurs tableaux a ne pas avoir été copiés dans A.

Il faut montrer que cet invariant est vrai avant la premiere itération de la boucle
pour des lignes 12-17, que chaque itération de la boucle conserve 1’invariant, et enfin
que I’invariant fournit une propriété utile pour prouver la conformité de la procédure
quand la boucle se termine.

Initialisation : Avant la premiere itération de la boucle, on a k = p, de sorte que le
sous-tableau A[p ..k — 1] est vide. Ce sous-tableau vide contient les k — p = 0
plus petits éléments de L et R; et, comme i = j = 1, L[{] et R[j] sont les plus petits
éléments de leurs tableaux a ne pas avoir été copiés dans A.

Conservation : Pour montrer que chaque itération conserve ’invariant, supposons
en premier lieu que L[i] < R[j]. Alors L[i] est le plus petit élément qui n’a pas
encore été copié dans A. Comme A[p . . k—1] contient les k—p plus petits éléments,
apres que la ligne 14 a copié L[i] dans A[k], le sous-tableau A[p . . k] contient les
k—p+1 plus petits éléments. Incrémenter k (dans 1’actualisation de la boucle pour)
et i (en ligne 15) recrée I’invariant pour I’itération suivante. Si I’on a L[i] > R[j],
alors les lignes 16—17 font I’action idoine pour conserver I’invariant.

Terminaison : A la fin de la boucle, k = r + 1. D’apres I'invariant, le sous-tableau
Alp..k—1],quiestA[p..r], contient les k — p = r — p + 1 plus petits éléments
de L[1..ny1+1]etR[1..ny+1], dans I’ordre trié. Les tableaux L et R, a eux deux,
contiennent ny +ny +2 = r — p+ 3 éléments. Tous les éléments, sauf les deux plus
forts, ont été copiés dans A, et ces deux plus gros éléments ne sont autres que les
sentinelles.

Pour voir que la procédure FUSION s’exécute en ®(n) temps, avecn=r —p + 1,
observez que chacune des lignes 1-3 et 8-11 prend un temps constant, que les
boucles pour des lignes 4-7 prennent O(n; + ny) = O(n) temps, © et qu’il y a
n itérations de la boucle pour des lignes 12-17, chacune d’elles prenant un temps
constant.

Nous pouvons maintenant employer la procédure FUSION comme sous-routine de
I’algorithme du tri par fusion. La procédure TRI-FUSION(A, p, r) trie les éléments
du sous-tableau A[p .. r]. Si p > r, le sous-tableau a au plus un seul élément et il est
donc déja trié. Sinon, I’étape diviser se contente de calculer un indice g qui partitionne
Alp . .r] en deux sous-tableaux : A[p .. g], contenant [n/2] éléments, et A[g+1..r],
contenant |n/2| éléments. V)

(6) Nous verrons au chapitre 3 comment interpréter de maniere formelle les équations contenant
la notation ©.

(7) Lexpression [x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a x, alors que |x| désigne le plus grand
entier inférieur ou égal a x. Ces notations sont définies au chapitre 3. Le moyen le plus simple de vérifier que
donner a g la valeur |(p + r)/2] produit des sous-tableaux A[p .. q] et A[g+1..r] de tailles respectives [n/2]
et |[n/2], c’est d’examiner les quatre cas possibles selon que chacune des valeurs p et r est impaire ou paire.
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TRI-FUSION(A, p, 1)

1 sip<r

2 alors ¢ — [(p+1r)/2]

3 TRI-FUSION(A, p, q)

4 TRI-FUSION(A, g + 1,7)
5 FUSION(A, p, g, 1)

Pour trier toute la séquence A = (A[1], A[2], ..., A[n]), on fait I’appel initial
TRI-FUSION(A, 1, longueur[A]) (ici aussi, longueur[A] = n). La figure 2.4 illustre
le fonctionnement de la procédure, du bas vers le haut, quand n est une puissance
de 2. L’algorithme consiste a fusionner des paires de séquences a 1 élément pour
former des séquences triées de longueur 2, a fusionner des paires de séquences de
longueur 2 pour former des séquences triées de longueur 4, etc. jusqu’a qu’il y ait
fusion de deux séquences de longueur n/2 pour former la séquence triée définitive de
longueur n.

séquence triée

/ fusion \

5 1] 1 2

fusion \ / fusion

3]
%LISIOH

ﬁusmn

2] [ [ 0O [

sequence initiale

N
i

&)
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i
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[\
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Figure 2.4 Le fonctionnement du tri par fusion sur le tableau A = (5,2,4,7,1,3,2,6). Les lon-
gueurs des séquences triées en cours de fusion augmentent a mesure que I'algorithme remonte
du bas vers le haut.

2.3.2 Analyse des algorithmes diviser-pour-régner

Lorsqu’un algorithme contient un appel récursif a lui méme, son temps d’exécution
peut souvent tre décrit par une équation de récurrence, ou récurrence, qui décrit le
temps d’exécution global pour un probleme de taille # a partir du temps d’exécution
pour des entrées de taille moindre. On peut alors se servir d’outils mathématiques
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pour résoudre la récurrence et trouver des bornes pour les performances de 1’algo-
rithme.

Une récurrence pour le temps d’exécution d’un algorithme diviser-pour-régner
s’appuie sur les trois étapes du paradigme de base. Comme précédemment, soit 7'(n)
le temps d’exécution d’un probléme de taille n. Si la taille du probléme est suffisam-
ment petite, disons n < ¢ pour une certaine constante c, la solution directe prend
un temps constant que 1’on écrit O(1). Supposons que 1’on divise le probléme en a
sous-problémes, la taille de chacun étant 1/b de la taille du probleme initial. (Pour
le tri par fusion, tant a que b valent 2, mais nous verrons beaucoup d’algorithmes
diviser-pour-régner dans lesquels a # b.) Si I’on prend un temps D(n) pour diviser
le probléeme en sous-problemes et un temps C(n) pour construire la solution finale a
partir des solutions aux sous-problémes, on obtient la récurrence

— ®(1) sin < c,
= { aT(n/b) + D(n) + C(n) sinon .

Au chapitre 4, nous verrons comment résoudre des récurrences communes ayant cette
forme.

a) Analyse du tri par fusion

Bien que le pseudo-code de TRI-FUSION s’exécute correctement quand le nombre
d’éléments n’est pas pair, notre analyse fondée sur la récurrence sera simplifiée si
nous supposons que la taille du probleme initial est une puissance de deux. Chaque
étape diviser génere alors deux sous-séquences de taille n/2 exactement. Au cha-
pitre 4, nous verrons que cette supposition n’affecte pas 1’ordre de grandeur de la
solution de la récurrence.

Nous raisonnerons comme suit pour mettre en ceuvre la récurrence pour 7(n),
temps d’exécution du cas le plus défavorable du tri par fusion de n nombres. Le
tri par fusion d’un seul élément prend un temps constant ; avec n > 1 éléments, on
segmente le temps d’exécution de la maniere suivante.

Diviser : L’étape diviser se contente de calculer le milieu du sous-tableau, ce qui
consomme un temps constant. Donc D(n) = O(1).

Régner : On résout récursivement deux sous-problémes, chacun ayant la taille n/2,
ce qui contribue pour 27(n/2) au temps d’exécution.

Combiner : Nous avons déja noté que la procédure FUSION sur un sous-tableau a n

éléments prenait un temps @(n), de sorte que C(n) = O(n).

Quand on ajoute les fonctions D(n) et C(n) pour 1’analyse du tri par fusion, on
ajoute une fonction qui est @(n) et une fonction qui est G(1). Cette somme est une
fonction linéaire de n, a savoir ®(n). L’ajouter au terme 27(n/2) de 1’étape régner
donne la récurrence pour T'(n), temps d’exécution du tri par fusion dans le cas le plus

défavorable : o
— (1) Si n= 1 ,
= { 2T(n/2)+O(n) sin>1. 2.1)
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Au chapitre 4, nous verrons le « théoreme général » griace auquel on peut montrer
que T(n) est O(nlgn), ou lgn désigne log, n. Comme la fonction logarithme croit
plus lentement que n’importe quelle fonction linéaire, pour des entrées suffisamment
grandes, le tri par fusion, avec son temps d’exécution O (n 1g n), est plus efficace que le
tri par insertion dont le temps d’exécution vaut ®(n?) dans le cas le plus défavorable.

On n’a pas besoin du théoréme général pour comprendre intuitivement pourquoi
la solution de la récurrence (2.1) est T(n) = O(nlg n). Réécrivons la récurrence (2.1)

comme suit
c sin=1,
T(n) = { 2T(n/2)+cn sin>1,

la constante ¢ représentant le temps requis pour résoudre des problémes de taille 1,
ainsi que le temps par élément de tableau des étapes diviser et combiner. ®

(2.2)

La figure 2.5 montre comment on peut résoudre la récurrence (2.2). Pour des rai-
sons de commodité, on suppose que n est une puissance exacte de 2. La partie (a)
de la figure montre 7'(n) qui, en partie (b), a été développé pour devenir un arbre
équivalent représentant la récurrence. Le terme cn est la racine (le colit au niveau su-
périeur de récursivité), et les deux sous-arbres de la racine sont les deux récurrences
plus petites 7(n/2). La partie (c) montre le processus une étape plus loin, apres ex-
pansion de T'(n/2). Le coit de chacun des deux sous-nceuds, au deuxiéme niveau de
récursivité, est cn/2. On continue de développer chaque nceud de 1’arbre en le divi-
sant en ses parties constituantes telles que déterminées par la récurrence, jusqu’a ce
que les tailles de probleme tombent a 1, chacune ayant alors un cofit c. La partie (d)
montre 1’arbre résultant.

Ensuite, on cumule les cofits sur chaque niveau. Le niveau supérieur a un colt
total cn, le niveau suivant a un cot total ¢(n/2) + c(n/2) = cn, le niveau suivant a un
colt total c(n/4) + c(n/4) + c(n/4) + c(n/4) = cn, etc. Plus généralement le niveau i
au-dessous de la racine a 2/ nceuds, dont chacun contribue pour un coiit ¢(n / 27), de
sorte que ce i-&me niveau a un coft total 2 c¢(n/2") = cn. Au niveau le plus bas, il y a
n noeuds dont chacun contribue pour un coit de ¢, ce qui donne un cofit total de cn.

Le nombre total de niveaux de cet « arbre de récursivité », tel qu’indiqué sur la
figure 2.5, est 1g n+1. Ce fait se laisse facilement vérifier par un raisonnement inductif
informel. Le cas de base se produit pour n = 1, auquel cas il n’y a qu’un seul niveau.
Comme lg 1 = 0, on voit que Ign + 1 donne le nombre correct de niveaux. Supposons
maintenant, comme hypothése de récurrence, que le nombre de niveaux d’un arbre
de récursivité a 2/ nceuds soit 1g2/ + 1 = i + 1 (car, pour une valeur quelconque
de i, on a 1g2’ = i). Comme on suppose que la taille originelle de 1’entrée est une
puissance de 2, la taille a considérer pour I’entrée suivante est 2!, Un arbre 2 2/*!

(8) Il est tres improbable que la méme constante représente exactement et le temps de résolution des pro-
blemes de taille 1 et le temps par élément de tableau des étapes diviser et combiner. On peut contourner cette
difficulté en prenant pour c le plus grand de ces temps et en supposant que notre récurrence donne une borne
supérieure du temps d’exécution, ou bien en prenant pour c le plus petit de ces temps et en partant du principe
que notre récurrence donne une borne inférieure du temps d’exécution. Les deux bornes sont de 1’ordre de
nlgn et, aelles deux, donnent un temps d’exécution en O(nlgn).
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T(n) cn cn
T(n/2) T(n/2) cn/2 cnl2
T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4)
(@) (b) (c)
A cn il cn
cn/2 Cn/2 e - cen
lgn / \ / \
cnl4 cnl4 cnl4 cnf4 e im- cn
Y ¢ ¢ ¢ ¢ e e e oo
R/_/
n -
(d) Total: cnlgn + cn

Figure 2.5 La construction d’'un arbre de récursivité pour la récurrence T(n) = 2T(n/2) + cn. La
partie (@) montre T(n), progressivement développé en (b)-(d) pour former I'arbre de récursivité.
L'arbre complet, en partie (d), a lgn+1 niveaux (c’'est-a-dire, il a une hauteur Ign comme indiquée),
sachant que chaque niveau contribue pour un co(t total de cn. Le co(t global est donc cnlgn+cn,
c'est a dire O(nlgn).
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nceuds ayant un niveau de plus qu’un arbre 2 2/ nceuds, le nombre total de niveaux
estdonc (i + 1)+ 1 =1g2*! + 1.

Pour calculer le colt total représenté par la récurrence (2.2), il suffit d’additionner
les cofits de tous les niveaux. Il y a Ign + 1 niveaux, chacun cofitant cn, ce qui donne
un cofit global de cn(lgn + 1) = cnlgn + cn. En ignorant le terme d’ordre inférieur et
la constante ¢, on arrive au résultat souhaité qui est O(n1gn).

Exercices

2.3.1 En s’inspirant de la figure 2.4, illustrer le fonctionnement du tri par fusion sur le ta-
bleau A = (3,41,52,26,38,57,9,49).

2.3.2 Réécrire la procédure FUSION de telle sorte qu’elle n’emploie pas de sentinelles mais
qu’a la place elle s’arréte quand 1’un des deux tableaux L et R a eu tous ses éléments copiés
dans A, en copiant alors le reste de 1’autre tableau dans A.

2.3.3 Utiliser I’induction mathématique pour montrer que, lorsque 7 est une puissance exacte
de 2, la solution de la récurrence
2 sin=2,
T(n) = { 2T(n/2)+n sin=2% pourk > 1
est T(n) =nlgn.

2.3.4 Le tri par insertion peut étre exprimé sous la forme d’une procédure récursive de la
maniere suivante. Pour trier A[1..n], on trie récursivement A[1 ..n — 1] puis on insére A[n]
dans le tableau trié A[1..n — 1]. Ecrire une récurrence pour le temps d’exécution de cette
version récursive du tri par insertion.

2.3.5 En reprenant le probléme de la recherche (voir exercice 2.1.3), observez que, si la
séquence A est triée, on peut comparer le milieu de la séquence avec v et supprimer la moitié
de la séquence pour la suite des opérations. La recherche dichotomique est un algorithme qui
répete cette procédure, en divisant par deux & chaque fois la taille de la partie restante de la
séquence. Ecrire le pseudo code, itératif ou récursif, de la recherche dichotomique. Expliquer
pourquoi le temps d’exécution de la recherche dichotomique, dans le cas le plus défavorable,
est O(lgn).

2.3.6 On observe que la boucle tant que des lignes 5 — 7 de la procédure TRI-INSERTION
de la section 2.1 utilise une recherche linéaire pour parcourir (a rebours) le sous-tableau tri¢
A[l..j — 1]. Est-il possible d’utiliser a la place une recherche dichotomique (voir I’exer-
cice 2.3.7) pour améliorer le temps d’exécution global du tri par insertion, dans le cas le plus
défavorable, de facon qu’il devienne ®(nlgn) ?

2.3.7 *x Décrire un algorithme en @(nlgn) qui, étant donnés un ensemble S de n entiers
et un autre entier x, détermine s’il existe ou non deux éléments de S dont la somme vaut
exactement x.
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PROBLEMES

2.1. Tri par insertion sur petits tableaux dans le cadre du tri par fusion

Bien que, dans le pire des cas, le tri par fusion s’exécute en O(nlgn) et le tri par
insertion en ®(n?), les facteurs constants du tri par insertion le rendent plus rapide
pour n petit. Il est donc logique d’utiliser le tri par insertion a I’intérieur du tri par
fusion lorsque les sous-problemes deviennent suffisamment petits. On va étudier la
modification suivante du tri par fusion : n/k sous-listes de longueur k sont triées via
tri par insertion, puis fusionnées a I’aide du mécanisme de fusion classique. k est une
valeur a déterminer.

a. Montrer que les n/k sous-listes, chacune de longueur k, peuvent étre triées via tri
par insertion avec un temps ®(rnk) dans le cas le plus défavorable.

b. Montrer que les sous-listes peuvent étre fusionnées en O(nlg(n/k)) dans le cas le
plus défavorable.

¢. Sachant que I’algorithme modifié s’exécute en @(nk + nlg(n/k)) dans le cas le
plus défavorable, quelle est la plus grande valeur asymptotique (notation ®) de
k, en tant que fonction de n, pour laquelle 1’algorithme modifié a le méme temps
d’exécution asymptotique que le tri par fusion classique ?

d. Comment doit-on choisir k en pratique ?

2.2. Conformité du tri a bulles

Le tri a bulles est un algorithme de tri trés populaire. Son fonctionnement s’appuie
sur des permutations répétées d’éléments contigus qui ne sont pas dans le bon ordre.

TRI-BULLES(A)
1 pouri <« 1alongueur[A]

2 faire pour j < length[A] decr jusqu’a i+ 1
3 faire si A[j] < A[j — 1]
4 alors permuter A[j] < A[j — 1]

a. Soit A’ le résultat de TRI-BULLES(A). Pour prouver la conformité de TRI-BULLES,
il faut montrer qu’il se termine et que

AT <AT21< - <Al (2.3)
avec n = longueur[A]. Que faut-il prouver d’autre pour démontrer que TRI-BULLES
trie réellement ?

Les deux parties suivantes vont montrer 1’inégalité (2.3).

b. Définir de maniere précise un invariant pour la boucle pour des lignes 2—4, puis
montrer que cet invariant est vérifié. La démonstration doit employer la structure
d’invariant de boucle exposée dans ce chapitre.
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c. En utilisant la condition de finalisation de I’invariant démontrée en (b), définir
un invariant pour la boucle pour des lignes 1-4 qui permette de prouver 1’in-
égalité (2.3). La démonstration doit employer la structure d’invariant de boucle
exposée dans ce chapitre.

d. Quel est le temps d’exécution du tri a bulles dans le cas le plus défavorable ?
Quelles sont ses performances, comparées au temps d’exécution du tri par inser-
tion ?

2.3. Conformité de la régle de Horner
Le code suivant implémente la regle de Horner relative a I’évaluation d’un polyndme

P(x) = Zakxk =ag+x(a) +x(ar + - - - +x(ay,—1 +xa,)--+)),

k=0
étant donnés les coefficients ag, aq, . . ., a, et une valeur de x :
1 y<0
2 i+—n
3 tantquei >0
4 faire y «— a; +x-y
5 i—i—1

a. Quel est le temps d’exécution asymptotique de ce fragment de code ?

b. Ecrire du pseudo code qui implémente 1’algorithme naif d’évaluation polynomiale,
lequel calcule chaque terme du polyndme ex nihilo. Quel est le temps d’exécution
de cet algorithme ? Quelles sont ses performances, comparées a celles de la regle
de Horner ?

¢. Prouver que ce qui suit est un invariant pour la boucle tant que des lignes 3 —5.
Au début de chaque itération de la boucle tant que des lignes 3-5,

n—(i+1)
y= E ak+i+1/VJ{ .
k=0
On considérera qu’une sommation sans termes est égale a 0. La démonstration
doit se conformer a la structure d’invariant de boucle exposée dans ce chapitre et
N n
montrer que, & la fin,onay = > 7_ axxt.

d. Conclure en démontrant que le fragment de code donné évalue correctement un

polyndme caractérisé par les coefficients ag, ay, . . . , a,.

2.4. Inversions
Soit A[1..n] un tableau de n nombres distincts. Si i < j et A[i] > Al[j], on dit que le
couple (i, ) est une inversion de A.

a. Donner les cing inversions du tableau (2,3, 8,6, 1).
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b. Quel est le tableau dont les éléments appartiennent a I’ensemble {1,2,...,n} qui

a le plus d’inversions ? Combien en possede-t-il ?

¢. Quelle est la relation entre le temps d’exécution du tri par insertion et le nombre

d’inversion du tableau en entrée ? Justifier la réponse.

d. Donner un algorithme qui détermine en un temps ®(nlgn), dans le cas le plus

défavorable, le nombre d’inversions présentes dans une permutation quelconque
de n éléments. (Conseil : Modifier le tri par fusion.)

NOTES

En 1968, Knuth publia le premier des trois volumes ayant le titre général The Art of Com-
puter Programming [182, 183, 185]. Le premier volume introduisait I’étude moderne des
algorithmes informatiques en insistant sur I’analyse du temps d’exécution, et la série com-
plete reste une référence attrayante et utile pour nombre de sujets présentés ici. Selon Knuth,
le mot « algorithme » vient de « al-Khowarizmi » qui était un mathématicien Persan du neu-
viéme siecle.

Aho, Hopcroft et Ullman [5] ont plaidé en faveur de I’analyse asymptotique des algo-
rithmes comme moyen de comparer les performances relatives. Ils ont également popularisé
I’utilisation des relations de récurrence pour décrire les temps d’exécution des algorithmes
récursifs.

Knuth [185] offre une étude encyclopédique de nombreux algorithmes de tri. Sa compa-
raison des algorithmes de tri (page 381) contient des analyses dénombrant trés exactement les
étapes, comme celle que nous avons effectuée ici pour le tri par insertion. L’étude par Knuth
du tri par insertion englobe plusieurs variantes de 1’algorithme. La plus importante est le tri
de Shell, dii a D. L. Shell, qui utilise le tri par insertion sur des sous-séquences périodiques
de I’entrée pour produire un algorithme de tri plus rapide.

Knuth décrit également le tri par fusion. Il mentionne qu’une machine mécanique capable
de fusionner deux jeux de cartes perforées en une seule passe fut inventée en 1938. Il sem-
blerait que J. von Neumann, 1’'un des pionniers de 1’informatique, ait écrit un programme de
tri par fusion pour I’ordinateur EDVAC en 1945.

Gries [133] contient I’historique des essais de démonstration de la conformité des pro-
grammes ; il attribue a P. Naur le premier article paru sur le sujet. Gries attribue la paternité
des invariants de boucle a R. W. Floyd. Le manuel de Mitchell [222] présente des travaux
plus récents en matiere de démonstration de la justesse des programmes.
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Chapitre 3

Croissance des fonctions

L’ordre de grandeur du temps d’exécution d’un algorithme, défini au chapitre 2,
donne une caractérisation simple de I’efficacité de I’algorithme et permet également
de comparer les performances relatives d’algorithmes servant a faire le méme travail.
Quand la taille de I’entrée n devient suffisamment grande, le tri par fusion, avec son
temps d’exécution en ®(nlgn) pour le cas le plus défavorable, I’emporte sur le tri
par insertion, dont le temps d’exécution dans le cas le plus défavorable est en @ (n?).
Bien qu’il soit parfois possible de déterminer le temps d’exécution exact d’un algo-
rithme, comme nous I’avons fait pour le tri par insertion au chapitre 2, cette précision
supplémentaire ne vaut généralement pas la peine d’étre calculée. Pour des entrées
suffisamment grandes, les effets des constantes multiplicatives et des termes d’ordre
inférieur d’un temps d’exécution exact sont négligeables par rapport aux effets de la
taille de I’entrée.

Quand on prend des entrées suffisamment grandes pour que seul compte réellement
I’ordre de grandeur du temps d’exécution, on étudie les performances asymptotiques
des algorithmes. En clair, on étudie la facon dont augmente a la limite le temps d’exé-
cution d’un algorithme quand la taille de I’entrée augmente indéfiniment. En géné-
ral, un algorithme plus efficace asymptotiquement qu’un autre constitue le meilleur
choix, sauf pour les entrées tres petites.

Ce chapitre va présenter plusieurs méthodes classiques pour la simplification de
I’analyse asymptotique des algorithmes. La premiere section définira plusieurs types
de « notation asymptotique », dont nous avons déja vu un exemple avec la notation
0. Seront ensuite présentées diverses conventions de notation utilisées tout au long
de ce livre. Le chapitre se terminera par une révision du comportement de fonctions
qui reviennent fréquemment dans 1’analyse des algorithmes.
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3.1 NOTATION ASYMPTOTIQUE

Les notations que nous utiliserons pour décrire le temps d’exécution asymptotique
d’un algorithme sont définies en termes de fonctions dont le domaine de définition est
I’ensemble des entiers naturels N = {0, 1,2,...}. De telles notations sont pratiques
pour décrire la fonction 7T'(n) donnant le temps d’exécution du cas le plus défavorable,
qui n’est généralement définie que sur des entrées de taille entiere. Cependant, il est
parfois avantageux d’étendre abusivement la notation asymptotique de diverses ma-
nieres. Par exemple, la notation peut étre facilement étendue au domaine des nombres
réels, ou, inversement, réduite a un sous-ensemble des entiers naturels. Il est donc im-
portant de comprendre la signification précise de la notation, de sorte que, méme si
I’on en abuse, on n’en mésuse pas. Cette section va définir les notations asympto-
tiques fondamentales et présenter certains abus fréquents.

a) Notation ©®

Au chapitre 2, nous avons trouvé que le temps d’exécution, dans le cas le plus défa-
vorable, du tri par insertion est T(n) = O(n?). Définissons le sens de cette notation.
Pour une fonction donnée g(n), on note O(g(n)) I’ensemble de fonctions suivant :

O(g(n)) = {f(n) : il existe des constantes positives ci, c; et ng telles que
0 < c18(n) < f(n) < cag(n) pour tout n > ng} .V

Une fonction f(n) appartient a ’ensemble ®(g(n)) s’il existe des constantes po-
sitives ¢ et ¢y telles que f(n) puisse étre « prise en sandwich » entre c;g(n) et
cpg(n), pour n assez grand. Comme O(g(n)) est un ensemble, on pourrait écrire
« f(n) € O(g(n)) » pour indiquer que f(n) est un membre de O(g(n)). En fait, on
préfere écrire « f(n) = O(g(n)) ». Cet emploi abusif de 1’égalité pour représenter
I’appartenance a un ensemble peut dérouter au début, mais nous verrons plus loin
dans cette section que cela offre des avantages.

La figure 3.1(a) donne une représentation intuitive de fonctions f(n) et g(n) véri-
fiant f(n) = O(g(n)). Pour toutes les valeurs de n situées a droite de ny, la valeur de
f(n) est supérieure ou égale a c;g(n) et inférieure ou égale a cyg(n). Autrement dit,
pour tout n > ny, la fonction f(n) est égale a g(n) a un facteur constant pres. On dit
que g(n) est une borne asymptotiquement approchée de f(n).

La définition de ®(g(n)) impose que chaque membre f(n) € O(g(n)) soit asymp-
totiguement positif, c’est-a-dire que f(n) soit toujours positive pour n suffisamment
grand. (Une fonction asymptotiquement strictement positive est une fonction qui est
positive pour n suffisamment grand.) En conséquence, la fonction g(n) elle-mé&me doit
étre asymptotiquement positive ; sinon, 1’ensemble ®(g(n)) serait vide. On supposera
donc que toute fonction utilisée dans la notation ® est asymptotiquement positive.
Cette hypothése reste valable pour toutes les autres notations asymptotiques définies
dans ce chapitre.

(1) Dans la notation ensembliste, le caractére « : » est synonyme de « tel que ».
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c28(n) cg(n)
fn)
f(n) )
c1g(n) cg(n)
; " . : . :
O f(n) = Og(n)) O f(n) = O(g(n)) O f(n) = Qgn))

() (b) ()

Figure 3.1 Exemples de notations 0, O et . Dans chaque partie, la valeur de nq est la valeur mi-
nimale possible; n'importe quelle valeur supérieure ferait aussi |'affaire. (a) La notation ® borne
une fonction entre des facteurs constants. On écrit f(n) = ®(g(n)) s'il existe des constantes posi-
tives ng, ¢; et ¢, telles que, a droite de ng, la valeur de f(n) soit toujours comprise entre ¢;g(n)
et c,g(n) inclus. (b) La notation O donne une borne supérieure pour une fonction a un facteur
constant prés. On écrit f(n) = O(g(n)) s'il existe des constantes positives ng et c telles que, a droite
de ny, la valeur de f(n) soit toujours inférieure ou égale a cg(n). (c) La notation Q) donne une
borne inférieure pour une fonction a un facteur constant pres. On écrit f(n) = Q(g(n)) s'il existe
des constantes positives ng et c telles que, a droite de ny, la valeur de f(n) soit toujours supérieure
ou égale a cg(n).

Au chapitre 2, nous avons défini de la maniére informelle suivante la notation ® :
on élimine les termes d’ordre inférieur et on ignore le coefficient du terme d’ordre
supérieur. Justifions brievement cette définition intuitive en utilisant la définition for-
melle pour montrer que %nz — 3n = O(n?). Pour ce faire, on doit déterminer des
constantes positives ¢y, ¢, et ng telles que

1
c1n2 < Enz —3n < czn2

pour tout n > ng. En divisant par n2, on obtient

1
cgss——-<o0.
2 n

On peut s’arranger pour que le membre droit de I’inégalité soit valide pour toute
valeur de n > 1, et ce en choisissant ¢, > 1/2. De méme, on peut faire en sorte que
le membre gauche de 1’inégalité soit valide pour toute valeur de n > 7, en choisissant
¢ < 1/14. Donc, en prenant ¢; = 1/14, ¢; = 1/2 et ny = 7, on peut vérifier que
%nz — 3n = O(n?). D’autres choix sont bien entendu possibles pour les constantes ;
I’important est qu’il existe au moins une possibilité. Notez que ces constantes dé-
pendent de la fonction %nz — 3n; une autre fonction appartenant 2 ®(n?) exigerait
normalement des constantes différentes.

On peut également utiliser la définition formelle pour vérifier que 6n° # O(n?).
Supposons qu’il existe ¢, et ng tels que 6n° < cyn? pour tout n > ng. On a alors
n < ¢/6, ce qui ne peut pas étre vrai pour n arbitrairement grand, puisque c; est
constant.
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Intuitivement, on peut ignorer les termes d’ordre inférieur d’une fonction asymp-
totiquement positive pour le calcul de bornes asymptotiquement approchées, car ils
ne sont pas significatifs pour n grand. Une petite partie du terme d’ordre supérieur
suffit a rendre négligeables les termes d’ordre inférieur. Donc, si I’on donne a ¢ une
valeur 1égerement plus petite que le coefficient du terme d’ordre supérieur et a ¢ une
valeur légerement plus grande, on arrive a satisfaire les inégalités sous-jacentes a la
notation ®. On peut donc ignorer le coefficient du terme d’ordre supérieur, puisque
cela ne modifie ¢ et ¢y que d’un facteur constant égal a ce coefficient.

Comme exemple, considérons une fonction quadratique quelconque f(n) = an® +

bn + ¢, ou a, b et ¢ sont des constantes, et @ > 0. Si I’on néglige les termes d’ordre
inférieur et la constante, on obtient f(n) = O(n?). Formellement, pour arriver a la
méme conclusion, on prend ¢; = a/4, ¢; = Ta/4 et ny = 2- max((|b| /a), \/(|c| /a)).
Le lecteur pourra vérifier que 0 < cn? <an®+bn+c < cn? pour tout n > ng. Plus
généralement, pour tout polyndome p(n) = E?:o a;n', o les a; sont des constantes et
ag > 0,onap(n) = On?) (voir probleme 3.1).

Comme toute constante est un polyndme de degré 0, on peut exprimer toute fonc-
tion constante par @(1n’) ou O(1). La derniére notation est légérement abusive, car
on ne sait pas quelle est la variable qui tend vers I’infini ®. On utilisera souvent la
notation ®(1) pour signifier indifféremment une constante ou un fonction constante
d’une certaine variable.

b) Notation O

La notation ® borne asymptotiquement une fonction a la fois par exces et par défaut.
Quand on ne dispose que d’une borne supérieure asymptotique, on utilise la notation
O. Pour une fonction g(n) donnée, on note O(g(n)) (prononcer « grand O de g de n »
ou « O de g de n ») I’ensemble de fonctions suivant :

O(g(n)) = {f(n) : il existe des constantes positives ¢ et ny telles que
0 < f(n) < cg(n) pour toutn > ng} .

La notation O sert a majorer une fonction, a un facteur constant pres. La fi-
gure 3.1(b) montre la signification intuitive de la notation O. Pour toutes les valeurs
de n situées a droite de ng, la valeur de la fonction f(n) est inférieure ou égale a
cg(n).

Pour indiquer qu’une fonction f(n) est membre de 1’ensemble O(g(n)), on écrit
f(n) = O(g(n)). On remarquera que f(n) = O(g(n)) implique f(n) = O(g(n)), puisque
la notation O est une notion plus forte que la notation O. En termes de théorie des
ensembles, on a ®(g(n)) C O(g(n)). Donc, notre preuve que toute fonction quadra-
tique an® + bn + ¢, avec a > 0, est dans @(n?) prouve également que toute fonction
(2) Le véritable probleme vient de ce que la notation usuelle pour les fonctions ne distingue pas les fonctions
des valeurs. En \-calcul, les parametres d’une fonction sont clairement spécifiés : la fonction n? pourrait

s’écrire An.n?, voire Ar.r2. Cela dit, adopter une notation plus rigoureuse compliquerait les manipulations
algébriques et on tolere donc cet abus.
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quadratique de ce genre est dans O(n?). Ce qui peut paraitre plus surprenant, c’est
que toute fonction linéaire an + b est aussi dans O(n?), ce que 1’on peut aisément
vérifier en prenant ¢ = a + |b| et ng = 1.

Le lecteur qui a déja rencontré la notation O pourrait s’étonner que nous écrivions,
par exemple, n = O(n?). Dans la littérature, la notation O sert parfois de maniére in-
formelle a décrire des bornes asymptotiquement approchées, concept que nous avons,
pour notre part, défini a I’aide de la notation ®. Dans ce livre, lorsque nous écrivons
f(n) = O(g(n)), nous disons simplement qu’un certain multiple constant de g(n) est
une borne supérieure de f(n), sans indiquer quoi que ce soit sur le degré d’approxi-
mation de la borne supérieure. La distinction entre bornes supérieures asymptotiques
et bornes asymptotiquement approchées est a présent devenue classique dans la litté-
rature sur les algorithmes.

La notation O permet souvent de décrire le temps d’exécution d’un algorithme
rien qu’en étudiant la structure globale de I’algorithme. Par exemple, la structure
de boucles imbriquées de 1’algorithme du tri par insertion (chapitre 2) donne immé-
diatement une borne supérieure en O(n?) pour le temps d’exécution du cas le plus
défavorable : le cofit de chaque itération de la boucle intérieure est borné supérieure-
ment par O(1) (constante), les indices i et j valent tous deux au plus n, et la boucle
intérieure est exécutée au plus une fois pour chacune des n* paires de valeurs de i
etj.

Puisque la notation O décrit une borne supérieure, quand on I’utilise pour borner
le temps d’exécution du cas le plus défavorable d’un algorithme, on borne donc aussi
le temps d’exécution de cet algorithme pour des entrées quelconques. Ainsi, la borne
O(n?) concernant le cas le plus défavorable du tri par insertion s’applique 2 toutes les
entrées possibles. En revanche, la borne ®(n?) concernant le temps d’exécution du tri
par insertion dans le cas le plus défavorable n’implique pas que, pour chaque entrée,
le tri par insertion ait un temps d’exécution borné par ®(n?). Par exemple, nous avons
vu au chapitre 2 que, si ’entrée était déja triée, le tri par insertion s’exécutait avec un
temps en O(n).

En toute rigueur, c’est un abus de langage que de dire que le temps d’exécution
du tri par insertion est O(n?) ; en effet, pour n donné, le véritable temps d’exécution
dépend de la nature de I’entrée de taille n. Quand nous disons « le temps d’exécution
est O(n?) », nous signifions qu’il existe une fonction f(n) qui est O(n?) et telle que,
pour un n fixé, pour toute entrée de taille n, le temps d’exécution est borné supérieu-
rement par f(n). Cela revient au méme de dire que le temps d’exécution du cas le plus
défavorable est O(n?).

¢) Notation Q

De méme que la notation O fournit une borne supérieure asymptotique pour une
fonction, la notation () fournit une borne inférieure asymptotique. Pour une fonction
g(n) donnée, on note )(g(n)) (prononcer « grand oméga de g de n » ou « oméga de g
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de n ») I’ensemble des fonctions suivant :

O(g(n)) = {f(n) : il existe des constantes positives c et ng telles que
0 < cg(n) < f(n) pour toutn > np} .

La signification intuitive de la notation () est illustrée par la figure 3.1(c). Pour toutes
les valeurs de n situées a droite de ng, la valeur de f(n) est supérieure ou égale a cg(n).

A partir des définitions des notations asymptotiques vues jusqu’ici, il est facile de
prouver le théoréme important suivant (voir exercice 3.1.5).

Théoréme 3.1 Pour deux fonctions quelconques f(n) et g(n), on a f(n) = O(g(n)) si
et seulement si f(n) = O(g(n)) et f(n) = Q(g(n)).

Comme exemple d’application de ce théoreme, notre démonstration que
an® + bn + ¢ = O(n?) pour toutes constantes a, b et c, avec a > 0, implique im-
médiatement que an’ + bn + ¢ = Q(n?) et que an’ + bn + ¢ = O(n?). Dans la pratique,
au lieu d’utiliser le théoréme 3.1 pour obtenir des bornes supérieure et inférieure
asymptotiques a partir de bornes asymptotiquement approchées, comme nous 1’avons
fait dans cet exemple, on I'utilise plutdt pour calculer des bornes asymptotiquement
approchées a partir de bornes supérieure et inférieure asymptotiques.

Puisque la notation () décrit une borne inférieure, quand on I’ utilise pour borner le
temps d’exécution d’un algorithme dans le cas optimal, on borne alors également le
temps d’exécution de I’algorithme pour des entrées arbitraires. Par exemple, le temps
d’exécution du tri par insertion dans cas optimal est {)(n), ce qui implique que le
temps d’exécution du tri par insertion est ()(n).

Le temps d’exécution du tri par insertion est donc compris entre {)(n) et O(n?),
puisqu’il se situe quelque part entre une fonction linéaire de n et une fonction qua-
dratique de n. De plus, ces bornes sont asymptotiquement aussi approchées que pos-
sible : par exemple, le temps d’exécution du tri par insertion n’est pas Q(n?), car le
tri prend un temps O(n) lorsque I’entrée est déja triée. Cependant, il n’est pas faux
de dire que le temps d’exécution du tri par Insertion dans le cas le plus défavorable
est ((n?), puisqu’il existe une entrée pour laquelle I’algorithme dure un temps Q(n?).
Quand on dit que le temps d’exécution (tout court) d’un algorithme est {)(g(n)), on
signifie que, pour n suffisamment grand, quelle que soit I’entrée de taille n choisie
pour une valeur quelconque de n, le temps d’exécution pour cette entrée est au moins
un multiple constant de g(n).

d) Notation asymptotique dans les équations et les inégalités

Nous avons déja vu comment les notations asymptotiques s’utilisent dans les for-
mules mathématiques. Par exemple, quand nous avons introduit la notation O, nous
avons écrit « n = O(n?) ». On aurait pu écrire également 2n% +3n+ 1 = 2n% + O(n).
Quelle interprétation donner a ces formules ?

Lorsque la notation asymptotique se trouve isolée dans le membre droit d’une
équation (ou d’une inégalité), comme dans n = O(n?), le signe égal est, comme nous
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’avons vu, synonyme d’appartenance : n € O(n?). En général, toutefois, quand une
notation asymptotique apparait dans une formule, on I’interpréte comme représentant
une certaine fonction anonyme. Par exemple, la formule 202 +3n+1 =212+ On)
signifie que 2n%+3n+1 = 2n%+f(n), oL f(n) est une fonction particuliére de I’ensemble
O(n). Ici f(n) = 3n + 1, qui appartient bien a O(n).

Cet emploi de la notation asymptotique aide a éliminer les détails superflus dans
une équation. Par exemple, au chapitre 2, nous avons exprimé le temps d’exécution
du tri par fusion dans le cas le plus défavorable sous la forme de la récurrence

T(n) = 2T(n/2) + On) .

Si I’on ne s’intéresse qu’au comportement asymptotique de 7(n), il n’y a aucune
raison de spécifier tous les termes d’ordre inférieur ; ’on consideére qu’ils sont tous
compris dans la fonction anonyme représentée par le terme O(n).

On considere que le nombre de fonctions anonymes dans une expression est égal
au nombre d’apparitions de la notation asymptotique. Par exemple, 1’expression

> 0a),
i=1

ne contient qu’une seule fonction anonyme (une fonction de i). Cette expression n’est
donc pas la méme que O(1)+O(2)+- - - + O(n), qui n’a pas d’interprétation tres nette.

Dans certains cas, une notation asymptotique apparait dans le membre gauche
d’une équation, comme dans

2n° + O(n) = O(?) .

On interprete ce type d’équation a 1’aide de la regle suivante : Quelle que soit la
maniére dont on choisit les fonctions anonymes a gauche du signe égal, il existe une
maniére de choisir les fonctions anonymes a droite du signe égal qui rende I’équation
valide. La signification de notre exemple est donc que, pour une fonction quelconque
f(n) € O(n), il existe une certaine fonction g(n) € O(n?) telle que 21> + f(n) = g(n)
pour tout n. Autrement dit, le membre droit d’une équation fournit un niveau de détail
plus grossier que le membre gauche.

On peut enchainer plusieurs relations de ce type, comme dans
207 +3n+1 = 2n%+0(n)
On?) .

On peut interpréter chaque équation séparément, grace a la regle précédente. La
premiere équation dit qu’il existe une certaine fonction f(n) € O(n) telle que
2n” + 3n + 1 = 2n” + f(n) pour tout n. La seconde équation dit que, pour foute fonc-
tion g(n) € O(n) (par exemple, la fonction f(n) précédente), il existe une certaine
fonction h(n) € O?) telle que 2n% + g(n) = h(n) pour tout n. On notera que cette
interprétation implique que 21 + 3n + 1 = ©(n?), ce que d’ailleurs I’enchainement
des équations suggere intuitivement.
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e) Notation o

La borne supérieure asymptotique fournie par la notation O peut étre ou non asymp-
totiquement approchée. La borne 2n”> = O(n?) est asymptotiquement approchée, mais
la borne 2n = O(n?) ne Iest pas. On utilise la notation o pour noter une borne su-
périeure qui n’est pas asymptotiquement approchée. On définit formellement o(g(n))
(« petit o de g de n ») comme étant I’ensemble

o(g(n)) = {f(n) : pour toute constante ¢ > 0, il existe une constante

ng > 0 telle que 0 < f(n) < cg(n) pour tout n > ng} .

Par exemple, 2n = o(n*) mais 2n*> # o(n?).

Les définitions des notations O et o se ressemblent. La différence principale est
que dans f(n) = O(g(n)), la borne 0 < f(n) < cg(n) est valable pour une certaine
constante ¢ > 0, alors que dans f(n) = 0(g(n)), la borne 0 < f(n) < cg(n) est valable
pour toutes les constantes ¢ > (. De maniére intuitive, avec la notation o, la fonction
f(n) devient négligeable par rapport a g(n) quand n tend vers ’infini ; en d’autres
termes

lim @ =0

n—oo g(n)

3.1

Certains auteurs utilisent cette limite comme définition de la notation o ; la définition
donnée dans ce livre impose en outre que les fonctions anonymes soient asymptoti-
quement positives.

f) Notation @

Par analogie, la notation w est a la notation () ce que la notation o est a la notation
0. On utilise la notation w pour indiquer une borne inférieure qui n’est pas asympto-
tiquement approchée. Une facon de la définir est

f(n) € w(g(n)) si et seulement si g(n) € o(f(n)) .
Formellement, on définit w(g(n)) (« petit oméga de g de n ») comme I’ensemble

w(g(n)) = {f(n) : pour toute constante ¢ > 0, il existe une constante

no > 0 telle que 0 < cg(n) < f(n) pour toutn > ng} .

Par exemple, n?/2 = w(n) mais n?/2 # w(n?). La relation f(n) = (g(n)) implique
que

i ) _
im — =00,

n—o0 g(n)

si la limite existe. C’est-a-dire que f(n) devient arbitrairement grande par rapport a
g(n) quand n tend vers I’infini.
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g) Comparaison de fonctions

Nombre de propriétés relationnelles des nombres réels s’appliquent aussi aux com-
paraisons asymptotiques. Dans ce qui suit, on supposera que f(n) et g(n) sont asymp-
totiquement positives.

Transitivité :
f(n) = O(g(n)) et g(n) = O(h(n)) implique f(n) = O(h(n)),
f(n) = O(g(n)) et g(n) = O(h(n)) implique f(n) = O(h(n)),
fn) = Qgm)) et g(n) = Q(h(n)) implique f(n) = Qh(n)) ,
f(n) = o(g(n)) et g(n) = o(h(n)) implique f(n) = o(h(n)),
f(n) = o(gn)) et g(n) = o(h(n)) implique f(n) = w(h(n)) .

Réflexivité :

fmy = 6(m),
fm) = O(f(n),
fmy = Q).

Symétrie :
f(n) = O(g(n)) sietseulementsi g(n) = OF(n)) .
Symétrie transposée :
f(n) = O(g(n)) sietseulementsi g(n) = Q(f(n)),
f(n) = o(g(n)) sietseulementsi g(n) = w(f(n)).
Comme ces propriétés sont vraies pour des notations asymptotiques, on peut dé-

gager une analogie entre la comparaison asymptotique de deux fonctions f et g et la
comparaison de deux réels a et b :

fm=0@nr) = a<b
f(n) = Q(g(n)) ~ azb,
f(n) = O(g(n))
fy=o@gm) =~ a<b,
fm=wgm) ~ a>b.
Nous dirons que f(n) est asymptotiquement inférieure a g(n) si f(n) = o(g(n)), et que
f(n) est asymptotiquement supérieure a g(n) si f(n) = w(g(n)). Toutefois, il existe
une propriété des nombres réels qui n’est pas applicable a la notation asymptotique :

Q
Q
Il
>

Trichotomie : Pour deux nombres réels quelconques a et b, une et une seule des
propositions suivantes est vraie : a < b,a =boua > b.

Alors que deux nombres réels peuvent toujours étre comparés, deux fonctions ne sont
pas toujours comparables asymptotiquement. En d’autres termes, pour deux fonc-
tions f(n) et g(n), il se peut que ’on n’ait ni f(n) = O(g(n)), ni f(n) = Q(g(n)). Par



48 3« Croissance des fonctions

exemple, les fonctions n et n!*"” ne peuvent pas étre comparées a I’aide d’une no-

tation asymptotique, puisque la valeur de I’exposant dans n!**"" oscille entre 0 et 2
en prenant successivement toutes les valeurs de cet intervalle.

Exercices

3.1.1 Soient f(n) et g(n) des fonctions asymptotiquement non négatives. En s’aidant de la
définition de base de la notation ®, prouver que max(f(n), g(n)) = O(f(n) + g(n)).

3.1.2 Montrer que, pour deux constantes réelles a et b quelconques avec b > 0,1’on a

(n+a)’ =0@mb) . (3.2)

3.1.3 Expliquer pourquoi I’affirmation « Le temps d’exécution de 1’algorithme A est au
moins O(n®) » n’a pas de sens.

3.1.4 Est-ce que 2! = 0(2") ? Est-ce que 2% = O(2")?

3.1.5 Démontrer le théoreme 3.1.

3.1.6 Démontrer que le temps d’exécution d’un algorithme est ®(g(n)) si et seulement si son
temps d’exécution dans le cas le plus défavorable est O(g(n)) et son temps d’exécution dans
le meilleur des cas est )(g(n)).

3.1.7 Démontrer que o(g(n)) N w(g(n)) est I’ensemble vide.

3.1.8 On peut étendre notre notation au cas de deux parametres n et m qui tendent vers
Iinfini indépendamment a des vitesses différentes. Pour une fonction donnée g(n,m), on
note O(g(n, m)) I’ensemble des fonctions

O(g(n,m)) = {f(n,m) : il existe des constantes positives c, ny et mg
telles que 0 < f(n,m) < cg(n,m)
pour tout n = ng et tout m > mo} .

Donner des définitions correspondantes pour (g(n, m)) et O(g(n, m)).

3.2 NOTATIONS STANDARD ET FONCTIONS CLASSIQUES

Cette section va revoir certaines fonctions et notations mathématiques standard et
examiner les relations entre elles. Elle va également illustrer 1’utilisation des nota-
tions asymptotiques.
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a) Monotonie

Une fonction f(n) est monotone croissante sim < nimplique f(m) < f(n). De méme,
elle est monotone décroissante si m < nimplique f(m) > f(n). Une fonction f(n) est
Strictement croissante si m < n implique f(m) < f(n) et strictement décroissante si
m < n implique f(m) > f(n).

b) Parties entiéres

Pour tout réel x, on représente le plus grand entier inférieur ou égal a x par |x] (lire
« partie entiere de x ») et le plus petit entier supérieur ou égal a x par [x]| (lire « partie
entiere supérieure de x »). Pour tout x réel, on a

x—1 < |x] <x < [x] <x+1. (3.3)

Pour un entier n quelconque, on a

[n/2]+[n/2] =n,
et pour un réel n > 0O et des entiers a,b > 0, ’on a
[[nfa] /6] = [n/ab] , (3.4)
Lln/a] /b] = |n/ab] , (3.5)
[a/b] (a+®b—1)/b, (3.6)
la/b) ((a—b—1)/b. (3.7)

Les fonctions x| et [x] sont toutes les deux monotones croissantes.

<
=

¢) Congruences

Pour tout entier a et pour tout entier positif n, la valeur @ mod 7 est le reste du quotient
a/n:
amodn=a— |a/n|n. (3.8)

Partant de la notion connue de reste de la division d’un entier par un autre, il
est commode de fournir une notation spéciale pour indiquer 1’égalité des restes. Si
(a mod n) = (b mod n), on écrit a = b (mod n) et I’on dit que a est congru a b
modulo n. En d’autres termes, a = b (mod n) si a et b ont le méme reste dans la
division par n. Il revient au méme de dire que a = b (mod n) si et seulement si n est
un diviseur de b — a. On écrira @ £ b (mod n) si a n’est pas congru a » modulo n.

d) Polynémes

Etant donné un entier non négatif d, un polynéme en n de degré d est une fonction
p(n) de la forme

d
pny =Y an',

i=0
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les constantes ag, ay, - . . ,aq étant les coefficients du polynéme et a; # 0. Un poly-
ndme est asymptotiquement positif si et seulement si a; > 0. Pour un polyndme
asymptotiquement positif p(n) de degré d, on a p(n) = @(n?). Pour toute constante
réelle a > 0, la fonction n* est monotone croissante ; pour toute constante réelle
a < 0, la fonction n? est monotone décroissante. On dit qu’une fonction f(n) a une
borne polynomiale si f(n) = O(n*) pour une certaine constante k.

e) Exponentielles

Pour tous réels a # 0, m et n, on a les identités suivantes :

a =1 ,
a = a ,
al = l/a,
(am)n = amn ,
@y = @,
aman — am+n

Pour tout n et tout @ > 1, la fonction a" est monotone croissante en n. Quand cela
s’avérera pratique, nous supposerons que 0° = 1.

Il existe une relation entre les vitesses de croissance des polynomes et des expo-
nentielles. Pour toutes constantes réelles a et b telles que a > 1, ona:

nb
lim — =0, 3.9
n—oo gl
d’ot I’on peut conclure que
n’ = o(d") .

Ainsi, toute fonction exponentielle dont la base est strictement plus grande que 1 croit
plus vite que toute fonction polynomiale.

En notant e le réel 2, 71828 .. ., base de la fonction logarithme népérien (naturel),
on a pour tout réel x :

2 3 o i

X X X
=l+x+=+=—+---= g

217 31 — i’ (3.10)

ol « ! » représente la fonction factorielle définie plus loin dans cette section. Pour
tout réel x, on a I’'inégalité

e >1+x, (3.11)
(I"égalité n’a lieu que pour x = 0). Lorsque |x| < 1, on a I’approximation
l+x<ef < l+x+x>. (3.12)

Quand x — 0, I’approximation de ¢* par 1 + x est assez bonne :

F=1+x+00u>).



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

3.2 Notations standard et fonctions classiques 51

(Dans cette équation, la notation asymptotique sert a décrire le comportement aux
limites quand x — 0 et non quand x — ©0.) On a pour tout x :

X n
lim (1 + —) — ¢ (3.13)
n—o00 n

f) Logarithmes

On utilisera les notations suivantes :

lgn = log,n (logarithme de base 2) ,
Inn = log,n (logarithme népérien) ,
lgk n = (g n)k (exponentiation) ,
Iglgn = lg(gn) (composition) .

Nous adopterons la convention notationnelle importante selon laquelle les fonctions
logarithme s’appliquent uniquement au terme qui suit dans la formule, de sorte que
Ign + k signifiera (Ign) + k et non lg(n + k). Si nous prenons » > 1 constant, alors
pour n > 0 la fonction log,, n est strictement croissante. Pour tous réels a > 0, b > 0,
c>0etn,ona:

a = blogha

)

log.(ab) = log.a+log.b,

log,d" = nlog,a,
log,a = izgzz , (3.14)
log,(1/a) = —log,a,
log,a = L )
log, b
dowme = oga (3.15)

avec, dans chacune de ces équations, une base de logarithme qui n’est pas 1.

D’apres 1’équation (3.14), changer la base d’un logarithme ne modifie la valeur
du logarithme que d’un facteur constant; nous utiliserons donc souvent la notation
« lgn » lorsque nous ne nous soucierons pas des facteurs constants, par exemple
dans la notation O. Pour les informaticiens, 2 est la base la plus naturelle pour les
logarithmes ; en effet, nombreux sont les algorithmes et structures de données qui
impliquent la séparation d’un probléme en deux parties.

11 existe un développement en série simple pour In(1 + x) quand |x| < 1:

2 x3 4 5

X X X
In(1 — T
n(l+x)=x 2+3 4+5
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On a également les inégalités suivantes pour x > —1 :

X
— < < .
Tox S In(1+x) < x, (3.16)

(I’égalité n’a lieu que pour x = 0).

On dit qu’une fonction f(n) a une borne polylogarithmique si f(n) = O(1g* n) pour
une certaine constante k. On peut mettre en relation la croissance des polynomes et
des polylogarithmes en substituant lgn a n et 2% a a dans I’équation (3.9), ce qui
donne

1g’ n g8 n

m =
n—00 (2‘1)18” n—oo né

=0.

De cette limite, on peut conclure que
1g° n = o(n®)

pour toute constante a > 0. Ainsi, toute fonction polynomiale positive croit plus vite
que toute fonction polylogarithmique.

g) Factorielles

La notation n! (lire « factorielle n ») est définie comme suit pour les entiers n > O :
| 1 sin=0,
n!= .
n-n—1) sin>0.
Donc,n!=1-2-3-.-n.

Une borne supérieure faible de la fonction factorielle est n! < n", puisque chacun
des n termes du produit factoriel vaut au plus n. La formule de Stirling,

nl = 2wn(g>"(1+®(%>>, (3.17)

e étant la base du logarithme naturel, donne une borne supérieure plus serrée ainsi
qu’une borne inférieure. On peut montrer (voir exercice 3.2.3)

n! = om"),
n! = o2,
le(n!) = Olgn), (3.18)

la formule de Stirling servant ici a prouver I’équation (3.18). L’équation suivante est
également vraie pour toutn > 1 :

n n
n! = v2mn (—) o0 (3.19)
e
avece
1
<ay < — . (3.20)

12n+1 12n
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h) Itération fonctionnelle

La notation f)(n) représente la fonction f(n) appliquée, de maniére itérative, i fois a
une valeur initiale n. De maniere plus formelle, soit f(n) une fonction définie sur les
réels. Pour les entiers non négatifs i, on définit récursivement

sii=0,

Dy =4 "
S ‘{ FFOm) sii>0.

Par exemple, si f(n) = 2n alors f(i)(n) =2n.

i) Fonction logarithme itéré

La notation 1g* n (lire « log étoile de n ») représente le logarithme itéré, ainsi dé-
fini : soit 1g®” n la fonction définie itérativement comme précédemment exposé, ol ici
f(n) = 1gn. Comme le logarithme n’est défini que pour les nombres positifs, 1g'” n
n’est définie que si g~V n > 0. Ne confondez pas 1g® n (fonction logarithme ap-
pliquée i fois successivement, I’argument de départ étant n) et 1g’ n (logarithme de n
élevé a la puissance ith). La fonction logarithme itéré est définie ainsi :

lghn=min{i >0:1g%n < 1} .

Le logarithme itéré est une fonction a croissance trés lente :

Ig"2 = 1,
g4 = 2,
¥ 16 = 3,
lg" 65536 = 4,
1g"(2655%) = 5

Le nombre d’atomes de I’univers observable étant estimé a environ 10%°, valeur trés
inférieure 4 2633 il est rare de tomber sur une entrée de taille n tel que Ig* n > 5.

j) Nombres de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci sont définis par la récurrence suivante :

FO =0 )
Fir = 1, (3.21)
Fi = Fi_1+F;_» pouri > 2.

Chaque nombre de Fibonacci est donc la somme des deux précédents, ce qui donne

la suite
0,1,1,2, 3,5, 8,13, 21, 34,55, ....
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Les nombres Fibonacci sont étroitement li€s au nombre d’or ¢ et a son conjugué ¢,
donnés par les formules suivantes :

1++5

b = 5 (3.22)
= 1.61803...,
~ 1—+5
b = —
= —.61803....
Plus précisément, on a
F;= il (3.23)

\/5 )
ce qu'on peut prouver par récurrence (exercice 3.2.6). Comme |cT)| < 1, on a
&'|/V5 < 1/v/5 < 1/2; de sorte que le i-eme nombre de Fibonacci F; est égal

a &'/+/5, arrondi a Ientier le plus proche. Les nombres de Fibonacci croissent donc
de facon exponentielle.

Exercices

3.2.1 Montrer que, si f(n) et g(n) sont des fonctions monotones croissantes, alors les fonc-
tions f(n) + g(n) et f(g(n)) le sont également ; montrer que, si f(n) et g(n) sont en outre non
négatives, f(n)- g(n) est monotone croissante.

3.2.2 Démontrer I’équation (3.15).

3.2.3 Prouver I’équation (3.18). Montrer aussi que n! = w(2") et n! = o(n").

3.2.4 x La fonction [Ign|! a-t-elle une borne polynomiale ? Et la fonction [Iglgn]!?

3.2.5 x Laquelle de ces deux fonctions est la plus grande asymptotiquement : 1g(lg* n) ou
Ig*(gn)?

3.2.6 Démontrer par récurrence que le i-eme nombre de Fibonacci satisfait a 1’égalité

Fi=u7

V5

ol ¢ est le nombre d’or et ¢ son conjugué.

3.2.7 Démontrer que, pour i > 0, le (i + 2)-eme nombre de Fibonacci satisfait a 1’inégalité
F i+2 2 d)l-
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PROBLEMES

3.1. Comportement asymptotique des polynémes

Soit
d
pmy = an',
i=0
avec ag > 0, un polyndme en n de degré d, et soit k une constante. Utiliser les
définitions des notations asymptotiques pour démontrer les propriétés suivantes.

a. Sik > d, alors p(n) = O(n*).
b. Sik < d, alors p(n) = Q(n").
Si k = d, alors p(n) = Q).
Sik > d, alors p(n) = o(nb).

& 8

e. Sik < d, alors p(n) = w(n").

3.2. Croissances asymptotiques relatives

Indiquer, pour chaque paire d’expressions (A, B) du tableau ci-apres, si A est O, o, (),
w ou O de B. On suppose que k > 1, ¢ > 0 et ¢ > 1 sont des constantes. Répondre
en écrivant « oui » ou « non » dans chaque case du tableau.

A B (0] 17) Q w 0

1g* n n

|

o
5
3,
3
=

S lgn!) lgn™)

3.3. Classement par vitesses de croissance asymptotiques

a. Ranger les fonctions suivantes par ordre de croissance ; c’est-a-dire, trouver un
ordre g1, g2, ...,830 pour ces fonctions tel que g; = Q(g2), g2 = Ag3), ...,
g29 = (g30). Partitionner la liste en classes d’équivalence telles que f(n) et g(n)
sont dans la méme classe si et seulement si f(n) = O(g(n)).
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lglg*n) 27 (V2)er a2 n! (Ign)!

(%)” n’ 1g2n  lg(n!) 2% nl/lgn
Inlnn  Ig*n n-2"  plglen g 1
2len (Ign)len et 4len 4+ 1) ign
lg*(lgn) 2Vv2&en n 2" nlgn 22!

b. Trouver une fonction non négative f(n) telle que, pour toutes les fonctions g;(n) de
la partie (a), f(n) ne soit ni O(g;(n)) ni Q(g;(n)).

3.4. Propriétés de la notation asymptotique

Soient f(n) et g(n) des fonctions asymptotiquement positives. Prouver ou démentir
chacune des affirmations suivantes.

a. f(n) = O(g(n)) implique g(n) = O(f(n)).
b. f(n)+ g(n) = O(min(f(n), g(n))).
¢. f(n) = O(g(n) implique 1g(f(n)) = O(g(g(n))), ot lg(g(n)) = 1 et f(n) = 1 pour

tout n suffisamment grand.
d. f(n) = O(g(n)) implique 2/™ = 0 (28™),
fn) =0 ((fFm).
J. f(n) = O(g(n)) implique g(n) = Q(f(n)).
g f(n) = 0O(f(n/2)).
h. f(n) +o(f(n) = O(f(n)).

®

3.5. Variations sur O et ()
Certains auteurs définissent () d’une facon légerement différente de la nétre ; notons

x o

() (lire « oméga infini ») cette autre définition. On dit que f(n) = (g(n)) s’il existe
une constante positive ¢ telle que f(n) > cg(n) > 0 pour un nombre infiniment grand
d’entiers n.

a. Montrer que, pour deux fonctions quelconques f(n) et g(n) qui sont asymptotique-
ment non négatives, on a soit f(n) = O(g(n)), soit f(n) = ﬁ(g(n)), soit les deux,
alors que cela est faux si 1’on utilise () au lieu de Q.

b. Expliquer quels sont les avantages et inconvénients potentiels qu’entraine 1’utilisa-
tion de {1 2 Ia place de () pour caractériser le temps d’exécution des programmes.

Certains auteurs définissent également O d’une facon légerement différente de la
notre ; notons O’ cette autre définition. On dit que f(n) = O’(g(n)) si et seulement si

f(m)] = O(g(n).
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¢. Qu’advient-il, pour chaque sens du « si et seulement si » du théoréme 3.1, si ’on
substitue O" a O tout en continuant d’utiliser () ?

Certains auteurs définissent O (lire « O tilde ») pour signifier O sans les facteurs
logarithmiques :

5(g(n)) = {f(n) : il existe des constantes positives c, k et n telles que
0 < f(n) < cg(n)1g"(n) pour tout n > ng} .

d. Définir Q) et © d’une maniére similaire. Prouver le théoréme qui est I’homologue
du théoreme 3.1.

3.6. Fonctions itérées

L’ opérateur d’itération * utilisé dans la fonction 1g* peut s’appliquer a toute fonction
monotone croissante a variable réelle. Pour une constante donnée ¢ € R, on définit
la fonction itérée f;" par

frm)y=min{i >0:f9n) <c} ,

qui n’est pas obligée d’étre bien définie dans tous les cas. En d’autres termes, la
quantité f*(n) est le nombre de fois qu’il faut appliquer, de maniere itérée, la fonction
f pour faire tomber son argument a une valeur inférieure ou égale a c. Pour chacune
des fonctions f(n) et des constantes ¢ suivantes, donner une borne aussi approchée
que possible pour f(n).

f(n) Q)

a n-—1
b. lgn
n/2

QU oo
S
~
[\

c
0
1
1
2
2
1
2
2

> SN e
S

NOTES

Knuth [182] fait remonter les origines de la notation O a un texte sur la théorie des nombres
écrit par P. Bachmann en 1892. La notation o fut inventée par E. Landau en 1909 pour
son étude sur la distribution des nombres premiers. L’emploi des notations ) et © a été
recommandé par Knuth [186] qui dénonce la pratique, trés répandue mais peu rigoureuse,
qui consiste a utiliser la notation O aussi bien pour les bornes supérieures que les bornes
inférieures. Maintes personnes continuent a utiliser la notation O 1a ou la notation O serait
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plus appropriée. On trouvera une étude plus précise de I’histoire et du développement des
notations asymptotiques dans Knuth [182, 186], ainsi que dans Brassard et Bratley [46].

Tous les auteurs ne définissent pas les notations asymptotiques de la méme fagcon, bien que
les différentes définitions se rejoignent dans la plupart des situations concretes. Certaines de
ces autres définitions englobent les fonctions qui ne sont pas asymptotiquement non néga-
tives, a condition que leurs valeurs absolues soient bornées comme il faut.

L’équation (3.19) est due a Robbins [260]. On trouvera d’autres propriétés des fonctions
mathématiques élémentaires dans tout bon manuel de mathématiques générales, dont Abra-
mowitz et Stegun [1] ou Zwillinger [320], ou encore dans un manuel de calcul numérique, tel
Apostol [18] ou Thomas et Finney [296]. Knuth [182] et Graham, Knuth et Patashnik [132]
renferment quantité de choses sur les mathématiques discretes appliquées a 1’informatique.
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Chapitre 4

Récurrences

Comme nous I’avons vu a la section 2.3.2, quand un algorithme contient un appel ré-
cursif a lui-méme, son temps d’exécution peut souvent &tre décrit par une récurrence.
Une récurrence est une équation ou inégalité qui décrit une fonction a partir de sa
valeur sur des entrées plus petites. Par exemple, nous avons vu a la section 2.3.2 que
le temps T'(n) d’exécution du cas le plus défavorable de la procédure TRI-FUSION
pouvait étre décrit par la récurrence :

- 0(1) sin=1,
Tm) = { 2T(n/2)+0Om) sin>1, 4.1)

dont nous avions affirmé que la solution était T(n) = O(nlgn).

Ce chapitre va présenter trois méthodes pour résoudre les récurrences, c’est-a-dire
pour obtenir des bornes asymptotiques « @ » ou « O » pour la solution. Dans la
méthode de substitution, on devine une borne puis on utilise une récurrence mathé-
matique pour démontrer la validité de la conjecture. La méthode de ’arbre récursif
convertit la récurrence en un arbre dont les nceuds représentent les cofits induits a
différents niveaux de la récursivité ; nous emploierons des techniques de bornage de
sommation pour résoudre la récurrence. La méthode générale fournit des bornes pour
les récurrences de la forme

T(n) = aT(n/b) +f(n),

oua > 1,b > 1 et f(n) est une fonction donnée ; cette méthode oblige a traiter trois
cas distincts, mais facilite la détermination des bornes asymptotiques pour nombre
de récurrences simples.
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a) Considérations techniques

En pratique, on néglige certains détails techniques pour énoncer et résoudre les récur-
rences. Par exemple, on passe souvent sur le fait que les arguments des fonctions sont
des entiers. Normalement, le temps d’exécution 7'(n) d’un algorithme n’est défini que
pour n entier puisque, dans la plupart des algorithmes, la taille de 1’entrée a toujours
une valeur entiere. Par exemple, la récurrence décrivant le temps d’exécution de TRI-
FUSION dans le cas le plus défavorable devrait en fait s’écrire :

6() sin=1,

T(”)‘{ T([n/2))+ T(|n/2])+ O(n) sin>1. (4.2)
Autre classe de détails le plus souvent ignorée : les conditions aux limites. Puisque
le temps d’exécution d’un algorithme sur une entrée de taille constante est une
constante, les récurrences sous-jacentes au calcul du temps d’exécution des al-
gorithmes ont généralement T(n) = O(1) pour n suffisamment petit. Du coup, pour
simplifier, on omet généralement de définir les conditions aux limites des récurrences
et I’on suppose que T'(n) est constant pour n petit. Par exemple, la récurrence (4.1)
est généralement définie de la facon suivante :

T(n)=2T(n/2)+On), 4.3)

sans que I’on donne explicitement des valeurs pour n petit. La raison en est la sui-
vante : bien que changer la valeur de 7'(1) ait pour effet de changer la solution de la
récurrence, en général cette solution ne change pas de plus d’un facteur constant, ce
qui ne modifie pas I’ordre de grandeur.

Quand on définit et résout des récurrences, on omet souvent les parties entieres et
les conditions aux limites. On va de I’avant sans se préoccuper de ces détails puis,
ultérieurement, on voit s’ils sont importants ou non. En général ils ne sont pas im-
portants, mais il est vital de savoir quand ils le sont. L’expérience aide, de méme que
certains théorémes énongant que ces détails n’affectent pas les bornes asymptotiques
de moult récurrences rencontrées dans 1’analyse des algorithmes (voir théoréeme 4.1).
Dans ce chapitre, toutefois, on abordera certains de ces détails afin d’illustrer les
subtilités des méthodes de résolution de récurrence.

4.1 METHODE DE SUBSTITUTION

La méthode de substitution recouvre deux phases :
1) Conjecturer la forme de la solution.

2) Employer une récurrence mathématique pour trouver les constantes et prouver que
la solution est correcte.

Le nom vient du fait que 1’on substitue la réponse supposée a la fonction quand
on applique I’hypothese de récurrence aux valeurs plus petites Cette méthode est
puissante, mais ne peut manifestement s’utiliser que lorsque la forme de la réponse
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est facile a deviner. La méthode de substitution peut servir a borner une récurrence par
exces ou par défaut. Par exemple, calculons une borne supérieure pour la récurrence

T(n)=2T(|n/2])+n, 4.4)

qui ressemble aux récurrences (4.2) et (4.3). On conjecture que la solution est
T(n) = O(nlgn). La méthode consiste a démontrer que 7(n) < cnlgn pour un choix
approprié de la constante ¢ > 0. On commence par supposer que cette borne est
valable pour |n/2], autrement dit que T(|n/2]) < ¢ |n/2]1g(|n/2]). La substitution
donne

T(n) < 2(c|n/2]1g(|n/2]))+n
< enlgn/2)+n
= cnlgn—cnlg2+n
= cnlgn—cn+n
< cnlgn,

la derniere étape étant vraie sic > 1.

L’induction mathématique exige que nous montrions que notre solution est valable
pour les conditions aux limites. En général, on le fait en montrant que les conditions
aux limites peuvent servir de cas initiaux pour la démonstration par récurrence. Pour
la récurrence (4.4), on doit montrer qu’il est possible de choisir une constante ¢ suffi-
samment grande pour que la borne 7'(n) < cnlgn soit vraie aussi pour les conditions
aux limites. Cette contrainte peut parfois induire des problemes. Supposons, pour les
besoins de la discussion, que 7(1) = 1 soit I'unique condition aux limites pour la ré-
currence. Alors, pour n = 1, la borne T(n) < cnlgn donne T(1) < cllgl =0, ce
qui contredit 7(1) = 1. Par conséquent, le cas initial de notre démonstration inductive
n’est pas vérifié.

Il est facile de passer outre cette difficulté qu’il y a a prouver une hypothese
de récurrence pour une certaine condition aux limites. Par exemple, dans la récur-
rence (4.4), on profite de ce que la notation asymptotique nous oblige uniquement a
démontrer que 7(n) < cnlgn pour n > ng, ol ngp est une constante de notre choix.
L’idée est de supprimer, dans la démonstration par récurrence, 1’obligation de consi-
dérer la délicate condition aux limites 7(1) = 1. Observez que, pour n > 3, la récur-
rence ne dépend pas directement de 7(1). On peut donc remplacer 7(1) par T(2) et
T(3) comme cas initiaux de la démonstration par récurrence, en faisant ng = 2. Notez
que nous faisons une distinction entre le cas initial de la récurrence (n = 1) et les
cas initiaux de la démonstration (n = 2 et n = 3). Nous déduisons de la récurrence
que T(2) = 4 et T(3) = 5. Nous pouvons maintenant compléter la démonstration par
récurrence que T(n) < cnlgn pour une certaine constante ¢ > 1 en choisissant ¢
suffisamment grand pour que 7(2) < c21g2 et T(3) < c31g3. En fait, on constate
que n’importe quel choix de ¢ > 2 valide les cas initiaux de n = 2 et n = 3. Pour la
plupart des récurrences que nous étudierons, il sera immédiat d’étendre les conditions
aux limites de facon que I’hypothése de récurrence soit vraie pour 7 petit.
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b) De I'art de bien conjecturer

Malheureusement, il n’existe de pas de regle générale pour conjecturer les solutions
des récurrences. Deviner une solution ressort de I’expérience et, parfois, de I’intuition
pure. Cela dit, il existe certaines heuristiques qui vous aideront a devenir un bon
devin. Vous pouvez aussi faire appel aux arbres de récursivité, que nous verrons a la
section 4.2, pour générer de bonnes conjectures.

Si une récurrence ressemble a une autre rencontrée précédemment, il est raison-
nable de conjecturer une solution similaire. Par exemple, la récurrence

T(n)=2T(|n/2|+17)+n,

semble difficile a cause du « 17 » ajouté a I’argument de T dans le membre droit.
Toutefois, on sent bien que ce terme supplémentaire n’affecte pas sensiblement la
solution de la récurrence. Quand n devient grand, la différence entre T(|n/2]) et
T(|n/2] +17) n’est plus aussi importante : ces deux expressions divisent n par deux.
On suppose donc que 7(n) = O(nlgn), puis on vérifiera la validité de la conjecture
en utilisant la méthode de substitution (voir exercice 4.1.5).

Un autre moyen de bien conjecturer consiste a trouver des bornes supérieure et in-
férieure trés larges pour la récurrence, puis a réduire I’intervalle d’incertitude. Ainsi,
on peut partir d’une borne inférieure T(n) = ()(n) pour la récurrence (4.4) (car on a
le terme n dans la récurrence), puis montrer 1’existence d’une borne supérieure ini-
tiale de T(n) = O(n?). Ensuite, on peut progressivement diminuer la borne supérieure
et augmenter la borne inférieure, pour finalement converger vers la bonne solution
asymptotiquement approchée qui est T(n) = O(nlgn).

c) Subtilités

Il peut advenir que I’on arrive a conjecturer la borne asymptotique de la solution
d’une récurrence mais que 1’on n’arrive pas, d’une fagcon ou d’une autre, a ajuster
les différentes valeurs au niveau de la récurrence. En général, le probléme vient de
ce que I’hypotheése de récurrence n’est pas assez forte pour que 1’on puisse valider
la borne précise. Quand on rencontre ce type d’obstacle, il suffit souvent de revoir
I’hypothese, en y incluant la soustraction d’un terme d’ordre inférieur, pour que les
parametres s’ajustent correctement.

Considérons la récurrence
T(n)=T(\n/2])+T([n/2)+1.

On conjecture que la solution est O(n) et I’on essaye de montrer que 7(n) < cn
pour un choix approprié de la constante c. Quand on substitue la conjecture dans la
récurrence, on obtient

T(n) < c|n/2|+c[n/2]+1

= cn+1,
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Ce qui n’implique pas que T(n) < cn pour n’importe quel c. Il est tentant d’essayer
une expression d’ordre supérieur, par exemple T(n) = on?), qu’on choisit ad hoc.
Mais en fait, notre conjecture 7'(n) = O(n) est bonne. Toutefois, pour le démontrer, il
faut faire une hypothese de récurrence plus forte.

Intuitivement, notre conjecture est presque bonne : on ne diverge que de la constante
1, qui est un terme d’ordre inférieur. Néanmoins, la récurrence mathématique ne
marchera que si nous prouvons la forme exacte de I’hypotheése de récurrence. On
contourne la difficulté en retouchant un terme d’ordre inférieur a notre précédente
hypothése. Celle-ci devient T(n) < cn — b, ot b > 0 est constant. On a maintenant :

T(n) < (c|n/2] =b)+(c[n/2] —b)+1
cn—2b+1

cn—>b,

N

tant que b > 1. Comme précédemment, la constante ¢ doit étre choisie suffisamment
grande pour que soient respectées les conditions aux limites.

La plupart des gens trouvent que 1’idée de soustraire un terme d’ordre inférieur va
contre I’intuition. Mais, si le mécanisme mathématique ne fonctionne pas, pourquoi
est-ce que 1’on ne renforcerait pas la conjecture ? La démarche repose sur le fait méme
que I’on est en train d’utiliser la récurrence mathématique : pour prouver quelque
chose de plus fort pour une valeur donnée, on suppose quelque chose de plus fort
pour les valeurs plus petites.

d) Piéges

Il est facile de se fourvoyer dans I’emploi de la notation asymptotique. Par exemple,
dans la récurrence (4.4), on peut « démontrer » a tort que 7'(n) = O(n) en conjecturant
T(n) < cn et en raisonnant de la facon suivante :

T(n) 2(c|n/2])+n
cn+n

o) , <= faux!!

<
<

puisque c est une constante. L’erreur réside dans le fait que nous n’avons pas démon-
tré la forme exacte de 1’hypothese de récurrence, a savoir que 7(n) < cn.

e) Changement de variable

Parfois, il suffit d’une petite manipulation algébrique pour faire ressembler une ré-
currence inconnue a une autre déja vue. Considérons, par exemple, la récurrence

T(n) = 2T (|/n)) +1gn

qui semble difficile. Il est pourtant possible de la simplifier via un changement de
variables. Pour se faciliter la tche, on ne se préoccupera pas d’arrondir les valeurs
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comme /n a I’entier le plus proche. Si I’on fait le changement de variable m = Ign,
on obtient
T(2™) = 2TQR"*) +m.
Si I’on pose maintenant S(m) = T(2™) , on obtient la nouvelle récurrence
S(m) =28(m/2)+m ,
qui ressemble beaucoup a la récurrence (4.4). Effectivement, la nouvelle récurrence

a la mé&me solution : S(m) = O(mlgm). En repassant de S(m) a T(n), on obtient
T(n)=T2"™) =8S(m)=0@mlgm)=0(gnlglgn).

Exercices

4.1.1 Montrer que la solution de T(n) = T([n/2]) + 1 est O(lgn).

4.1.2 On a vu que la solution de T(n) = 2T(|n/2|) + n est O(nlg n). Montrer que la solution
de cette récurrence est aussi {)(nlgn). En conclure que la solution est®(n 1g n).

4.1.3 Montrer que, en faisant une hypothése de récurrence différente, on peut contourner la
difficulté posée par la condition aux limites 7(1) = 1 pour la récurrence (4.4) sans modifier
les conditions aux limites pour la démonstration par récurrence.

4.1.4 Montrer que O(nlg n) est la solution de la récurrence « exacte » (4.2) du tri par fusion.

4.1.5 Montrer que la solution de T'(n) = 2T(|n/2| + 17) + n est O(nlgn).

4.1.6 Résoudre la récurrence T(n) = 2T(y/n) + 1 en effectuant un changement de variable.
Votre solution doit étre asymptotiquement approchée. Il ne faut pas se soucier de savoir si les
valeurs sont entieres.

4.2 METHODE DE L’ARBRE RECURSIF

La méthode de substitution peut fournir une preuve succincte de la validité d’une so-
lution pour une récurrence, mais il est parfois ardu d’imaginer une bonne conjecture.
Tracer un arbre récursif, ainsi que nous 1’avons fait dans notre analyse de la récur-
rence associée au tri par fusion (voir section 2.3.2), est un moyen direct d’arriver a
une bonne conjecture. Dans un arbre récursif, chaque nceud représente le cotit d’un
sous-probleme individuel, situé quelque part dans 1’ensemble des invocations récur-
sives de fonction. On totalise les colits pour chaque niveau de I’arbre afin d’obtenir un
ensemble de cofits par niveau, puis I’on cumule tous les colits par niveau pour calculer
le colt total de la récursivité tous niveaux confondus. Les arbres récursifs sont par-
ticulierement utiles quand la récurrence décrit le temps d’exécution d’un algorithme
diviser-pour-régner.
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Un arbre récursif s’utilise de préférence pour générer une bonne conjecture, confir-
mée ensuite via la méthode de substitution. Quand on emploie un arbre récursif pour
générer une bonne conjecture, on peut souvent tolérer une petite dose d’imprécision
puisque I’on vérifiera ultérieurement la conjecture. Néanmoins, si I’on trace 1’arbre
récursif et que 1’on cumule les cofts avec une tres grande méticulosité, 1”arbre fournit
une preuve directe d’une solution pour la récurrence. Dans cette section, nous utilise-
rons des arbres récursifs pour produire de bonnes conjectures, sachant qu’a la section
4.4 nous emploierons directement les arbres récursifs pour démontrer le théoréme sur
lequel s’ appuie la méthode générale.

Voyons, par exemple, comment un arbre récursif fournirait une bonne conjecture
pour la récurrence T(n) = 3T(|n/4]) + ®(n*). Commengons par nous occuper de
trouver une borne supérieure pour la solution. Comme nous savons que les parties
enticres n’entrent généralement pas en ligne de compte pour la résolution des récur-
rences (voici un exemple d’approximation licite), nous créons un arbre récursif pour
la récurrence T(n) = 3T(n/4) + cn?, dans laquelle nous avons explicité le coefficient
constant ¢ > 0 implicite.

La figure 4.1 montre le tracé progressif de 1’arbre récursif associé a
T(n) = 3T(n/4) + cn’. Pour des raisons de commodité, I’on suppose que 7 est une
puissance exacte de 4 (autre exemple d’approximation tolérable). La partie (a) de la
figure montre 7'(n), qui est ensuite développé en partie (b) pour devenir un arbre équi-
valent représentant la récurrence. Le terme cn? situé sur la racine représente le coiit
au niveau supérieur de la récursivité, et les trois sous-arbres de la racine représentent
les cofits induits par les sous-problemes de taille /4. La partie (c) montre le proces-
sus une étape plus loin, aprés expansion de chacun des nceuds de cotit 7(n/4) de la
partie (b). Le cofit de chacun des trois enfants de la racine est c(n/ 4)2. On continue
de développer chaque nceud de I’arbre en le décomposant en ses parties constitutives,
telles que déterminées par la récurrence.

Comme la taille du sous-probléme décroit 8 mesure que 1’on s’éloigne de la racine,
on finira par atteindre une condition aux limites. A quelle distance de la racine cela
se produira-t-il ? La taille de sous-probléme pour un nceud situé a la profondeur i est
de n/4. Donc, la taille de sous-probléme prendra la valeur n = 1 quand n/4' = 1 ou,
de maniere équivalente, quand i = log, n. Par conséquent, I’arbre a log, n + 1 niveaux
0,1,2,...,log, n).

Ensuite, on détermine le cofit pour chaque niveau de 1’arbre. Chaque niveau a
trois fois plus de nceuds que le niveau immédiatement supérieur, de sorte que le
nombre de nceuds de profondeur i est 3. Comme la taille du sous-probléme diminue
d’un facteur 4 quand on descend d’un niveau, chaque nceud de profondeur i, pour
i=0,1,2,...,log, n — 1, posséde un coiit de c(n/4')?. En multipliant, on voit que le
cofit total pour I’ensemble des nceuds de profondeur i, pouri =0,1,2,...,log,n—1,
vaut 3ic(n/4)> = (3/16)icn®. Le dernier niveau, situé a la profondeur log, n,
a 31927 = plogs3 peeuds, qui ont chacun un cofit 7(1) et qui donnent un cofit total
de n'°%3T(1), qui est O(n'°%+3),
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T(n) cn? cn?
T(%) T T c(4)? c () c(4)?

() (b) ©
2 2
| /cn\ Cn
c(g)z C(%)Z c(g)z ..................... " 3 cn?
10g4n 1_12/12 ny2 n\2 . nN2 . ny2 nN\2 nN2,.ony2 3 2
c(75) c(1g)c(ip)”  c(gg) c(qg) c(3g)”  c(1g) c(qg) c(gg)™ wms w (15) cn
T TA) T T T T T T TV TA) o T(A) T(1) T(1) i Oo%)

710843

) Total : O(n?)

Figure 4.1 La construction d'un arbre récursif pour la récurrence T(n) = 3T(n/4) + cn?. La par-
tie (@) montre T(n), progressivement développé dans les parties (b)-(d) pour former I'arbre récur-
sif. Larbre entiérement développé, en partie (d), a une hauteur de log, n (il comprend log, n + 1
niveaux).

On cumule maintenant les cofits de tous les niveaux, afin de calculer le coit global
de I’arbre :

2 logy n—1
T(n) = an + % an + (13_6) an et (%) an + @(n10g43)
logy n—1 3\i
= 2 (fg) e rou)

i=0
(3/16)len — |

2 log, 3
G/16) =1 cn” + O 87 .
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Cette derniere formule parait quelque peu tarabiscotée mais on peut, ici Aussi, utili-
ser une petite dose d’approximation pour borner supérieurement le résultat a I’aide
d’une série géométrique décroissante. En reprenant I’avant-derniere formule et en
appliquant 1’équation (A.6), on obtient

log, n—1

Z <13_6)icn2+®(nlog43) _ go: (%)icn2+®(nlog43)

1=l

T(n)

= 1—(13/16) cn? + O(n'°%3) = % cn? + O(n'°%3) = 0(n?) .
Nous avons donc déterminé une conjecture 7'(n) = O(n?) pour la récurrence originelle
T(n) = 3T(|n/4))+O(n?). Dans cet exemple, les coefficients de cn? forment une série
géométrique décroissante ; d’apres 1’équation (A.6), la somme de ces coefficients est
bornée supérieurement par la constante 16/13. Comme la contribution de la racine
au cofit global est cn?, 1a racine contribue pour une fraction constante du coiit global.
En d’autres termes, le coft total de 1’arbre est dominé par le cofit de la racine.

En fait, si O(n?) est bien une borne supérieure pour la récurrence (comme nous le
vérifierons dans un moment), alors il doit s’agir d’une borne tres approchée. Pourquoi
donc ? Le premier appel récursif contribue pour un coiit de ®(n?), et donc Q(n?) doit
étre une borne inférieure pour la récurrence.

On peut maintenant employer la méthode de substitution pour vérifier la validité
de la conjecture, a savoir que 7(n) = O(n?) est une borne supérieure de la récurrence
T(n) = 3T(|n/4)) + O(n?). On veut montrer que T(n) < dn? pour une certaine
constante d > 0. En utilisant la méme constante ¢ > 0 que précédemment, on a

T(n) < 3T(|n/4])+cn* < 3d Ln/4j2 +cn®

3
< 3d(n/4)2 +en® = T3 dn® +cn® < dn®

la derniere étape étant vraie sid > (16/13)c.

Autre exemple, plus complexe, celui de la figure 4.2 qui montre I’arbre récursif de
T(n)=T(n/3)+T(2n/3)+ O(n) .

(Ici aussi, on omet les parties entieres a des fins de simplification.) Comme précédem-
ment, ¢ représente le facteur constant dans le terme O(n). Quand on cumule les va-
leurs a travers les niveaux de I’arbre, on obtient une valeur cn pour chaque niveau. Le
plus long chemin menant de la racine a une feuille estn — (2/3)n — (2/ 3 — -
— 1. Comme (2/3)*n = 1 quand k = logs /, n, la hauteur de I’arbre est logs ), n.

Intuitivement, on s’attend a ce que la solution de la récurrence soit au plus égale au
nombre de niveaux multiplié par le colt de chaque niveau, soit
O(cnlog;, 2 n) = O(nlgn). Le coit total est uniformément distribué a travers les ni-
veaux de I’arbre. Mais il y a une complication ici : il faut aussi considérer le cofit
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cn cn
c(® ¢ (2?") SR cn

ogon [\ /
c(g) c(%") c(%") 6(4—9") s cn

Total : O(nlgn)

Figure 4.2 Un arbre récursif pour la récurrence T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + cn.

des feuilles. Si I’arbre était un arbre binaire complet de hauteur logs , n, il y au-

rait 21°%/2" = p!°83/22 feyilles. Comme le cofit de chaque feuille est une constante,
le colit cumulé de toutes les feuilles serait alors ®(nl°g3/22), qui est w(nlgn). Mais
cet arbre récursif n’est pas un arbre binaire complet, et donc il a moins de n'o%/22
feuilles. En outre, plus on s’éloigne de la racine, plus il y a de nceuds internes ab-
sents. Par conséquent, tous les niveaux ne contribuent pas pour un codt de cn; les
niveaux inférieurs contribuent pour une valeur moindre. On pourrait comptabiliser
tres précisément tous les codts, mais rappelons-nous que I’on essaie tout simplement
d’arriver a une conjecture qui soit utilisable dans la méthode de substitution. Tolérons
donc I’approximation et essayons de montrer qu’une conjecture de O(n1gn) pour la
borne supérieure est correcte.

Effectivement, on peut utiliser la méthode de substitution pour vérifier que O(n 1g n)
est une borne supérieure pour la solution de la récurrence. On montre que
T(n) < dnlgn, ou d est une constante positive idoine. On a

T(n) < T(n/3)+TQ2n/3)+cn
< d(n/3)1g(n/3) +d(2n/3)1g(2n/3) + cn
(d(n/3)1gn —d(n/3)1g3)
+(d@2n/3)1gn — d(2n/3)1g(3/2)) + cn
dnlgn —d((n/3)1g3 + (2n/3)1g(3/2)) + cn
= dnlgn—d((n/3)1g3+(2n/3)1g3 — 2n/3)122) +cn
= dnlgn—dn(1g3 —2/3)+cn
< dnlgn,

pour d > ¢/(1g3 — (2/3)). 1l n’était donc point nécessaire de faire un compte plus
précis des cofits dans 1’arbre récursif.
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Exercices

4.2.1 Utiliser un arbre récursif pour déterminer une bonne borne supérieure asymptotique
pour la récurrence T'(n) = 3T(|n/2]) +n. Vérifier la réponse a I’aide de la méthode de substi-
tution.

4.2.2 Démontrer, en faisant appel a un arbre récursif, que la solution de la récurrence
T(n) = T(n/3) + T(2n/3) + cn, ot ¢ est une constante, est ((nlgn).

4.2.3 Dessiner I’arbre récursif de T'(n) = 4T(|n/2])+ cn, ol ¢ est une constante, puis fournir
une borne asymptotique approchée pour sa solution. Valider la borne a 1’aide de la méthode
de substitution.

4.2.4 Utiliser un arbre récursif pour donner une solution asymptotiquement approchée de la
récurrence T(n) = T(n — a) + T(a) + cn, ot a > 1 et ¢ > 0 sont des constantes.

4.2.5 Utiliser un arbre récursif pour donner une solution asymptotiquement approchée de la
récurrence T(n) = T(an) + T((1 — o)n) + cn, ou o est une constante telle que 0 < o < 1 et
¢ > (0 est une constante.

4.3 METHODE GENERALE

La méthode générale donne une « recette » pour résoudre les récurrences de la forme
T(n)=aT(n/b)+f(n), 4.5)

oua = 1eth > 1 sontdes constantes, et f(n) une fonction asymptotiquement
positive. La méthode générale oblige a traiter trois cas de figure, mais permet de
déterminer la solution de nombreuses récurrences assez facilement.

La récurrence (4.5) décrit le temps d’exécution d’un algorithme qui divise un
probléme de taille n en a sous-problémes, chacun de taille n/b, a et b étant des
constantes positives. Les a sous-problemes sont résolus récursivement, chacun dans
un temps 7'(n/b). Le coit induit par la décomposition du probleme et la combinai-
son des résultats des sous-problemes est décrit par la fonction f(n). (C’est-a-dire par
f(n) = D(n) + C(n), si ’on reprend la notation vue a la section 2.3.2.) Ainsi, la récur-
rence résultant de la procédure TRI-FUSION donne a = 2, b = 2 et f(n) = O(n).

Rigoureusement parlant, la récurrence n’est pas vraiment bien définie, puisque
n/b pourrait ne pas étre un entier. Cependant, remplacer chacun des a termes 7'(n/b)
par T(|n/b|) ou par T([n/b]) n’affecte pas le comportement asymptotique de la ré-
currence. (Cette affirmation sera démontrée a la prochaine section.) On trouve donc
généralement commode d’omettre les parties entieres quand on écrit des récurrences
diviser-pour-régner de cette forme.
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a) Théoréeme général

La méthode générale s’appuie sur le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 (Théoréme général.) Soienta > 1 et b > 1 deux constantes, soit f(n)
une fonction et soit T(n) définie pour les entiers non négatifs par la récurrence

T(n) = aT(n/b) +f(n) ,

ou I’on interpréte n/b comme signifiant |n/b| ou [n/b). T(n) peut alors étre bornée
asymptotiquement de la facon suivante.

1) Sif(n)= O(n'°% 2—#) pour une certaine constante € > 0, alors T(n) = O(n'o ),
2) Sif(n) = O(n'°2 ), alors T(n) = O@'°% ¢ 1g n).

3) Sif(n) = Q(n'o2 a+e) pour une certaine constante € > 0, et si af(n/b) < cf(n)
pour une certaine constante ¢ < 1 et pour tout n suffisamment grand, alors

T(n) = O(f(n)).

Avant d’appliquer le théoréme a des exemples, prenons un moment pour essayer
de comprendre sa signification. Dans chacun des trois cas, on compare la fonction
f(n) ala fonction n'°% ¢, Intuitivement, la solution de la récurrence est déterminée par
la plus grande des deux fonctions. Si c’est la fonction n'°% ¢ qui est la plus grande
(cas 1), alors la solution est 7(n) = O(n'°%?). Si c’est la fonction f(n) qui est la
plus grande (cas 3), alors la solution est T(n) = O(f(n)). Si les deux fonctions ont
la méme taille (cas 2), on multiplie par un facteur logarithmique et la solution est
T(n) = O(n'°%1gn) = O (n)1gn).

Derriere cette intuition se cachent certaines finesses techniques. Dans le premier
cas, non seulement f(n) doit étre plus petite que n'°% %, mais elle doit étre plus pe-
tite polynomialement. Autrement dit, f(n) doit étre asymptotiquement inférieure a
n'°% ¢ d’un facteur né, pour une certaine constante € > 0. Dans le troisieme cas, non
seulement f(n) doit étre plus grande que 7'°%¢, mais elle doit étre plus grande po-
Iynomialement et, en outre, satisfaire a la condition de « régularité » selon laquelle
af(n/b) < cf(n). Cette condition est satisfaite par la plupart des fonctions polyno-
mialement bornées que nous rencontrerons.

Il faut bien comprendre que les trois cas ne recouvrent pas toutes les possibilités
pour f(n). Il y a un fossé entre les cas 1 et 2, quand f(n) est plus petite que n'°% ¢
mais pas polynomialement plus petite. De méme, il existe un fossé entre les cas 2
et 3 quand f(n) est plus grande que n'°% % mais pas polynomialement plus grande.
Si la fonction f(n) tombe dans I’un de ces fossés, ou si la condition de régularité du
cas 3 n’est pas vérifiée, alors la méthode générale ne peut pas servir a résoudre la
récurrence.

b) Utilisation de la méthode générale

Pour utiliser la méthode générale, on se contente de déterminer le cas du théoreme
général qui s’applique (s’il y en a un) puis d’écrire la réponse.
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Comme premier exemple, considérons
T(n)=9T(n/3)+n.

Pour cette récurrence, onaa = 9, b = 3 et f(n) = n; on adonc n'°% ¢ = pl°%:% = O(n?).
Puisque f(n) = O(n'°%:°~%), ot1 & = 1, on peut appliquer le cas 1 du théoréme général
et dire que la solution est T'(n) = On?).

Considérons a présent

T(n)=T(2n/3)+1,

ola=1,b=3/2f(n)=1etn'%=p°21 = 40 = 1 On est dans le cas 2 puisque
f(n) = O(n'°% %) = (1), et donc la solution de la récurrence est T(n) = O(lg n).

Pour la récurrence

T(n)=3T(n/4)+nlgn,

onaa=3,b=4,f(n)=nlgnetn'°®%" = n°%3 = O(n®7%%). Puisque f(n) = Q(n'°¢:3+¢),
ou ¢ =~ 0,2, on est dans le cas 3 si I’on peut montrer que la condition de régularité
est vraie pour f(n). Pour n suffisamment grand,

af(n/b) =3(n/4)1g(n/4) < (3/4)nlgn = cf (n),
avec ¢ = 3/4. Par conséquent, d’aprés le cas 3, la solution de la récurrence est
T(n) = O(nlgn).
La méthode générale ne s’applique pas a la récurrence
T(n)=2T(n/2)+nlgn,

bien qu’elle ait la forme correcte : a = 2, b = 2, f(n) = nlgn et n'°% ¢ = n. On pourrait
penser que le cas 3 s’applique, puisque f(n) = nlgn est plus grande asymptotique-
ment que 7'°% ¢ = n. Le probleme est qu’elle n’est pas polynomialement plus grande.
Le rapport f(n)/n'°% % = (nlg n)/n = Ig n est asymptotiquement plus petit que n° pour
toute constante positive €. En conséquence, la récurrence tombe dans le fossé situé
entre le cas 2 et le cas 3. (Voir exercice 4.4.2 pour une solution.)

Exercices

4.3.1 Utiliser la méthode générale pour donner des bornes asymptotiques approchées pour
les récurrences suivantes.

a. T(n)=4T(n/2)+n.

b. T(n)=4T(n/2)+n’.

c. T(n)=4T(n/2)+n’.

4.3.2 Le temps d’exécution d’un algorithme A est décrit par la récurrence T(n) = 7T(n/2)+n.
Un algorithme concurrent A’ a un temps d’exécution décrit par T'(n) = aT’(n/4) + n*. Quelle
est la plus grande valeur entiére de a telle que A’ soit asymptotiquement plus rapide que A ?
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4.3.3 Utiliser la méthode générale pour montrer que la solution de la récurrence
T(n) = T(n/2) + O(1) associée a la recherche dichotomique) est T(n) = O(Ig n). (Voir exer-
cice 2.3.5 pour une définition de la recherche dichotomique.)

4.3.4 La méthode générale est-elle applicable a la récurrence T(n) = 4T(n/2) + n*lgn?
Pourquoi ? Donner une borne supérieure asymptotique pour cette récurrence.

4.3.5 x Considérez la condition de régularité af(n/b) < c¢f(n), pour une certaine constante
¢ < 1, qui fait partie du cas 3 du théoréme général. Donner un exemple de constantes a > 1
etb > 1 etde fonction f(n) qui satisfasse a toutes les conditions du cas 3 du théoréme général,
sauf a la condition de régularité.

4.4"DEMONSTRATION DU THEOREME GENERAL

Cette section contient une démonstration du théoréme général (théoréme 4.1). Il n’est
pas nécessaire de comprendre la démonstration pour appliquer le théoreme.

La preuve est divisée en deux parties. La premiere fait I’analyse de la récurrence
« générale » (4.5), en faisant I’hypothese simplificatrice que 7(n) n’est défini que sur
les puissances exactes de b > 1, autrement dit, pour n = 1,b,b?%,. ... Cette partie
donne toute I'intuition nécessaire pour comprendre pourquoi le théoreme général est
vrai. La seconde partie montre comment 1’analyse peut étre étendue pour tous les
entiers positifs n et est tout simplement une technique mathématique appliquée a la
gestion des parties entieres.

Dans cette section, nous abuserons parfois légerement de notre notation asympto-
tique en I’employant pour décrire le comportement de fonctions qui ne sont définies
que pour des puissances exactes de b. Il faut se souvenir que les définitions des nota-
tions asymptotiques imposent que les bornes soit démontrées pour tous les nombres
suffisamment grands, et pas seulement pour ceux qui sont puissances de . Comme
on pourrait construire de nouvelles notations asymptotiques qui s’appliquent a 1’en-
semble {b' : i =0,1,...}, au lieu des entiers positifs, I’abus est mineur.

Néanmoins, on doit toujours rester sur ses gardes lorsqu’on utilise les notations
asymptotiques sur un domaine limité, de fagon a ne pas tirer de conclusions hatives.
Par exemple, démontrer que T(n) = O(n) quand n est une puissance exacte de 2 ne
garantit pas que 7(n) = O(n). La fonction T'(n) pourrait tre définie par

n sin=1,248, ...,
T _{ n®> sinon ,

auquel cas la meilleure borne supérieure qu’on puisse trouver est 7(n) = O(n?). A
cause de ce type de conséquences facheuses, on n’utilisera jamais la notation asymp-
totique sur un domaine limité sans faire en sorte que cette utilisation soit rendue
parfaitement claire par le contexte.
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4.4.1 Démonstration pour les puissances exactes

La premicre partie de la preuve du théoreme général analyse la récurrence (4.5),
T(n)=aT(n/b)+f(n) ,

de la méthode générale en faisant I’hypothése que n est une puissance exacte de
b > 1, ou b n’est pas nécessairement entier. L’analyse se divise en trois lemmes.
Le premier réduit le probleme de résolution de la récurrence générale a un probleme
d’évaluation d’une expression qui contient une sommation. Le deuxieme détermine
les bornes de cette sommation. Le troisieme lemme rassemble les deux premiers pour
prouver une version du théoréme général, dans le cas ol n est une puissance exacte
de b.

Lemme 4.2 Soient a > 1 et b > 1 deux constantes, et soit f(n) une fonction non
négative définie sur des puissances exactes de b. On définit T(n) pour des puissances
exactes de b par la récurrence

() sin=1,

T(n)= .
aT(n/b)+f(n) sin=10",

ou i est un entier positif. Alors :

log, n—1

T(n) = O@°®)+ > df(n/V). (4.6)

J=0

Démonstration : Nous utiliserons I’arbre de la figure 4.3. La racine de I’arbre a le
coiit f(n) et elle a a enfants, dont chacun a un coft f(n/b). (Il est commode de se repré-
senter a comme un entier, surtout quand on visualise I’arbre, mais mathématiquement
cela n’est pas une obligation.) Chacun de ces enfants a a enfants de cofit f(n/b?), et il
y a donc a® nceuds 2 la distance 2 de la racine. Plus généralement, il y a @/ nceuds a
la distance j de la racine, chacun ayant un cofit f(n/b’). Le coit de chaque feuille est
T(1) = O(1), et chaque feuille est & la profondeur log, n, vu que n/b'°%" = 1. 1ly a
a'°%" = nl°% < feuilles dans I’arbre.

On peut obtenir I’équation (4.6) en cumulant les cofits de chaque niveau de I’arbre,
comme le montre la figure. Le cofit pour un niveau j de nceuds internes est &f (n/b),
et donc le cofit total de tous les niveaux internes de noeuds est

log, n—1

Z df(n/v) .

J=0

Dans 1’algorithme diviser-pour-régner sous-jacent, ce cumul représente les colits in-
duits par la décompositions des problémes en sous-problémes et par le regroupement
ultérieur des sous-problemes. Le cofit de toutes les feuilles, qui est le colit cumulé de
tous les 7'°% ¢ sous-problémes de taille 1, est @(n'°% ). Q
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\ fn) 3 f(n)
a
f(n/b) f(n/b) . L) — m af(n/b)
a a a

log, n

F/D2F (/b)) f(n/b?) f(n/b*(n/bP)f(n/b?)  f(n/D*F(n/b?)f ()b )einna®f (n)b?)

v O(1)O(1)O(1HOHOM OO ON)OMNO) ... O(1HO)O(1)-m O )

nlog @
log, n—1
Total : O(R°®“) + Y df(n/b)
Jj=0

Figure 4.3 Larbre récursif généré par T(n) = aT(n/b) + f(n). Larbre est un arbre complet d'arité
a ayant n'°% 2 feuilles et une hauteur log, n. Le co(it de chaque niveau est montré a droite, et leur
somme est donnée dans I'équation (4.6).

En termes d’arbre récursif, les trois cas du théoreme général correspondent aux cas
ot le cofit total de I’arbre est (1) dominé par les cofits des feuilles, (2) uniformément
distribué a travers les niveaux de 1’arbre ou (3) dominé par le coit de la racine.

Dans I’équation (4.6), la sommation décrit le cofit des étapes diviser et combiner
de I’algorithme diviser-pour-régner sous-jacent. Le lemme suivant donne des bornes
asymptotiques pour la croissance de la sommation.

Lemme 4.3 Soient a > 1 et b > 1 deux constantes, et soit f(n) une fonction po-
sitive définie pour des puissances exactes de b. Une fonction g(n) définie pour des
puissances exactes de b par

log, n—1

gmy= Y dfn/b) (4.7)

J=0
peut étre bornée asymptotiquement pour des puissances exactes de b de la maniére
suivante :
1) Sif(n)= O(n'°% 2=2) pour une certaine constante € > 0, alors g(n) = O(n'°% ),
2) Sif(n) = On'° ), alors g(n) = O(n'°%*1g n).

3) Si af(n/b) < cf(n) pour une certaine constante ¢ < 1 et tous n > b, alors

g(n) = O(f(n).
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Démonstration : Dans le cas 1, on a f(n) = O(n'°% =), ce qui donne f(n/b/) =
O((n/b/)"°% 9=#), Apres substitution dans 1’équation (4.7), on obtient :

log, n—1

sm=0( % d(%)logb”_s . (4.8)
=0

On borne I’équation a I’intérieur d’une notation O en factorisant les termes et en sim-
plifiant, ce qui donne une série géométrique croissante :

lo%laj (i)logbaﬂe _ nlogba—slog’IZPI (a_bs)j
o bi = plog, a
log, n—1
= plog,a—s Z (bS)/
j=0

_ nlogb e pelogyn _
b® —1

©—1
— log, a—e (L) .
. b — 1

Puisque b et € sont des constantes, la derniére expression se réduit a
nlogb 0—80(n8) = O(I’lIOgb a).

Apres remplacement de la sommation par cette expression dans 1’équation (4.8), on
obtient

gn) = 0% %) ,
et le cas 1 est prouvé.
En supposant que f(n) = ©(n'°%%) pour le cas 2, on a f(n/b) = O((n/b)°%*). En
substituant dans 1’équation (4.7), on obtient :

log, n—1

em=0( 3 d’(%)log”a . (4.9)
=0

Comme dans le cas 1, on borne la sommation avec ®, mais cette fois, on n’obtient pas
une série géométrique. On découvre en revanche que chaque terme de la sommation
est le méme :

log, n—1 log, n—1

1 .
af (ﬁ) 0g, a _ nlOg,,a (L)J
z : b z : plog, a
J=0 J=0
log, n—1

— nlogba § 1
=0

= n°%%og, n.
En remplacant par cette expression la sommation de 1’équation (4.9), on obtient :
g(n) = O “log, n) = O *1gn)

et le cas 2 est prouvé.
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On démontre le cas 3 de la méme maniere. Puisque f(n) apparait dans la défini-
tion (4.7) de g(n) et que tous les termes de g(n) sont non négatifs, on peut conclure
que g(n) = Q(f(n)) pour des puissances exactes de b. D’aprés notre hypothese selon
laquelle af(n/b) < cf(n) pour une certaine constante ¢ < 1 et tous les n > b, on a
@f(n/b) < df(n). En itérant j fois, on a f(n/b) < (c/ayf(n) ou, de maniere équi-
valent, @/f(n/b) < ¢/f(n). Aprés substitution dans 1’équation (4.7) et simplification,
on obtient une série géométrique, mais contrairement a celle du cas 1, celle-ci a des
termes décroissants :

log, n—1
gy <Y dfn/b)
j=0
log, n—1
< Y drm
j=0
oo
< fm) e
=0
1
= fo (—)
—c
= O0(f(m),
puisque c est constant. On peut donc conclure que g(n) = O(f(n)) pour des puissances
exactes de b. Le cas 3 est prouvé, ce qui termine la démonstration du lemme. a

On peut prouver a présent une variante du théoréme général pour le cas ou n est
une puissance exacte de b.

Lemme 4.4 Soient a > 1 et b > 1 des constantes, et soit f(n) une fonction non
négative définie pour des puissances exactes de b. On définit T(n) pour des puissances
exactes de b par la récurrence :

_ | 6@ sin=1,
nm‘{anwm+ﬂm sin=bi,
oui i est un entier positif. T(n) peut alors étre borné asymptotiquement pour des puis-
sances exactes de b, de la maniére suivante :
1) Si f(n) = O(n'°% 2~®) pour une certaine constante € > 0, alors T(n) = O(n'°% %),
2) Si f(n) = O(n'°2 %), alors T(n) = O(n'°% *1g n).
3) Sif(n) = Q(n'os ate) pour une certaine constante € > 0, et si af(n/b) < c¢f(n)
pour une certaine constante ¢ < 1 et tous les n suffisamment grands, alors

T(n) = O(f(n)).

Démonstration : On utilise les bornes du lemme 4.3 pour évaluer la sommation (4.6)
a partir du lemme 4.2. Pour le cas 1, on a

T(n) O ) + O(n'°2 )

@(nlogb a) ,
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et pour le cas 2,

T(n) = O@°%)+0OmIgn)
= OW°®1gn).
Pour le cas 3,
T(n) = O +0(f(n)
= O(f(m),
car f(n) = ((n'°% 4+, Q

4.4.2 Parties entiéres

Pour compléter la démonstration du théoreme général, il faut maintenant étendre
notre analyse a la situation dans laquelle les parties entieres sont utilisées dans la
récurrence générale, pour que cette récurrence soit définie pour tous les entiers, et
non plus uniquement pour les puissances exactes de b. L’ obtention d’une borne infé-
rieure pour

T(n) = aT([n/b]) +f(n) (4.10)
et d’une borne supérieure pour
T(n) = aT(|n/b))+f(n) 4.11)

se fait sans probléme, puisque la borne [n/b]| > n/b peut étre obtenue a partir du pre-
mier cas, et que la borne |n/b] < n/b peut étre obtenue grace au deuxiéme cas. La
technique permettant de borner par défaut la récurrence (4.11) est pratiquement iden-
tique a celle permettant de borner par exces la récurrence (4.10) ; on se contentera
donc de prouver I’existence de cette derniere borne.

On modifie I’arbre récursif de la figure 4.3 pour produire I’arbre de la figure 4.4. A
mesure que I’on descend dans 1’arbre, on obtient une suite d’invocations récursives
pour les arguments

n,

[n/b]
[[n/b] /b]
[[[n/b]/b]/b]

Notons n; le i-eme élément de la séquence, ou

n sii=0,
n; = 4.12)
[ni,l/b] sii>0.
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\ ) w fO)
/ﬁ>\

fny) f(ny) Fng) e i af (ny)

f(”z) f(n) - f(na)  f(n2) f(nz) -~ f(no) fn)  f(np) = f(ng) wewin  @%f(ny)

o) 0(1) ©(1) 8(1) 8(1) O(1) O(1) O(1) O1) O() ..  O(1) O(1) O1) e O (1)

@(nlogba) |
logy nj—1
Total: © (n'%7) 4 Z al f(n))
Jj=0

Figure 4.4 Larbre récursif généré par T(n) = aT([n/b]) + f(n). Largument récursif n; est donné
par I'équation (4.12).

Notre premier but est de déterminer le nombre d’itérations k telles que ny soit une
constante. A 1’aide de I’inégalité [x| < x + 1, on obtient

no < n,
n
ni < Z+1,
n 1
n, < ?+b+l’
n 1
ny < b3+ﬁ+b+1’

D’une maniere générale :

n 1 n w1 n b
O IR S
i=0 i=0
En faisant j = |log, n|, on obtient
n b < n b
Mllog,n] < pllog, n] + b—1 " plogn—1 + b—1
b
L S . = 0(1),

n/b" b—1 b—1
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On voit donc qu’a la profondeur [log,n|, la taille de probleme est au plus une
constante. La figure 4.4 montre que
[log; n]—1
T(n) = O@'°% ) + Z df(n), (4.13)
j=0
qui est pratiquement identique a 1’équation (4.6), hormis que » est un entier arbitraire
et qu’on ne lui impose pas d’étre une puissance exacte de b.
Il est alors possible d’évaluer la sommation :

[log, n|—1
gm= Y dftw) (4.14)
j=0

a partir de (4.13) de maniere analogue a la démonstration du lemme 4.3. En com-
mengant par le cas 3, si af({n/b}) < ¢f(n) pour n > b+b/(b—1),0uc < 1
est une constante, alors & f(nj) < ¢ 'f(n). En conséquence, la somme dans 1’équa-
tion (4.14) peut étre évaluée exactement comme dans le lemme 4.3. Pour le cas 2, on
af(n) = O(n'°% ). Si 1’on peut montrer que f(n;) = O(nl"gb“/aj) = 0((n/bj)1°gh“),
alors la preuve pour le cas 2 du lemme 4.3 suivra directement. Il faut observer que
j < |log, n] implique & /n < 1. La borne f(n) = O(n'°% %) implique qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour n; suffisamment grand,

Flny) - < C(%erfl)

_ n . b] b log, a
- W\ T

logba b log, a
- () (- (F5)
< logb ) < )logba

= 0 ("log.b u) ,
a

puisque ¢(1 + b/(b — 1))1°%¢ est une constante. Le cas 2 est donc prouvé. La dé-
monstration du cas 1 est pratiquement identique. Le principe est de démontrer que la

borne f(n;) = O(n'°2 9=#), ce qui équivaut a la démonstration correspondante dans le
cas 2, bien que I’expression soit algébriquement plus complexe.

log, a

N

Nous avons maintenant démontré 1’existence des bornes supérieures dans le théo-
reme général pour tous les entiers n. La démonstration pour les bornes inférieures est
similaire.
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Exercices

4.4.1 x Donner une expression simple et exacte de n; dans 1’équation (4.12) pour le cas ou b
est un entier positif, et non un nombre réel arbitraire.

4.4.2 x Montrer que si f(n) = O(n'°% lgk n), ou k > 0, alors la récurrence générale a pour
solution T'(n) = @)(nl"gh“1gk+1 n). Pour simplifier, on restreindra I’analyse aux puissances
exactes de b.

4.4.3 x Montrer que le cas 3 du théoréeme général est redondant, au sens ou la condition
de régularité af(n/b) < cf(n) pour une certaine constante ¢ < 1 implique qu’il existe une
constante & > 0 telle que f(n) = Q(n'°% 4*¢),

PROBLEMES

4.1. Exemples de récurrences

Donner des bornes asymptotiques supérieure et inférieure pour 7'(n) dans chacune
des récurrences suivantes. On supposera que 7'(n) est constant pour n < 2. Rendre
les bornes aussi approchées que possible, et justifier les réponses.

T(n) =2T(n/2) +n’.
T(n)=Tn/10) +n.
T(n) = 16T (n/4) + n.
T(n) = 7T(n/3) + n>.
T(n) = 7T(n/2) + n>.
T(n) =2T(n/4) + \/n.
Tn)=T(n—1)+n.
T(n) = T(\/n) + 1.

SR TS A S &8

4.2. Trouver |I'entier manquant

Un tableau A[1 . . n] contient tous les entiers de 0 a n, sauf un. Il serait facile de déter-
miner I’entier manquant en un temps O(n), a I’aide d’un tableau auxiliaire B[O . . n]
servant a ranger les nombres qui apparaissent dans A. Dans ce probléme, toutefois,
on ne peut pas accéder a un entier complet de A en une seule opération. Les éléments
de A sont représentés en binaire, et la seule opération possible pour y accéder est
« piocher le j-éme bit de A[i] », ce qui prend un temps constant.

Montrer que, si I’on utilise uniquement cette opération, on peut encore déterminer
I’entier manquant dans un temps O(n).
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4.3. Coit du passage de paramétres

Tout au long de ce livre, on suppose que le passage de parametres lors d’un appel
de procédure prend un temps constant, méme si le parametre est un tableau a N élé-
ments. Cette supposition est valable sur la plupart des systémes, car c’est un pointeur
sur le tableau qui est passé, et non le tableau lui-méme. Ce probleme examine les
conséquences de trois stratégies de passage de parametre :

1) Un tableau est passé par pointeur. Temps = O(1).
2) Un tableau est passé par copie. Temps = ®(N), ou N est la taille du tableau.

3) Un tableau est passé via copie uniquement du sous-intervalle susceptible d’étre
utilisé par la procédure appelée. Temps = @(g — p + 1) si le sous-tableau A[p . . ¢]
est passé.

a. On considere I’algorithme récursif de recherche dichotomique consistant a trou-
ver un nombre dans un tableau trié (voir exercice 2.3.5). Donner les récurrences
correspondant aux temps d’exécution du cas le plus défavorable de la recherche di-
chotomique, pour chacune des trois méthodes précédentes de passage de tableau,
et donner de bonnes bornes supérieures pour les solutions des récurrences. N est
la taille du probleme initial et n la taille d’un sous-probleme.

b. Refaire la partie (a) pour I’algorithme TRI-FUSION de la section 2.3.1.

4.4. Autres exemples de récurrences

Donner des bornes asymptotiques supérieure et inférieure pour 7'(n) dans chacune
des récurrences suivantes. On supposera que 7T'(n) est constant pour n suffisamment
petit. Rendre les bornes aussi approchées que possible, et justifier les réponses.
T(n)=3T(n/2)+nlgn.

T(n)=5T(n/5)+n/lgn.

T(n) = 4T(n/2) + n*\/n.

T(n)=3T(n/3+5)+n/2.

T(n)=2T(n/2)+n/lgn.

T(n)y=Tn/2)+T(n/4)+T(n/8)+n.

T(n)y=T(n—1)+1/n.

Tn)=T(n—1)+1gn.

Tn)=T(n—2)+2lgn.

J. T(n) = /nT(\/n)+n.

SR TS S A S SR

™~

4.5. Nombres de Fibonacci

Ce probleme développe des propriétés des nombres de Fibonacci, qui sont définies
par la récurrence (3.21). On utilisera la technique des fonctions génératrices pour
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résoudre la récurrence de Fibonacci. On définit la fonction génératrice (ou série
Jormelle de puissances) F par :

[e%e)
E Fl'ZL
i=0

= 0+z+22+22 +3+52 488 + 1377 + 218+ |

F(2)

ou F; est le i-eme nombre de Fibonacci.

a. Montrer que F(z) = z + zF(2) + 22 F(2).
b. Montrer que

Z
F) = p—
= < —
(1 = d2)(1 — d2)

()

- V5 \1—dz l—a\)z ’
ou

¢:1+2\6:1,61803...
et

43:1_7‘6:—0,61803....

¢. Montrer que
S| U
F@ =) 7= —d) .
2

d. Démontrer que F; = ¢’/ /5 pour i > 0, arrondi 4 I’entier le plus proche. (Conseil :
Observer que |$| < 1.)

e. Démontrer que Fi» > ¢ pouri > 0.

4.6. Test de puces VLSI

Le Professeur Diogeéne dispose de n puces VLSI", supposées identiques et théori-
quement capables de se tester 'une ’autre. Le banc-test du professeur traite deux
puces a la fois. Quand le banc est chargé, chaque puce teste I’autre et indique si elle
est bonne ou mauvaise. Une bonne puce rapporte toujours correctement la qualité de
I’autre puce, mais on ne peut pas se fier a la réponse d’une mauvaise puce. Les quatre
résultats possibles pour un test sont donc :

(1) VLSI, acronyme de « very-large-scale integration » (intégration a trés grande échelle) est la technologie
de circuit intégré utilisée pour fabriquer la plupart des microprocesseurs actuels.
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Lapuce Adit LapuceBdit Conclusion

B est bonne A est bonne les deux sont bonnes, ou les deux sont mauvaises
B est bonne A est mauvaise 1’une au moins est mauvaise
B est mauvaise A est bonne I’une au moins est mauvaise

B est mauvaise A est mauvaise 1’une au moins est mauvaise

a. Montrer que si plus de n/2 puces sont mauvaises, le professeur peut trés bien ne
pas étre en mesure de déterminer quelles sont les bonnes puces, s’il s’appuie sur
une stratégie fondée sur ce type de test de paire de puces. On supposera que les
mauvaises puces sont capables de conspirer pour induire le professeur en erreur.

b. On considere le probléme consistant a trouver une bonne puce parmi x, en suppo-
sant que plus de n/2 puces sont bonnes. Montrer que |1n/2] tests de paire de puces
suffisent a réduire le probleéme de moitié environ.

¢. Montrer que les bonnes puces peuvent étre identifiées avec @(n) tests de paire de
puces, en supposant que plus de n/2 puces sont bonnes. Donner et résoudre la
récurrence qui décrit le nombre de tests.

4.7. Tableaux de Monge

Un tableau A de réels de dimensions m x n est un tableau de Monge si, pour tout i,
Joketlvérifiant ]l <i<k<metl <j<I<n,ona

Ali,j1+Alk, ] < A[i, 1] + Alk, j] .

En d’autres termes, chaque fois que I’on prend deux lignes et deux colonnes d’un
tableau de Monge et que 1’on regarde les quatre éléments situés aux intersections
des lignes et des colonnes, la somme des éléments du coin supérieur gauche et du
coin inférieur droit est inférieure ou égale a la somme des éléments du coin inférieur
gauche et du coin supérieur droit. Voici un exemple de tableau de Monge :

10 17 13 28 23
17 22 16 29 23
24 28 22 34 24
11 13 6 17 7
45 44 32 37 23
36 33 19 21 6
75 66 51 53 34

a. Montrer qu’un tableau est un tableau de Monge si et seulement si, pour tout
i=1,2,...m—1lettoutj=1,2,....n—1,1’on a

Al j1+AL+ 1, j+ 1] <AL, j+ 11+A[i+1,)].

(conmseil : Pour la partie « si », utilisez la récurrence séparément sur les lignes et
sur les colonnes.)
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b. Le tableau suivant n’est pas un tableau de Monge. Modifiez un élément pour en
faire un tableau de Monge. (Conseil : Servez-vous de la partie (a).)

37 23 22 32
21 6 7 10
53 34 30 31
32 13 9 6
43 21 15 8

¢. Soit f(i) 'indice de la colonne contenant 1’élément minimal le plus a gauche de
la ligne i. Montrer que f(1) < f(2) < --- < f(m) pour un quelconque tableau de
Monge m x n.

d. Voici la description d’un algorithme diviser-pour-régner qui calcule I’é1ément mi-
nimal le plus a gauche pour chaque ligne d’un tableau de Monge m X n nommé A :
Construire une sous-matrice A" of A composée des lignes de rang pair de A. Dé-
terminer récursivement le minimum le plus & gauche pour chaque ligne de A’.
Calculer ensuite le minimum le plus & gauche dans les lignes de rang impair de A.
Expliquer comment calculer le minimum le plus & gauche dans les lignes de rang
impair de A (a supposer que le minimum le plus & gauche des lignes de rang pair
soit connu) dans un temps O(m + n).

e. Ecrire la récurrence décrivant le temps d’exécution de 1’algorithme décrit en par-
tie (d). Montrer que sa solution est O(m + nlog m).

NOTES

Les récurrences ont été étudiées des 1202 par L. Fibonacci, qui a laissé son nom aux nombres
de Fibonacci. A. De Moivre a introduit la méthode des fonctions génératrices (voir Pro-
bleme 4.4.10) pour la résolution des récurrences. La méthode générale est adaptée d’apres
Bentley, Haken et Saxe [41], qui donne la méthode complete justifiée par I’exercice 4.4.4.
Knuth [182] et Liu [205] montrent comment résoudre les récurrences linéaires a 1’aide de
la méthode des fonctions génératrices. Purdom et Brown [252], ainsi que Graham, Knuth et
Patashnik [132] contiennent une vaste étude des récurrences.

Plusieurs chercheurs, dont Akra et Bazzi [13], Roura [262] et Verma [306] ont donné des
méthodes pour résoudre des récurrences diviser-pour-régner plus générales que celles réso-
lues par la méthode générale. Voici le résultat de Akra et Bazzi, obtenu pour les récurrences

de la forme
k

T(n) = Za,-T(Ln/b,-J)+f(n), (4.15)

i=1
ou k > 1;tous les coefficients a; sont positifs et leur somme vaut au moins 1 ; tous les b; sont
supérieurs a 1 ; f(n) est bornée, positive et non décroissante ; et, pour toute constante ¢ > 1, il
existe des constantes ng, d > 0 telles que f(n/c) > df(n) pour tout n > ng. Cette méthode est
utilisable pour une récurrence du genre T(n) = T(|n/3]) + T(|2n/3]) + O(n), pour laquelle
la méthode générale est inapplicable. Pour résoudre la recurrence (4.15), on commence par
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trouver la valeur de p telle que Zle a;b;” = 1. (Un tel p existe toujours, et il est unique et
positif.) La solution de la récurrence est alors

n
T(n) = @) + (np , xf}f? dx> :
n
o n’ est une constante suffisamment grande. La méthode de Akra-Bazzi peut étre quelque
peu délicate d’utilisation, mais permet de résoudre des récurrences qui modélisent la division
du probleme en des sous-problemes de tailles treés inégales. La méthode générale est plus
simple d’utilisation, mais n’est applicable que si les tailles des sous-problemes sont égales.
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Chapitre 5

Analyse probabiliste
et algorithmes randomisés

Ce chapitre présente 1’analyse probabiliste et les algorithmes randomisés. Si vous
&tes novice en matiere de probabilités, lisez I’annexe C qui rappelle les notions fon-
damentales. Analyse probabiliste et algorithmes randomisés reviendront a plusieurs
reprises dans cet ouvrage.

5.1 LE PROBLEME DE L'EMBAUCHE

Supposez que vous deviez embaucher une nouvelle secrétaire par le truchement d’une
agence spécialisée. Cette agence vous envoie une candidate par jour. Vous intervie-
wez cette personne pour savoir si vous allez I’embaucher ou non. ’agence prend des
honoraires minimes pour chaque candidate qu’elle vous envoie, sachant qu’une em-
bauche revient plus cher : en effet, vous devez congédier la secrétaire actuelle et payer
des honoraires importants a I’agence. Comme vous avez décidé d’embaucher systé-
matiquement la meilleure candidate, vous procédez de la maniere suivante : apres
chaque interview, si la postulante est plus qualifiée que la secrétaire actuelle, vous
renvoyez cette derniere pour engager la nouvelle candidate. Vous €tes prét a payer le
prix induit par cette stratégie, mais vous voulez avoir une idée de ce prix.

La procédure EMBAUCHE-SECRETAIRE, donnée ci-apres, traduit en pseudo code
cette stratégie d’embauche. Les candidates pour le poste sont ici numérotées de 1
a n. La procédure suppose que vous €tes capable, apres avoir interviewé la candi-
date i, de déterminer si cette candidate i est la meilleure postulante que vous avez
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vue jusqu’alors. A des fins d’initialisation, la procédure crée une candidate fictive,
numérotée 0, qui est moins qualifiée que toutes les autres candidates.

EMBAUCHE-SECRETAIRE(n)

1 meilleure — 0 1> candidate O est une candidate fictive, moins qualifiée
que quiconque

2 pouri<— lan

3 faire interviewer candidate i

4 si candidate i supérieure a candidate meilleure

5 alors meilleure — i

6 embaucher candidate i

Le modele de colit de ce probleme differe du modele présenté au chapitre 2. Nous
ne nous intéressons pas au temps d’exécution de EMBAUCHE-SECRETAIRE, mais
plutdt au coiit induit par ’interview et I’embauche. A priori, analyser le coiit de cet
algorithme peut sembler trés différent d’analyser le temps d’exécution d’une pro-
cédure telle que, disons, le tri par fusion. Les techniques analytiques employées sont
néanmoins les mémes, qu’il s’agisse d’analyser le cofit ou le temps d’exécution. Dans
I’un ou I’autre cas, nous comptons le nombre de fois que sont exécutées certaines
opérations de base.

Une interview a un colit minime c;, alors qu’une embauche a un colit ¢;, bien plus
élevé. Soit m le nombre de personnes embauchées. Le coflit total associé a cet al-
gorithme est donc O(nc; + mcp). Quel que soit le nombre de personnes que nous
embauchons, nous interviewons toujours n candidates et ainsi nous avons toujours le
méme colit nc; associé aux interviews. Nous allons, par conséquent, nous concentrer
sur I’analyse de mcp, le colit d’embauche. Cette quantité varie avec chaque exécution
de I’algorithme.

Ce scénario sert de modele a un paradigme informatique courant. Nous sommes
fréquemment amenés a trouver la valeur maximale ou minimale d’une suite en exa-
minant chaque élément de la suite et en gérant un « élu » courant. Le probleme de
I’embauche modélise le phénomene suivant : nous changeons plus ou moins souvent
d’opinion quant a notre estimation de 1’élément que nous pensons étre le meilleur.

a) Analyse du cas le plus défavorable

Dans le cas le plus défavorable, nous embauchons chaque candidate interviewée.
Cette situation se produit si les candidates se présentent dans 1’ordre de qualité crois-
sant, auquel cas nous embauchons n fois, pour un cofit total de O(ncy,).

Il est plus raisonnable, cependant, de s’attendre a ce que les candidates ne se
présenteront pas systématiquement dans I’ordre de qualité croissant. En fait, nous
n’avons aucune idée de I’ordre dans lequel elles viendront, et nous n’avons pas non
plus de contrdle sur cet ordre. Il est donc naturel de nous demander ce que nous
pensons qu’il adviendra dans un cas typique.
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b) Analyse probabiliste

Par analyse probabiliste, I’on entend 1’utilisation des probabilités pour analyser les
problemes. La plupart du temps, 1’analyse probabiliste nous servira a étudier le temps
d’exécution d’un algorithme. Parfois, nous I'utiliserons pour étudier d’autres valeurs,
tel le colit d’embauche dans la procédure EMBAUCHE-SECRETAIRE. Pour effectuer
une analyse probabiliste, nous devons nous baser sur la connaissance que nous avons
de la distribution des données en entrée, ou alors faire des hypotheses sur cette distri-
bution. Ensuite nous analysons notre algorithme, en calculant un temps d’exécution
attendu. Comme I’espérance est prise sur la distribution des entrées possibles, nous
faisons en réalité la moyenne des temps d’exécution sur toutes les entrées potentielles.

Il nous faut étre tres prudent quant a notre estimation concernant la distribution des
entrées. Pour certains probleémes, il est raisonnable de faire des suppositions au sujet
de I’ensemble de toutes les entrées potentielles ; nous pouvons alors employer 1’ana-
lyse probabiliste comme technique de conception d’algorithme efficace et comme
moyen de nous faire une meilleure idée d’un probléme. Pour d’autres probleémes, en
revanche, nous ne pouvons pas décrire de distribution des entrées raisonnable ; en
pareil cas, nous ne pouvons pas nous servir de I’analyse probabiliste.

Pour ce qui concerne le probleme de 1’embauche, nous pouvons supposer que
les postulantes se présentent dans un ordre aléatoire. Qu’est-ce que cela signifie
ici ? Nous partons du principe que nous pouvons faire une comparaison entre deux
candidates quelconques, puis décider quelle est la plus qualifiée ; il existe donc un
ordre total pour les candidates. (Voir I’annexe B pour le concept d’ordre total.) Nous
pouvons alors affecter a chaque candidate un numéro unique compris entre 1 et n,
rang(i) désignant ici le classement de la postulante i, et adopter la convention selon
laquelle plus le rang est élevé et plus la candidate est qualifiée. La liste ordonnée
(rang(1), rang(2), ..., rang(n)) est une permutation de la liste (1,2, ..., n). Dire
que les candidates se présentent dans un ordre aléatoire revient a dire que la liste
des classements peut étre 1’'une quelconque des n! permutations des nombres 1 a n.
Nous pouvons aussi exprimer ce fait en disant que les classements constituent une
permutation aléatoire uniforme ; cela veut dire que chacune des n! permutations
potentielles a la méme probabilité d’apparition.

La section 5.2 contient une analyse probabiliste du probléme de 1I’embauche.

¢) Algorithmes randomisés

Pour pouvoir utiliser 1’analyse probabiliste, nous devons connaitre quelque chose
concernant la distribution relative aux données en entrée. Bien souvent, nous ne sa-
vons pas grand chose sur la distribution des entrées. Et méme si nous savons quelque
chose, nous ne savons pas toujours modéliser informatiquement cette connaissance.
Il n’empéche que nous pouvons souvent faire appel aux probabilités et aux modeles
aléatoires pour nous aider a concevoir et analyser les algorithmes, et ce en contrdlant
une partie des aléas de I’algorithme.
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Dans le probleme de I’embauche, on peut penser que les candidates nous sont
envoyées dans un ordre aléatoire, mais nous n’avons aucun moyen de savoir si tel
est bien le cas. Pour créer un algorithme randomisé pour le probléme de I’embauche,
nous devons avoir un meilleur contrdle sur 1’ordre d’interview des candidates. Nous
allons donc modifier légerement le modele. Nous allons supposer que I’agence nous
fait parvenir a I’avance la liste des n candidates. Chaque jour, nous choisissons au
hasard une candidate a interviewer. Nous ne connaissons rien des candidates (si ce
n’est leurs noms), mais nous avons procédé a un changement de taille. Au lieu de
supposer que les candidates viendront a nous dans un ordre aléatoire, nous contrdlons
maintenant le processus pour imposer un ordre véritablement aléatoire.

Plus généralement, nous dirons qu’un algorithme est randomisé si son comporte-
ment dépend non seulement des données en entrée mais aussi de valeurs produites
par un générateur de nombres aléatoires. Nous supposerons que nous disposons
d’un générateur de nombres aléatoires RANDOM. Un appel a RANDOM(a, b) donne
un entier compris entre a et b inclus, chacun des entiers possibles ayant la méme pro-
babilité d’apparition. Ainsi, RANDOM(0, 1) donne 0 avec la probabilité 1/2 et 1 avec
la probabilité 1/2. RANDOM(3,7) donne 3, 4, 5, 6 ou 7, chacune de ces valeurs ayant
la probabilité 1/5. Chaque entier produit par RANDOM est indépendant des entiers
produits par les appels précédents. Vous pouvez vous représenter RANDOM comme
quelqu’un qui ferait rouler un dé a (b — a + 1) faces. (Dans la pratique, la plupart des
environnements de programmation offrent un générateur de nombres pseudo aléa-
toires, a savoir un algorithme déterministe produisant des nombres qui « ont 1’air »
statistiquement aléatoires.)

Exercices

5.1.1 Montrer que I’hypothese selon laquelle nous sommes constamment en mesure de dé-
terminer la candidate optimale sur la ligne 4 de la procédure EMBAUCHE-SECRETAIRE exige
que nous connaissions un ordre total concernant les classements des candidates.

5.1.2 x Décrire une implémentation de la procédure RANDOM(a, b) qui ne fait que des ap-
pels a RANDOM(O, 1). Quel est le temps d’exécution attendu de votre procédure, en tant que
fonctionde aetb?

5.1.3 x Supposez que vous vouliez produire 0 avec la probabilité 1/2 et 1 avec la probabi-
lité 1/2. Vous disposez d’une procédure BIASED-RANDOM, qui donne 0 ou 1. Elle produit
1 avec une certaine probabilité p et 0 avec la probabilité 1 — p (avec 0 < p < 1), mais
vous ne connaissez pas la valeur de p. Donnez un algorithme utilisant BIASED-RANDOM
comme sous-routine qui produise une réponse non faussée, c’est-a-dire qui produise 0 avec
la probabilité 1/2 et 1 avec la probabilité 1/2. Quel est le temps d’exécution attendu de votre
algorithme, en tant que fonction de p ?
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5.2 VARIABLES INDICATRICES

Pour analyser moult algorithmes, dont le probléme de I’embauche, nous utiliserons
des variables aléatoires indicatrices. Les variables aléatoires indicatrices offrent une
méthode commode pour faire la conversion entre probabilités et espérances. Soient
S un espace d’épreuves et A un événement. La variable indicatrice 1 {A} associée a
I’événement aléatoire A est alors définie par

I{A}={ (1) S%Aseproduit,' .1

si A ne se produit pas .
Comme exemple simple, calculons le nombre attendu de piles quand nous jetons
en I’air une piece non faussée. Notre espace d’épreuves est S = {P,F}, et nous
définissons une variable aléatoire Y qui prend les valeurs P et F, dont chacune a la
probabilité 1/2. Nous pouvons alors définir une variable indicatrice Xp, associée au
résultat pile, que nous pouvons exprimer comme étant I’événement ¥ = P. Cette
variable compte le nombre de piles obtenu dans ce lancer ; c’est 1 si la piecce donne
pile, O sinon. Nous écrivons

1 siY=P,
XP:I{YzP}:{ 0 siY=F.

Le nombre attendu de piles pour un seul lancer est tout simplement 1’espérance de
notre variable indicatrice Xp :

E[Xp]

E[I{Y = P}]
1-Pr{Y=P}+0-Pr{Y=F}
1-(1/2)+0-(1/2)
= 1/2.
Le nombre attendu de piles dans un seul lancer d’une piece non faussée est donc 1/2.

Ainsi que le montre le lemme suivant, I’espérance d’une variable indicatrice associée
a un événement aléatoire A est égale a la probabilité de A.

Lemme 5.1 Etant donnés un espace d’épreuves S et un événement A de ’espace S,
soit Xy =1{A}. Alors, E[X4] =Pr{A}.

Démonstration : D’apres la définition d’une variable indicatrice, telle que donnée
dans I’équation (5.1), et d’apres la définition de 1’espérance, nous avons

E[X4] = E[I{A}]
= 1-Pr{A} +0-Pr{A}
= Pr{A},
A désigne S — A, c’est-a-dire le complément de A. a

Les variables indicatrices peuvent paraitre inutilement compliquées pour une ap-
plication telle que le comptage du nombre attendu de piles pour un lancer d’une seule
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picce, mais elles s’averent précieuses pour analyser des situations dans lesquelles on
effectue des essais aléatoires répétés. Par exemple, les variables indicatrices four-
nissent un moyen simple d’arriver au résultat de I’équation (C.36). Dans cette équa-
tion, on calcule le nombre de piles dans n lancers de piece en considérant séparé-
ment la probabilité d’obtenir O pile, 1 pile, 2 piles, etc. Encore que la méthode plus
simple proposée dans I’équation (C.37) utilise, en fait, implicitement des variables
aléatoires indicatrices. Pour rendre cette discussion plus explicite, on peut définir X;
comme étant la variable indicatrice associée a I’événement par lequel le i-¢me lancer
donne pile. Si Y; est la variable aléatoire désignant le résultat du i-eme lancer, on a
X; = I{Y; = P}. Soit X la variable aléatoire désignant le nombre total de piles dans
les n lancers, de sorte que

X=iX,-.
i=1

Comme on veut calculer le nombre attendu de piles, on prend I’espérance des deux
cotés de I’équation précédente afin d’obtenir

E[X]=E iXi
i=1

Le coté gauche de I’équation qui précede est I’espérance de la somme de n variables
aléatoires. D’apres le lemme 5.1, nous pouvons facilement calculer 1’espérance de
chacune des variables aléatoires. D’apres 1’équation (C.2) —relative a la linéarité de
I’espérance—, il est facile de calculer I’espérance de la somme : elle est égale a la
somme des espérances des n variables aléatoires. La linéarité de I’espérance fait de
I’emploi de variables indicatrices une puissante technique analytique ; elle s’ applique
méme en cas de dépendances entre les variables aléatoires. Nous pouvons maintenant
calculer facilement le nombre attendu de piles :

i=1
n
Y EXi]
i=1

n

> 12

i=1
n/2.

E[X]

Ainsi, comparée a la méthode employée dans 1’équation (C.36), les variables indica-
trices simplifient grandement les calculs. Nous utiliserons des variables indicatrices
tout au long de ce livre.
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a) Probleme de I'embauche et variables indicatrices

Revenons au probleme de 1I’embauche ; nous voulons maintenant calculer le nombre
attendu de fois que nous embauchons une nouvelle secrétaire. Pour pouvoir faire une
analyse probabiliste, nous supposons que les candidates arrivent dans un ordre aléa-
toire, comme traité a la section précédente. (Nous verrons a la section 5.3 comment
nous débarrasser de cette hypothese). Soit X la variable aléatoire dont la valeur est
égale au nombre de fois que nous engageons une secrétaire. Nous pourrions alors
appliquer la définition de I’espérance, telle que donnée dans 1’équation (C.19), pour
obtenir

E[X]=) xPr{X=x},

x=1

mais ce calcul serait lourd. Nous utiliserons plutdt des variables indicatrices pour
simplifier grandement le calcul.

Pour utiliser des variables indicatrices au lieu de calculer E [X] en définissant une
unique variable associée au nombre de fois que nous embauchons une secrétaire, nous
définirons n variables indiquant si chaque postulante individuelle est embauchée ou
non. En particulier, soit X; la variable indicatrice associée a I’événement par lequel
on engage la i-¢me candidate. Alors,

1 si candidate i est embauchée ,
0 si candidate i n’est pas embauchée ,
(5.2)

X; = I {candidate i est embauchée} = {

et

X=X1+Xo+--+X,. (5.3)
D’apres le lemme 5.1, nous avons
E [X;] = Pr{candidate i est embauchée} ,

et nous devons donc calculer la probabilité d’exécution des lignes 5—6 de EMBAUCHE-
SECRETAIRE.

La candidate i est embauchée (ligne 5) si et seulement si la candidate i est meilleure
que chacune des candidates 1 a i — 1. Comme nous sommes partis du principe que
les candidates arrivent dans un ordre aléatoire, les i premieres candidates se sont
présentées dans un ordre aléatoire. Chacune de ces i premiéres candidates a la méme
probabilité de meilleure qualification provisoire. La candidate i a une probabilité 1/i
d’étre plus qualifiée que les candidates 1 a i — 1, et elle a donc une probabilité 1/i
d’étre engagée. D’apres le lemme 5.1, on en conclut que

E[X;]=1/i. (5.4)
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Nous pouvons maintenant calculer E [X] :

E[(X] = E in (d’apres équation (5.3)) (5.5)
i=1

n
= Z E[X;] (d’apres linéarité de I’espérance)
i=1

n
= Z 1/i (d’apres équation (5.4))
i=1
= Inn+0O(1) (d’apreséquation (A.7)) . (5.6)
Méme si nous interviewons n personnes, en moyenne nous n’en embauchons réelle-
ment qu’environ In n. Nous résumerons ce résultat dans le lemme que voici.

Lemme 5.2 Si les candidates se présentent dans un ordre aléatoire, I’algorithme
EMBAUCHE-SECRETAIRE a un coiit total d’embauche O(cy, In n).

Démonstration : La borne découle directement de notre définition du cofit d’em-
bauche et de I’équation (5.6). a

Le colit d’embauche attendu représente une amélioration significative par rapport
au cofit d’embauche du cas le plus défavorable qui est O(ncy,).

Exercices

5.2.1 Dans EMBAUCHE-SECRETAIRE, si les candidates se présentent dans un ordre aléa-
toire, quelle est la probabilité que vous n’embauchiez qu’une seule fois ? Quelle est la proba-
bilité que vous embauchiez exactement » fois ?

5.2.2 Dans EMBAUCHE-SECRETAIRE, si les candidates se présentent dans un ordre aléa-
toire, quelle est la probabilité que vous embauchiez exactement deux fois ?

5.2.3 Utilisez des variables aléatoires indicatrices pour calculer I’espérance de la somme de
n dés.

5.2.4 Utilisez des variables indicatrices pour résoudre le probleme suivant, connu sous le
nom de probléeme du vestiaire a chapeaux. Chaque client parmi n au total donne son chapeau
a un employé d’un restaurant. Cet employé redonne les chapeaux aux clients dans un ordre
aléatoire. Quel est le nombre attendu de clients qui récupéreront leurs chapeaux ?

5.2.5 Soit A[1..n] un tableau de n nombres distincts. Si i < j et A[i] > A[j], on dit que la
paire (i, ) est une inversion de A. (Voir probleme 2.4 pour plus de détails sur les inversions.)
On suppose que les éléments de A constituent une permutation uniforme aléatoire de 1’inter-
valle 1 a n. Utilisez des variables indicatrices pour calculer le nombre attendu d’inversions.
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5.3 ALGORITHMES RANDOMISES

Dans la section précédente, nous avons montré comment le fait de connaitre une
distribution concernant les entrées peut faciliter I’analyse du comportement moyen
d’un algorithme. Bien souvent, nous n’avons pas une telle connaissance et nous ne
pouvons faire aucune analyse de cas moyen. Comme mentionné a la section 5.1, nous
pourrons peut-étre employer un algorithme randomisé.

Pour un probléme tel que celui de I’embauche, ot cela aide de supposer que toutes
les permutations de I’entrée sont équiprobables, une analyse probabiliste guide la
création d’un algorithme randomisé. Au lieu de supposer qu’il y a telle ou telle distri-
bution des entrées, nous imposons une distribution. En particulier, avant d’exécuter
I’algorithme, nous permutons de maniere aléatoire les candidates de facon a forcer
I’équiprobabilité des diverses permutations. Cette modification ne change pas notre
espérance d’embaucher une secrétaire environ Inn fois. Elle signifie, toutefois, que
nous nous attendons a ce que cela soit le cas pour chaque entrée, et pas seulement
pour des données tirées d’une distribution particuliére.

Nous allons maintenant étudier plus avant la distinction entre analyse probabiliste
et algorithmes randomisés. A la section 5.2, nous avons affirmé que, si les candidates
se présentent dans un ordre aléatoire, le nombre attendu de fois que nous embauchons
une secrétaire vaut environ In n. Notez que I’algorithme ici est déterministe ; pour une
méme entrée, quelle qu’elle soit, le nombre d’embauches d’une nouvelle secrétaire
est toujours le méme. En outre, le nombre de fois que nous engageons une secrétaire
varie avec chaque entrée et dépend des classements des diverses candidates. Comme
ce nombre ne dépend que des classements des candidates, nous pouvons représenter
une entrée particuliere par I’énumération ordonnée des classements des candidates,
c’est-a-dire (rang(1), rang(2), ..., rang(n)). Avec la liste A; = (1,2,3,4,5,6,7,
8,9, 10), il y aura toujours 10 embauches successives, vu que chaque candidate est
meilleure que la précédente, et les lignes 5-6 seront exécutées pour chaque itération
de I’algorithme. Avec la liste Ay = (10,9,8,7,6,5,4,3,2, 1), il n’y aura qu’une
seule embauche, faite dans la premigre itération. Avec la liste A3 = (5,2, 1,8,4,7,
10,9, 3, 6), il y aura trois embauches, associées aux candidates 5, 8 et 10. Si nous
nous rappelons que le colit de notre algorithme dépend du nombre d’embauches, nous
voyons qu’il existe des entrées cofliteuses, telle Aj, des entrées peu cofiteuses, telle A,,
et des entrées modérément cofiteuses, telle As.

Considérez, en revanche, I’algorithme randomisé qui commence par permuter les
candidates avant de déterminer la meilleure. Ici, la randomisation se situe dans 1’algo-
rithme, pas dans la distribution des entrées. Etant donnée une certaine entrée, disons
le Az précédent, on ne peut pas dire combien de fois il y aura actualisation du maxi-
mum, car cette valeur varie avec chaque exécution de 1’algorithme. La premiere fois
que nous exécutons ’algorithme sur A3, il peut générer la permutation A et faire 10
actualisations ; la seconde fois que nous exécutons 1’algorithme, nous pouvons pro-
duire la permutation A, et faire une seule mise a jour. La troisieme fois que nous
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I’exécutons, nous pouvons obtenir un autre nombre d’actualisations. A chaque exé-
cution de I’algorithme, 1’exécution dépend des choix aléatoires effectués et il y a de
fortes chances pour qu’elle differe de la précédente exécution. Pour cet algorithme,
ainsi que pour nombre d’autres algorithmes randomisés, il n’existe aucune entrée
particuliere qui engendre le comportement du cas le plus défavorable. Méme votre
pire ennemi ne peut pas produire un tableau méchant en entrée, car la permutation
aléatoire ote toute importance a 1’ordre des entrées. L’algorithme randomisé ne donne
de mauvais résultats que si le générateur de nombres aléatoires génére une permuta-
tion « malheureuse ».

Pour le probleme de 1I’embauche, la seule chose a modifier dans le code est la
permutation aléatoire du tableau.

EMBAUCHE-SECRETAIRE-RANDOMISE(#n)

1 permuter aléatoirement la liste des candidates

2 meilleure — 0 1> candidate O est une candidate fictive moins qualifiée
que quiconque

3 pouri<—lan

4 faire interviewer candidate i

5 si candidate i supérieure a candidate meilleure

6 alors meilleure < i

7 embaucher candidate i

Grice a cette simple modification, nous avons créé un algorithme randomisé dont les
performances correspondent a celles obtenues dans I’hypothese ol les candidates se
présentent dans un ordre aléatoire.

Lemme 5.3 Le coiit d’embauche attendu de la procédure EMBAUCHE-SECRETAIRE-
RANDOMISE est O(cy, Inn).

Démonstration : Une fois permuté le tableau des entrées, nous sommes ramenés a
une situation identique a celle de 1’analyse probabiliste d¢ EMBAUCHE-SECRETAIRE.
a

La comparaison entre les lemmes 5.2 et 5.3 illustre la différence entre analyse
probabiliste et algorithmes randomisés. Dans le lemme 5.2, nous faisons une hypo-
thése concernant 1’entrée. Dans le lemme 5.3, nous ne faisons aucune hypothese de
ce genre, bien que la randomisation de I’entrée demande du temps supplémentaire.
Dans le reste de cette section, nous allons étudier certains problemes induits par la
permutation aléatoire des entrées.

a) Permutation aléatoire de tableau

Nombreux sont les algorithmes randomisés qui randomisent I’entrée en permutant le
tableau initial. (I existe d’autres facons d’employer la randomisation.) Nous allons
ici présenter deux méthodes en ce sens. Nous supposons que nous avons un tableau A
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contenant les éléments 1 a n (cela ne nuit pas a la généralité du probléeme). Notre but
est de produire une permutation aléatoire du tableau.

Une méthode courante consiste a assigner a chaque élément A[i] du tableau une
priorité aléatoire P[i], puis a trier les éléments de A selon ces priorités. Par exemple, si
notre tableau initial est A = (1,2, 3,4) et que nous choisissons les priorités aléatoires
P =(36,3,97,19), nous produirons un tableau B = (2,4, 1, 3) ; en effet, la deuxieéme
priorité est la plus faible, suivie de la quatrieme, puis de la premiere, puis enfin de la
troisiéme. Nous baptiserons cette procédure PERMUTE-PAR-TRI :

PERMUTE-PAR-TRI(A)
n «— longueur[A]
pouri«<— lan

faire P[i] = RANDOM(1, n?)
trier A, avec P comme clés de tri
retourner A

O I O R S

Sur la ligne 3, il y a sélection d’un nombre aléatoire compris entre 1 et n’. Nous
utilisons la plage 1 a n® pour augmenter les chances d’unicité de chaque priorité
de P. (Lexercice 5.3.5 vous demandera de prouver que la probabilité que toutes les
priorités soient uniques est au moins de 1 — 1/n, alors que 1’exercice 5.3.6 vous
demandera comment implémenter 1’algorithme s’il existe deux ou plusieurs priorités
identiques.) Supposons ici que toutes les priorités sont uniques.

La phase qui prend du temps dans cette procédure, c’est le tri sur la ligne 4. Comme
nous le verrons au chapitre 8, si nous employons un tri par comparaison, la durée du
tri est de (U(nlgn). Nous pouvons arriver a cette limite inférieure, car nous avons
vu que le tri par fusion prend ®(nlgn). (Nous verrons, dans la partie 2, d’autres tris
par comparaison qui prennent ®(nlgn)). Apres le tri, si P[i] est la j-eéme priorité
en partant de la valeur minimale, alors A[7] est en position j dans le résultat. De cette
maniere, nous obtenons une permutation. Reste a prouver que la procédure donne une
permutation aléatoire uniforme, c’est-a-dire que chaque permutation des nombres 1
a n a la méme probabilité de génération.

Lemme 5.4 La procédure PERMUTE-PAR-TRI produit une permutation aléatoire
uniforme de ’entrée, dans I’hypothese ou toutes les priorités sont distinctes.

Démonstration : Nous commencerons par considérer la permutation particuliere
dans laquelle chaque élément A[{] recoit la i-¢me plus petite priorit€. Nous montre-
rons que la probabilité d’apparition de cette permutation vaut exactement 1/n!. Pour
i=1,2,...,ns0it X; 'événement par lequel 1’élément A[i] recoit la i-€me plus pe-
tite priorité. Nous voulons alors calculer la probabilité de voir pour tout i se produire
I’événement X;, probabilité qui est

Pr{X,NnX;NX3N---NX,_1 NX,} .
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D’apres I’exercice C.2.6 cette probabilité est égale a
PI"{Xl} . PI‘{Xz | Xl} . PI’{X3 | X> ﬂXl} . PI"{X4 | X3NX, ﬂXl}
PI'{X, |X,‘_1 ﬂXi_z N le}PI'{Xn |Xn_1 (R ﬂXl} .

Nous avons Pr{X;} = 1/n, car c’est la probabilité qu’une priorité prise au ha-
sard dans un ensemble de n éléments soit la plus petite. Ensuite, nous observons
que Pr{X, | X;} = 1/(n — 1); en effet, comme I’élément A[1] a la priorité la
plus faible, chacun des n — 1 éléments restants a une chance égale d’avoir la
deuxieme priorité la plus faible. Plus généralement, pour i = 2,3,...,n, nous avons
Pr{X; | X;-1NX;oN---NX;} =1/(n— i+ 1); eneffet, vu que les éléments A[1] &
Ali — 1] ont les i — 1 priorités les plus faibles (dans I’ordre), chacun des n — (i — 1) é1é-
ments restants a une chance égale d’avoir la i-eme plus petite priorité. Par conséquent,

nous avons (l,i) (ni 1) (%) (%)

E )

Pr{X1 NX,NX3N---NX,_ g an}

et nous avons montré que la probabilité d’obtenir la permutation identité est de 1/n!.

Nous pouvons généraliser cette démonstration pour qu’elle fonctionne avec n’im-
porte quelle permutation de priorités. Considérons une permutation fixée quelconque
o = (o(1),0(2), ...,0(n)) de 'ensemble {1,2,...,n}. Notons r; le rang de la prio-
rité assignée a I’élément A[i], sachant que I’élément ayant la j-eme plus petite priorité
a le rang j. Si nous définissons X; comme 1’événement par lequel 1’élément A[i] re-
coit la a(i)-eme plus petite priorité, c’est-a-dire dans lequel 7; = o(i), alors la méme
démonstration s’applique encore. Si donc nous calculons la probabilité d’obtenir une
permutation particuliere quelconque, le calcul est identique a celui qui précede, de
sorte que la probabilité d’obtenir cette permutation est aussi de 1/n!. a

On pourrait penser que, pour démontrer qu’une permutation est une permutation
aléatoire uniforme, il suffit de montrer que, pour chaque élément A[i], la probabilité
de le voir figurer en position j vaut 1/n. Lexercice 5.3.4 montre que cette condition
moins exigeante est, en fait, insuffisante.

Une meilleure méthode de génération d’une permutation aléatoire consiste a per-
muter directement le tableau initial. La procédure RANDOMISATION-DIRECTE le
fait avec une durée O(n). Dans I’itération i, I’élément A[i] est choisi au hasard parmi
les éléments A[i] a A[n]. Apres I'itération i, il n’y a plus jamais modification de A[i].

RANDOMISATION-DIRECTE(A)

1 n < longueur[A]

2 pouri<— lan

3 faire échanger A[i] < A[RANDOM(i, n)]

Nous emploierons un invariant de boucle pour montrer que la procédure
RANDOMISATION-DIRECTE produit une permutation aléatoire uniforme. Etant
donné un ensemble a n éléments, une k-permutation est une suite contenant k de ces
n éléments. (Voir annexe C) Il existe n!/(n — k)! possibilités de telles k-permutations.
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Lemme 5.5 La procédure RANDOMISATION-DIRECTE calcule une permutation
aléatoire uniforme.

Démonstration : Nous utilisons I’invariant de boucle que voici :

Juste avant la i-eme itération de la boucle pour des lignes 2 -3, pour chaque
(i — 1)-permutation possible, le sous-tableau A[1 . .i — 1] contient cette (i — 1)-
permutation avec la probabilité (n — i + 1)!/n!.

Il faut démontrer que cet invariant est vrai avant la premiere itération de la boucle,
qu’il est conservé par chaque itération et qu’il fournit une propriété utile pour montrer
qu’il est vrai quand la boucle se termine.

Initialisation : Considérons la situation juste avant la premiere itération, donc quand
i=1. L'invariant dit que, pour chaque O-permutation possible, le sous-tableau
A[1..0] contient cette O-permutation avec la probabilité (n —i+1)!/n! =n!/n! =1
Le sous-tableau A[1..0] est vide, et une O-permutation n’a pas d’éléments. Par
conséquent, A[1 ..0] contient n’importe quelle O-permutation avec la probabilité
1 ; Pinvariant est donc vérifié avant la premiere itération.

Conservation : Nous supposons que, juste avant la (i — 1)-eme itération, chaque

(i — 1)-permutation possible apparait dans le sous-tableau A[1.. — 1] avec la pro-
babilité (n — i + 1)! /n!; nous allons montrer que, aprés la i-¢me itération, chaque
i-permutation possible apparait dans le sous-tableau A[1 .. ] avec la probabilité
(n — i)!/n!. Uincrémentation de i pour I’itération suivante conserve alors 1’inva-
riant.
Regardons la i-eme itération. Prenons une i-permutation particuliere et notons
ses éléments par (xi, xa, ..., x;). Cette permutation se compose d’une (i — 1)-
permutation (xi, ..., x;_), suivie de la valeur x; que I’algorithme place dans A[i].
Soit E; I’événement par lequel les i — 1 premieres itérations ont créé la (i — 1)-
permutation particuliere (xi, ..., x;_;) dans A[1..i — 1]. D’aprés I'invariant de
boucle, Pr{E;} = (n — i + 1)!/n!. Soit E, I’événement par lequel cette i-€me ité-
ration met x; dans la position A[i]. Comme la i-permutation (x, . ..,x;) est formée
dans A[1 . . i] uniquement quand se produisent E; et E;, nous voulons donc calculer
Pr{E, NE,}. D apres I’équation (C.14) nous avons

PI'{EZ ﬂEl} ZPI‘{EZ | El}Pr{El} .

La probabilité Pr{E, | E; } vaut 1/(n — i+ 1) ; en effet, sur la ligne 3, 1’algorithme
choisit x; au hasard parmi les n — i + 1 valeurs qui occupent les positions A[i . . n].
Nous avons donc

PI’{EQ ﬂEl} = PI"{EQ | El}Pr{El}
a 1 (n—i+1)!
T on—i+l n!
(n— 0!
- n
Terminaison : A la fin de la boucle, i = n + 1, et nous avons le résultat
que le sous-tableau A[1..n] est une n-permutation donnée avec la probabilité
(n—n)!/n!=1/n!.
En conclusion, RANDOMISATION-DIRECTE produit une permutation aléatoire uni-
forme. a
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Un algorithme randomisé est souvent le moyen le plus simple et le plus efficace
de résoudre un probleme. Dans ce livre, nous utiliserons de temps a autre des algo-
rithmes randomisés.

Exercices

5.3.1 Le professeur Marceau conteste ’invariant de boucle utilisé dans la démonstration
du lemme 5.5. Il met en doute sa validité avant la premiere itération. Son raisonnement est
le suivant : on pourrait, tout aussi bien, déclarer qu’un sous-tableau vide ne contient pas
de O-permutations. Par conséquent, la probabilité qu’un sous-tableau vide contienne une 0-
permutation doit étre 0, ce qui invalide I’invariant de boucle avant la premiere itération. Ré-
écrire la procédure RANDOMISATION-DIRECTE de fagon que I’invariant de boucle associé
s’applique a un sous-tableau non vide avant la premiére itération, et modifier la démonstration
du lemme 5.5 pour votre procédure.

5.3.2 Le professeur Kelp décide d’écrire une procédure qui produira aléatoirement une per-
mutation différente en plus de la permutation identité. Il propose la procédure que voici :

PERMUTE-SANS-IDENTITE(A)

1 n <« longueur[A]
2 pouri—lan—1
3 faire échanger A[i] <+ A[RANDOM(i + 1, n)]

Ce code fait-il ce que le professeur Kelp souhaite ?

5.3.3 Supposez que, au lieu d’échanger 1’élément A[i] avec un élément aléatoire du sous-
tableau A[i .. n], nous I’échangions avec un élément aléatoire pris n’importe ou dans le ta-
bleau :

PERMUTE-AVEC-TOUT(A)

1 n < longueur[A]
2 pouri<— lan
3 faire échanger A[i] < A[RANDOM(1, n)]

Ce code produit-il une permutation aléatoire uniforme ? Justifiez votre réponse ?

5.3.4 Le professeur Armstrong suggere la procédure suivante pour générer une permutation
aléatoire uniforme :

PERMUTE-PAR-CYCLE(A)
1 n <« longueurl[A]

2 aux — RANDOM(1, n)

3 pouri«— lan

4 faire dec < i+ aux

5 sidec > n

6 alors dec « dec —n
7 Bldec] — A[i]

8 retourner B
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Montrez que chaque élément A[i] a une probabilité 1/n de se retrouver a un certain empla-
cement, quel qu’il soit, de B. Montrez ensuite que le professeur Armstrong se trompe, en
prouvant que la permutation résultante n’est pas uniformément aléatoire.

5.3.5 x Prouvez que, dans le tableau P de la procédure PERMUTE-PAR-TRI, la probabilité
que tous les éléments soient uniques est au moins 1 — 1/n.

5.3.6 Expliquez comment implémenter 1’algorithme PERMUTE-PAR-TRI pour traiter le cas
ol deux ou plusieurs priorités sont identiques. En d’autres termes, votre algorithme doit pro-
duire une permutation aléatoire uniforme méme si deux ou plusieurs priorités sont identiques.

5.4*ANALYSE PROBABILISTE ET AUTRES EMPLOIS DES
VARIABLES INDICATRICES

Cette section avancée montre d’autres utilisations de 1’analyse probabiliste, et ce sur
quatre exemples. Le premier détermine la probabilité que, dans une piece contenant
k personnes, il se trouve deux personnes qui aient la méme date de naissance. Le
deuxieme exemple étudie le lancer aléatoire de ballons en direction de paniers. Le
troisiéme étudier les « suites » de piles successifs dans les lancers d’une piece de
monnaie. Le dernier exemple étudie une variante du probleme de 1I’embauche, dans
laquelle vous devez prendre des décisions sans interviewer réellement toutes les can-
didates.

5.4.1 Le paradoxe des anniversaires

Notre premier exemple est le paradoxe des anniversaires. Combien doit-il y avoir
de gens dans une piece pour qu’il y ait 50% de chances que deux personnes soient
nées le méme jour de I’année ? Chose surprenante, la réponse est qu’il suffit d’un
petit nombre de personnes. Le paradoxe est que ce nombre est, en fait, trés inférieur
au nombre de jours dans une année, voire a la moitié du nombre de jours dans une
année, comme nous allons le voir.

Pour répondre a cette question, nous indexons les personnes présentes dans la piece
a I’aide des entiers 1,2, ..., k,0ou k est le nombre total de ces personnes. Nous igno-
rerons la problématique des années bissextiles et partirons du principe que toutes
les années ont n = 365 jours. Pour i = 1,2,... k, soit b; le jour anniversaire de la
personne i, sachant que 1 < b; < n. Nous supposerons également que les anniver-
saires sont distribués de maniere uniforme sur les n jours de I’année, de sorte que
Pr{bi=r}=1/npouri=1,2,...;ketr=1,2,...,n.

La probabilité que deux personnes données, par exemple i et j, aient le méme
anniversaire dépend de I’'indépendance éventuelle de la sélection aléatoire des anni-
versaires. Nous supposerons dorénavant que les anniversaires sont indépendants, de
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sorte que la probabilité que 1’anniversaire de i et celui de j tombent le jour r est

Pr{bi:randbj:r} Pr{bl‘:r}Pr{bj:r}

1/n*.

Par conséquent, la probabilité que les deux anniversaires tombent le méme jour est

ZPr{bi =rethj=r}
r=1

D (/)

r=1

I/n. (5.7)

Pr {b, = bj}

De maniére plus intuitive, une fois choisi b;, la probabilité€ que b; soit choisi de facon
a étre le méme jour de ’année est égale a 1/n. Ainsi, la probabilité que i et j aient
le méme anniversaire est égale a la probabilité que 1’anniversaire de I'une de ces
personnes tombe un certain jour de I’année. Notez, cependant, que cette coincidence
dépend de I’hypothese selon laquelle les anniversaires sont indépendants.

Pour déterminer la probabilité d’avoir au moins 2 personnes sur k qui aient le
méme anniversaire, nous pouvons regarder 1I’événement complémentaire. La proba-
bilité qu’il y ait au moins deux anniversaires identiques est égale a 1 moins la probabi-
lité que tous les anniversaires soient différents. L’éveénement dans lequel k personnes
ont des anniversaires distincts est

k
Bi=()A:,
i=1

ou A; est I’événement par lequel I’anniversaire de la personne i est différent de celui
de la personne j pour tout j < i. Comme nous pouvons écrire By = Ay N By—1, nous
obtenons d’apres 1’équation (C.16) la récurrence

Pr {Bk} =Pr {Bk_l}Pl‘ {Ak | Bk_]} y (5.8)

ou nous prenons Pr{B;} = Pr{A;} = 1 comme condition initiale. En d’autres termes,
la probabilité que by, by, . .., by soient des anniversaires distincts est égale a la pro-
babilité que by, by, . .., br_1 soient des anniversaires distincts multipliée par la pro-
babilité que by # b; pouri =1,2,... k — 1, sachant que by, b, ..., bx_; sont dis-
tincts. Si by, by, ..., br_ sont distincts, la probabilité conditionnelle que by # b;
pouri=1,2,... k— 1estégale a Pr{Ay | By—1} = (n — k+ 1)/n, vu que, sur les n
jours, il y en a n — (k — 1) qui ne sont pas pris. Nous appliquons de maniere réitérée
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la récurrence (5.8) pour obtenir

Pr {Bk} Pr {Bk—l} Pr {Ak ‘ Bk—l}

Pr {Bk—Z} Pr {Ak—l ‘ Bk_g} Pr {Ak ‘ Bk—l}

PI‘{B]}PI‘{AZ |BI}PI‘{A3 ‘Bz}-“PI‘{Ak ’kal}
n—1\ /n—2 n—k+1
- (5) () (=)
1 2 k—1
() () ()

L’inégalité (3.11), 1 + x < €%, nous donne

Pr{Bi} < e /e .. e~ k=hin

e_ Zf;l l/}’l
_ kD)2
< 12

quand —k(k — 1)/2n < In(1/2). La probabilité que tous les k anniversaires soient
distincts est au plus 1/2 quand k(k — 1) > 2n1In 2 ou, en résolvant I’équation quadra-
tique, quand k > (1 + /1 +(81In2)n)/2. Pour n = 365, nous devons avoir k > 23.
Par conséquent, s’il y a au moins 23 personnes dans une piece, la probabilité qu’il y
en ait au moins deux qui aient le méme anniversaire est d’au moins 1/2. Sur Mars ot
I’année fait 669 jours, il faut avoir 31 Martiens pour obtenir le méme effet.

a) Analyse via variables indicatrices

Nous pouvons employer des variables indicatrices pour fournir une analyse plus
simple, mais approximative, du paradoxe des anniversaires. Pour chaque paire (i, j)
formée parmi les k personnes, nous définissons la variable indicatrice Xj;, pour
1 < i <j < k, de la fagon suivante

Xij I {personne i et personne j ont le méme anniversaire }

1 si personne i et personne j ont le méme anniversaire |,
0 sinon.

D’apres I’équation (5.7), la probabilité que deux personnes aient le méme anniver-
saire est de 1/n, et donc, d’apres le lemme 5.1, nous avons

E [X;] Pr {personne i et personne j ont le méme anniversaire }

1/n.
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Si X est la variable aléatoire qui compte le nombre de paires d’individus ayant le
méme anniversaire, nous avons

En prenant les espérances des deux cotés et en appliquant la linéarité de 1’espérance,
nous obtenons

k k

i=1 j=i+l

E[X]

Ainsi, quand k(k — 1) > 2n, le nombre attendu de paires de personnes ayant le méme
anniversaire est au moins 1. Si donc nous avons au moins /2 + 1 individus dans une
picce, nous pouvons espérer que deux personnes au moins auront le méme anniver-
saire. Pour n = 365, si k = 28, le nombre attendu de paires ayant le méme anniversaire
est (28-27)/(2-365) ~ 1,0356. Par conséquent, avec au moins 28 personnes, on peut
s’attendre a trouver au moins une paire de personnes ayant le méme anniversaire. Sur
Mars ou I’année fait 669 jours, il faut au moins 38 Martiens. La premiére analyse,
basée sur les seules probabilités, calculait le nombre de personnes requis pour que la
probabilité qu’il y ait une paire d’anniversaires identiques dépasse 1/2; la seconde
analyse, qui emploie des variables indicatrices, calcule le nombre de personnes re-
quis pour que le nombre attendu d’anniversaires identiques soit égal a 1. Le nombre
exact de personnes n’est pas le méme dans les deux situations, mais les valeurs sont
les mémes asymptotiquement : O(y/n).

5.4.2 Ballons et paniers

Considérons le lancer aléatoire de ballons identiques vers b paniers numérotés
1,2,...,b. Les lancers sont indépendants, et pour chaque lancer le ballon a la méme
probabilité d’arriver dans I’un quelconque des paniers. La probabilité qu’un ballon
atterrisse dans un quelconque panier donné est 1/b. Le lancer des ballons est donc
une suite d’épreuves de Bernoulli (voir Annexe C.4) avec une probabilité 1/b de suc-
ces, succes signifiant ici que le ballon arrive dans le panier donné. Ce modele est
particulierement utile pour 1’analyse du hachage (voir Chapitre 11), et nous pouvons
répondre a une foule de questions intéressantes concernant le processus du lancer de
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ballons. (Le probleme C.1 posera des questions supplémentaires sur les ballons et
paniers.)

Combien de ballons arrivent dans un panier donné ? Le nombre de ballons qui
tombent dans un panier donné obéit a la distribution binomiale b(k;n, 1/b). Si on
lance n ballons, I’équation (C.36) dit que le nombre attendu de ballons qui tombent
dans le panier donné est n/b.

Combien faut-il lancer de ballons, en moyenne, pour qu’un panier donné
contienne un ballon ? Le nombre de lancers a effectuer pour que le panier donné
recoive un ballon obéit a la distribution géométrique avec une probabilité 1/b et,
d’apres ’équation (C.31), le nombre attendu de lancers est 1/(1/b) = b

Combien faut-il lancer de ballons pour que chaque panier contienne au moins un
ballon ? Appelons « coup au but » un lancer dans lequel un ballon tombe dans un
panier vide. Nous voulons connaitre le nombre attendu de lancers n exigé pour avoir
b coups au but.

Les coups au but peuvent servir a diviser les n lancers en salves. La i-¢me salve
regroupe les lancers qui suivent le (i — 1)-€me coup au but jusqu’au i-éme coup au
but. La premiere salve se compose du premier lancer, puisque nous sommes certains
d’avoir un coup au but quand tous les paniers sont vides. Pour chaque lancer de la
i-eme salve, il y a i — 1 paniers qui contiennent des ballons et b — i + 1 paniers vides.
Par conséquent, pour chaque lancer de la i-eme salve, la probabilité d’obtenir un coup
aubutest (b —i+1)/b.

Soit n; le nombre de lancers de la i-€me salve. Il s’ensuit que le nombre de lancers
requis pour avoir b coups au but est n = Zib=] n;. Chaque variable aléatoire n; a
une distribution géométrique avec la probabilité de succes (b — i + 1)/b et, d’apres
I’équation (C.31),

b
Enl=—"—.
il =

En raison de la linéarité de 1’espérance,

b b
1
M DA NN

— i=1

E [n]

b(Inb + O(1)) .

La derniere ligne découle de la borne (A.7) sur la série harmonique. Il faut donc
environ b In b lancers pour que nous puissions espérer que chaque panier contienne
un ballon. Ce probleéme porte aussi le nom de probléme du collecteur de coupons ;
il dit qu’une personne qui essaie de recueillir chacun de b coupons différents doit se
procurer environ b In b coupons obtenus au hasard pour pouvoir réussir.
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5.4.3 Suites

Supposez que vous jetiez n fois en 1’air une piece non faussée. Quelle est la plus
longue suite de piles consécutifs que vous vous espérez voir ? La réponse est O(Ig n),
comme va le montrer 1’étude qui suit.

Nous commencerons par prouver que la longueur attendue de la plus longue suite
de piles est O(Ig n). La probabilité que chaque lancer de la piece donne pile est 1/2.
Soit Aj I’événement par lequel une suite de piles de longueur au moins & commence
au i-eme lancer ou, plus précisément, I’événement par lequel les k lancers consécutifs
de la piece i,i + 1,...,i + k — 1 donnent uniquement des piles, avec 1 < k < net
1 <i < n—k+1. Comme les lancers sont mutuellement indépendants, pour un
événement donné A, la probabilité que tous les k lancers produisent des piles est

Pr{A;} =1/2%. (5.9)
Pour k =2 [lgn],
Pr{Aisngm} = 1/22Men]
< 1/221gn
= 1/n?,

et donc la probabilité qu’une suite de piles de longueur au moins égale a 2 [Ign]|
commence a la position i est assez faible. Il existe au plus n — 2 [Ign] + 1 positions
ol une telle suite peut commencer. La probabilité qu’une suite de piles de longueur
au moins égale a 2 [1g n| commence a un emplacement quelconque est donc

n—2[1gn]+1 n—2[lgn]+1

Pr U Ai,2|—1g n] Z l/I/l2
i=1

i=1

N

< Z 1/n?
i=1
= 1/n, (5.10)

puisque, d’apres I’inégalité de Boole (C.18), la probabilité d’une union d’événements
est au plus égale a la somme des probabilités des événements individuels. (Notez que
I’inégalité de Boole reste vraie pour des événements tels que ceux-la qui ne sont pas
indépendants.)

Nous employons maintenant 1’inégalité (5.10) pour borner la longueur de la plus
longue suite. Pour j = 0,1,2,...,n, soit L; I’événement par lequel la plus longue
suite de piles a une longueur d’exactement j, et soit L la longueur de la plus longue
suite. D’apres la définition de I’espérance,

n
E[L]=) jPr{L} . (5.11)

j=0
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Nous pourrions essayer d’évaluer cette somme en utilisant des bornes supérieures
sur chaque Pr {L;} semblables a celles calculées dans I’inégalité (5.10). Hélas, cette
méthode donnerait des bornes faibles. Toutefois, nous pouvons utiliser une certaine
intuition, obtenue via 1’analyse qui précede, pour avoir une borne correcte. De ma-
niere informelle, nous observons que, pour aucun des divers termes de la sommation
dans I’équation (5.11), les facteurs j et Pr {L;} ne sont tous les deux grands en méme
temps. Pourquoi ? Quand j > 2 [Ign], Pr{L;} est trés petit; et quand j < 2 [lgn],
J est assez petit. De maniere plus formelle, nous remarquons que les événements L;
pourj =0,1,...,n sont disjoints, et donc que la probabilité qu’une suite de piles de
longueur au moins 2 [Ign] commence a un endroit quelconque est Z}Lz[lg a1 PriL}.
D’apreés I'inégalité (5.10), nous avons » 7, Pr{L;} < 1/n. En outre, en remar-

quant que Y Pr{L;} = 1, nous avons Zfz[(l)g M1 py {L;} < 1. Par conséquent, nous

obtenons
n
E[L] = ) jPr{L}
j=0

2[1gn]—1

= ) JP{L}+ > jPr{L}
Jj=0 j=2[lgn]
2[1gn]—1 n
< > @igahPr{L}+ > nPr{L}
J=0 Jj=2[1gn]
2[1gn]—1 n
= 2[lgn] > Pr{L}+n > Pr{L}
j=0 J=2[1gn]
< 2[lgn]-1+n-(1/n)
= 0(gn).

Les chances qu’il y ait plus de r [1g n] piles d’affilée diminuent rapidement avec r.
Pour r > 1, la probabilité qu’une suite de r [Ign] piles commence & la position i est

Pr {Ai,r[lg n] } = 1/2rflg d
< 1/n".
Ainsi, la probabilité est au plus de n/n" = 1/n"~! que la plus longue suite fasse au

moins 7 [Ign], ou dit autrement, la probabilité est au moins de 1 — 1/n"~! que la
plus longue suite ait une longueur inférieure a r [Ign].

A titre d’exemple, pour n = 1000 lancers de piéce, la probabilité d’avoir au moins
2 [1gn] = 20 piles d’affilée est au plus 1/n = 1/1000. Les chances d’avoir une suite
de piles plus longue que 3 [Ign] = 30 sont au plus 1/n% = 1/1 000 000.

Nous allons maintenant prouver 1’existence d’une borne inférieure complémen-
taire : la longueur attendue de la plus longue suite de piles dans n lancers de piece
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est ((Ign). Pour démontrer la validité de cette borne, nous cherchons des suites de
longueur s en partitionnant les n lancers en environ n/s groupes de s lancers chacun.
Si nous choisissons s = [(Ign)/2], nous pouvons montrer qu’il est probable qu’un
de ces groupes au moins ne contienne que des piles, et donc qu’il est probable que la
plus longue suite ait une longueur d’au moins s = ()(Ign). Nous montrerons ensuite
que la plus longue suite a une longueur attendue de Q(Ig n).

Nous partitionnons les n lancers en au moins |n/ |(Ign)/2 ]| groupes de |(Ign)/2]
lancers consécutifs, et nous bornons la probabilité qu’il n’y ait aucun groupe ne conte-
nant que des piles. D’apres I’équation (5.9), la probabilité que le groupe commengant
a la position i ne contienne que des piles est

Pri{Aijggmsy} = 1/217/2
> 1/vn.
La probabilité qu’une suite de piles de longueur au moins |(Ign)/2] ne commence
pas a la position i est donc au plus de 1 — 1/+/n. Comme les |n/ [(Ign)/2] | groupes

sont formés de lancers indépendants mutuellement exclusifs, la probabilité que cha-
cun de ces groupes ne soit pas une suite de longueur | (Ign)/2 | est au plus

(1 o l/ﬁ)”/t(lgn)/szl

(1— 1/\/;1)2n/lgn—1
< oCn/len=1/Vn

(1 o l/ﬁ)tn/t(lg”)/z“

N

N

= O(e'&m)
= 0(1/n).

Pour cette discussion, nous nous sommes servis de ’inégalité (3.11), 1 + x < ¥, et
du fait (que vous pourrez vérifier) que (2n/1gn — 1)/1/n > lgn pour n suffisamment
grand.

Par conséquent, la probabilité que la plus longue suite ait une longueur supérieure
al(gn)/2] est

n

Z Pr{L}>1-0(/n). (5.12)

j=l0gn)/2]+1

Nous pouvons maintenant calculer une borne inférieure pour la longueur attendue de
la plus longue suite, en partant de I’équation (5.11) et en raisonnant d’une maniere
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semblable a notre analyse de la borne supérieure :

E[L]

> iPr{L;}
=0
[(gn)/2]

= ) JjPr{L}+

=0
[(gn)/2]

WV

j=0
[(gn)/2]

J=0

> 0+ [dgn)/2) (1 - O1/n))

= Q(gn).

> 0-Pr{L}+

n

Y. JPr{L}

J=10gn)/2]+1

n

S [agm/2) Pr{L}

j=l0gm/2]+1

0- > Pr{L}+[Ugm/2] >

n
Pr{L;}
Jj=l0gn)/2]+1
(d’apres I'inégalité (5.12))

Comme pour le paradoxe des anniversaires, nous pouvons obtenir une analyse plus
simple, mais approximative, en utilisant des variables indicatrices. Soit Xjx = 1{Ax}
la variable indicatrice associée a une suite de piles de longueur au moins k£ commen-
¢ant au i-eme lancer. Pour compter le nombre total de telles suites, nous définissons

n—k+1

X= ) Xi.
i=1

En prenant les espérances et en appliquant la linéarité de 1’espérance, nous avons

E[X]

n—k+1
> Xi
i=1

n—k+1

> E[Xy]
i=1

n—k+1

> Pr{dy}

i=1

n—k+1

>y

i=1

n—k+1
2k

E

En appliquant ce résultat a différentes valeurs de k, nous pouvons calculer le
nombre attendu de suites de longueur k. Si ce nombre est grand (trés supérieur
a 1),alors on peut s’attendre a voir moult suites de longueur k et la probabilité d’ap-
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parition d’une telle suite est élevée. Si ce nombre est faible (tres inférieur a 1), alors
on peut s’attendre a ne voir que trés peu de suites de longueur k et la probabilité
d’apparition d’une telle suite est réduite. Si k = clgn, ¢ étant une certaine constante
positive, on obtient

n—clgn+1
2clgn
n—clgn+1

E [X]

nC
1 (clgn—1)/n
nc—l B nc—l

= O /n Y.

Si ¢ est grand, le nombre attendu de suites de longueur clgn est trés faible, et I’on
en conclut qu’il y a peu de chances de voir apparaitre une telle suite. En revanche, si
¢ < 1/2, alors on obtient E[X] = O(1/n'/>~1) = @(n'/?), et I’on peut s attendre a
voir un grand nombre de suites de longueur (1/2)1g n. Par conséquent, la probabilité
d’apparition d’une suite ayant cette longueur est trés forte. A partir de ces seules
estimations, 1’on peut déduire que la longueur attendue de la plus longue suite est
O(gn).

5.4.4 Le probleme de I'embauche en ligne

Comme dernier exemple, nous allons considérer une variante du probléme de 1I’em-
bauche. On suppose désormais que 1’on ne veut pas interviewer toutes les candidates
pour trouver la meilleure. On ne veut pas, non plus, passer son temps a embaucher et
congédier des candidates. On veut plutot sélectionner une candidate proche de I’ opti-
mum, afin de ne procéder qu’a une seule embauche. L’entreprise impose la contrainte
suivante : apres chaque entrevue, il faut soit proposer immédiatement le poste a la
candidate, soit lui dire qu’elle ne fait pas I’affaire. Quel est I’équilibre entre la mi-
nimisation du nombre d’entrevues et la maximisation de la qualité de la candidate
engagée ?

Nous pouvons modéliser le probleme de la maniere suivante. Apres avoir vu une
postulante, nous lui donnons une note ; soit score(i) la note de la i-eme candidate,
en supposant que deux postulantes quelconques n’obtiennent jamais la méme note.
Lorsque nous aurons vu j candidates, nous saurons laquelle des j a la meilleure note,
mais nous ne saurons pas si I’une des n — j candidates restantes serait susceptible
d’avoir une note encore meilleure. Nous décidons d’adopter la stratégie suivante :
nous sélectionnons un entier positif k& < n, nous interviewons puis refusons les k
premiéres postulantes, et enfin nous engageons la premiére postulante suivante ayant
une note supérieure a toutes les candidates qui I’ont précédée. S’il s’avere que la
candidate la plus qualifiée figurait parmi les k premicres interviewées, alors nous
embauchons la n-eme postulante. Cette stratégie est formalisée dans la procédure
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MAXIMUM-EN-LIGNE(k, n), donnée ci-apres. La procédure MAXIMUM-EN-LIGNE
retourne I’indice de la candidate que nous voulons engager.

MAXIMUM-EN-LIGNE(k, n)

1 meilleur score «— —o0

2 pouri<—lak

3 faire si score(i) > meilleur score

4 alors meilleur score < score(i)
5 pouri<—k+lan

6 faire si score(i) > meilleur score

7 alors retourner i

8 retourner n

Nous voulons déterminer, pour chaque valeur possible de &, la probabilité d’en-
gager la candidate la plus qualifiée. Nous choisirons ensuite la valeur optimale pour
k et appliquerons notre stratégie avec cette valeur. Pour I’instant, supposons k fixé.
Soit M(j) = maxig;g;j {score(i)} la note maximale parmi les postulantes 1 a j. Soit §
I’événement par lequel nous parvenons a sélectionner la candidate la plus qualifiée, et
soit S; I’événement par lequel la candidate optimale est la i-eme interviewée. Comme
les différents S; sont disjoints, nous avons Pr {S} = >, Pr{S;}. En remarquant que
nous ne réussissons jamais quand la candidate la plus qualifiée figure parmi les k pre-

mieres, nous avons Pr {S;} =0 pouri=1,2,..., k. Par conséquent, nous obtenons
n
Pr{s}=> Pr{s;}
i=k+1

Calculons maintenant Pr {S;}. Pour que nous réussissions quand la candidate op-
timale est la i-eme, il faut que se produisent deux choses. Primo, la candidate la
plus qualifiée doit étre en position i, événement que nous noterons B;. Secundo,
I’algorithme ne doit sélectionner aucune des postulantes kK + 1 a i — 1, ce qui ne
se produit que si, pour chaque j tel que Kk + 1 < j < i — 1, nous trouvons que
score(j) < meilleur score sur la ligne 6. (Comme les notes sont uniques, nous igno-
rons la possibilité d’avoir score(j) = meilleur score.) En d’autres termes, il faut que
toutes les valeurs score(k + 1) a score(i — 1) soient inférieures a M(k); s’il y en a qui
sont plus grandes que M(k), a la place nous retournons I’indice de la premiere valeur
supérieure. Prenons O; pour noter I’événement par lequel aucune des postulantes k+ 1
a i — 1 n’est choisie. Fort heureusement, les deux événements B; et O; sont indépen-
dants. L’ événement O; dépend uniquement de 1’ordre relatif des valeurs des positions
1 ai— 1, alors que B; dépend uniquement de ce que la valeur en position i est ou
non supérieure aux valeurs de toutes les autres positions. L’ ordre des valeurs des po-
sitions 1 a7 — 1 n’affecte pas le fait que la valeur en position i est ou non plus grande
que toutes ces valeurs, et la valeur en position i n’affecte pas I’ordre des valeurs des
positions 1 a i — 1. Nous pouvons donc appliquer 1’équation (C.15) pour obtenir

Pr {Sl} =Pr {B,‘ N Ol} =Pr {B,} PI'{O,'} .
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La probabilité Pr{B;} est visiblement 1/n, car le maximum a une chance égale
d’occuper I'une quelconque des n positions. Pour que se produise 1’événement O;,
la valeur maximale des positions 1 a i — 1 doit étre I’'une des k premicres positions,
et elle a une probabilité égale d’étre I'une quelconque de ces i — 1 positions. Par
conséquent, Pr{O;} = k/(i — 1) et Pr{S;} = k/(n(i — 1)). D’apres I’équation (5.4.4),
nous avons

n

Prist = ZPr{S} Zn(l Szi S %

i=k+1 i=k+1 i=

Nous approximons par des intégrales pour encadrer cette sommation. D’apres les
inégalités (A.12), nous avons

n ”11 nll
/—dx g— / —dx
l
i=k -

L’évaluation de ces intégrales définies nous donne les bornes
k k
—(Inn —1Ink) < Pr{S} < =(In(n — 1) — In(k — 1)) ,
n n

qui fournissent un encadrement assez serré pour Pr{S}. Comme nous souhaitons
maximiser notre probabilité de succes, concentrons-nous sur le choix de la valeur
de k susceptible de maximiser la borne inférieure de Pr{S}. (D’ailleurs, il est plus
facile de maximiser 1’expression de la borne inférieure que 1’expression de la borne
supérieure.) En dérivant I’expression (k/n)(Inn — In k) par rapport a k, nous obtenons

1

—(Inn—Ink—1).

n
En rendant cette dérivée égale a 0, nous voyons que la borne inférieure de la probabi-
lité est maximisée quand Ink = Inn — 1 = In(n/e) ou, de maniere équivalente, quand

k = n/e. Si donc nous mettons en ceuvre notre stratégie avec k = n/e, nous réussirons
a embaucher notre candidate la plus qualifiée avec une probabilité d’au moins 1/e.

Exercices

5.4.1 Combien doit-il y avoir de personnes dans une piece pour que la probabilité que quel-
qu’un ait le méme anniversaire que vous soit au moins de 1/2 ? Combien doit-il y avoir de
personnes pour que la probabilité que deux personnes au moins aient leur anniversaire le 14
juillet soit supérieure & 1/2?

5.4.2 On jette des ballons dans b paniers. Chaque lancer est indépendant, et chaque ballon a
une chance égale de finir dans n’importe quel panier. Quel est le nombre attendu de lancers
pour qu’au moins I’un des paniers contienne deux ballons ?
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5.4.3 x Pour I’analyse du paradoxe des anniversaires, est-il important que les anniversaires
soient mutuellement indépendants, ou I’indépendance au niveau de la paire suffit-elle ? Justi-
fiez votre réponse.

5.4.4 x Combien de personnes faut-il inviter a une soirée pour que I’on ait des chances
d’avoir trois personnes ayant le méme anniversaire ?

5.4.5 x Quelle est la probabilité qu’une k-chaine sur un ensemble de taille n soit en fait une
k-permutation ? En quoi cette question se rattache-t-elle au paradoxe des anniversaires ?

5.4.6 x On lance n ballons dans n paniers, chaque lancer étant indépendant et le ballon ayant
une chance égale d’atterrir dans n’importe quel panier. Quel est le nombre attendu de paniers
vides ? Quel est le nombre attendu de paniers contenant exactement un ballon ?

5.4.7 x Affinez la borne inférieure de la longueur de la suite en montrant que, dans n lancers
d’une piece non faussée, la probabilité qu’il n’y ait aucune suite de piles consécutifs plus
longue que lgn — 21glgn est inférieure a 1 /n.

PROBLEMES

5.1. Comptage probabiliste

Un compteur de b bits permet, en principe, de compter jusqu’a 2° — 1. Le comptage
probabiliste de R. Morris permet d’aller beaucoup plus loin, au prix d’une certaine
perte de précision.

Une valeur de compteur i représente un comptage de n; pour i = 0,1,...,20 — 1,
les n; formant une suite croissante de valeurs non négatives. On suppose que la valeur
initiale du compteur est 0, représentant un comptage de ny = 0. L’opération INCRE-
MENT opere sur un compteur contenant la valeur i d’'une maniere probabiliste. Si
i =2%—1, alors il y a erreur de dépassement de capacité. Autrement, le compteur soit
augmente de 1 avec la probabilité 1/(n;.; — n;), soit reste inchangé avec la probabilité
1 —1/(niy1 — ny).

Sil’on prend n; = i pour tout i > 0, alors le compteur est un compteur classique.
Les choses deviennent plus intéressantes si 1’on prend, disons, n; = 2'~! pour i > 0
ou n; = F; (i-éme nombre de Fibonacci—voir Section 3.2).

Pour ce probleme, on suppose que n,,_; est suffisamment grand pour que la pro-
babilité d’une erreur de dépassement de capacité soit négligeable.

a. Montrez que la valeur attendue représentée par le compteur apres n opérations
INCREMENT est exactement n.

b. L’analyse de la variance du comptage représenté par le compteur dépend de la
suite des n;. Prenons un cas simple : n; = 100i pour tout i > 0. Donnez une
estimation de la variance de la valeur représentée par le registre apres n opérations
INCREMENT.
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5.2. Recherche dans un tableau non trié

Ce probleme étudie trois algorithmes relatifs a la recherche d’une valeur x dans un
tableau non trié A a n éléments.

Considérons la stratégie randomisée suivante : on prend au hasard un indice i
pour A. Si A[i] = x, alors le traitement se termine ; sinon, on continue la recherche
en prenant au hasard un nouvel indice pour A. On continue a prendre au hasard des
indices pour A jusqu’a ce que 1’on trouve un indice j tel que A[j] = x, ou jusqu’a ce
que I’on ait testé chaque élément de A. Notez ceci : comme nous piochons chaque
fois dans tout I’ensemble des indices, nous risquons d’examiner un certain élément
plus d’une fois.

a. Ecrivez le pseudo code d’une procédure RECHERCHE-ALEATOIRE qui mette en
ceuvre la stratégie précédemment exposée. Vérifiez que votre algorithme se ter-
mine quand on a pioché tous les indices de A.

b. On suppose qu’il y a exactement un seul indice i tel que A[i] = x. Quel est le
nombre attendu d’indices de A qu’il faut piocher pour que la recherche de x abou-
tisse et que la procédure RECHERCHE-ALEATOIRE prenne fin ?

¢. Afin de généraliser la solution de la partie (b), on suppose qu’il y a k > 1 indices i
tels que A[i] = x. Quel est le nombre attendu d’indices de A qu’il faut piocher pour
que la recherche de x aboutisse et que la procédure RECHERCHE-ALEATOIRE
prenne fin ? La réponse doit étre une fonction de n et k.

d. On suppose qu’il n’existe aucun indice i tel que A[i] = x. Quel est le nombre
attendu d’indices de A qu’il faut piocher pour que tous les éléments de A aient été
testés et que la procédure RECHERCHE-ALEATOIRE prenne fin ?

Considérons maintenant un algorithme de recherche linéaire déterministe, que nous
appellerons RECHERCHE-DETERMINISTE. L’algorithme parcourt A dans I’ordre
pour trouver x, testant successivement A[1],A[2],A[3],...,A[n] jusqu’a ce que soit
vérifié A[i] = x ou que soit atteinte la fin du tableau. On admet I’équiprobabilité de
toutes les permutations potentielles du tableau donné en entrée.

e. On suppose qu’il y a exactement un seul indice i tel que A[i] = x. Quel est le
temps d’exécution attendu pour RECHERCHE-DETERMINISTE ? Quel est le temps
d’exécution de RECHERCHE-DETERMINISTE dans le cas le plus défavorable ?

J. Afinde généraliser la solution de la partie (e), on suppose qu’il existe k > 1 indices
i tels que A[i] = x. Quel est le temps d’exécution attendu pour RECHERCHE-
DETERMINISTE ? Quel est le temps d’exécution de RECHERCHE-DETERMINISTE
dans le cas le plus défavorable ? La réponse doit étre une fonction de n et k.

g. On suppose qu’il n’existe aucun indice i tel que A[i] = x. Quel est le temps d’exé-

cution attendu pour RECHERCHE-DETERMINISTE ? Quel est le temps d’exécution
de RECHERCHE-DETERMINISTE dans le cas le plus défavorable ?
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Considérons enfin un algorithme randomisé RECHERCHE-MELANGE qui commence
par permuter de maniere aléatoire le tableau initial, puis qui lance la recherche li-
néaire déterministe, précédemment exposée, sur le tableau permuté résultant.

h. k désignant le nombre d’indices i tels que A[i] = x, donnez le temps d’exécution
attendu et le temps d’exécution du cas le plus défavorable pour RECHERCHE-
MELANGE dans les cas k = 0 et k = 1. Généralisez votre solution de facon qu’elle
integre le cas k > 1.

i. Quel est celui des trois algorithmes de recherche que vous utiliseriez ? Expliquez
votre réponse.

NOTES

Bollobas [44], Hofri [151] et Spencer [283] contiennent une foule de techniques probabi-
listes avancées. Les avantages des algorithmes randomisés sont traités par Karp [174] et Ra-
bin [253]. Le manuel de Motwani et Raghavan [228] offre un exposé trés complet sur les
algorithmes randomisés.

Le probleme de 1’embauche, a travers diverses variantes, a donné lieu a une multitude
d’études. Ces problemes sont généralement connus sous 1’appellation de « problemes des
secrétaires ». Le papier de Ajtai, Meggido et Waarts [12] présente un exemple de ce genre
d’étude.
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PARTIE 2

TRI ET RANGS

Cette partie présente plusieurs algorithmes capables de résoudre le probléeme du tri,
qu’on définit ainsi :
Entrée : Une séquence de n nombres (aj, ay, ..., ay,).

Sortie : Une permutation (réarrangement) (a, d, . .., a,) de la séquence d’entrée
telle que a] < d) < --- < a),.

La séquence d’entrée est en général un tableau a n éléments, bien qu’il puisse étre

également représenté différemment, par exemple sous la forme d’une liste chainée.

Structure des données

En pratique, les nombres a trier sont rarement des valeurs isolées. Chacun fait gé-
néralement partie d’une collection de données appelée enregistrement. Chaque en-
registrement contient une clé, qui est la valeur a trier, et le reste de I’enregistrement
est constitué de données satellites, qui sont en général traitées en méme temps que la
clé. En pratique, lorsqu’un algorithme de tri permute les clés, il doit permuter égale-
ment les données satellites. Si chaque enregistrement contient une grande quantité de
données satellites, on permute souvent un tableau de pointeurs pointant vers les enre-
gistrements, et non les enregistrements eux-mémes, pour minimiser les déplacements
de données.

En un sens, ce sont ces détails d’implémentation qui distinguent un algorithme
d’un programme complet. Le fait qu’on trie des nombres isolés ou de grands enregis-
trements contenant des nombres n’a pas de conséquence sur la méthode avec laquelle
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une procédure de tri détermine 1’ordre de tri. Donc, quand on s’intéresse a un pro-
bleme de tri, on suppose en général que I’entrée n’est constituée que de nombres. La
transposition d’un algorithme triant des nombres en programme triant des enregistre-
ments est conceptuellement immédiate, bien que dans certaines situations concretes,
on puisse rencontrer d’autres subtilités qui rendent périlleuse la tiche de programma-
tion réelle.

Pourquoi trier?

Nombre de théoriciens de I’'informatique considerent le tri comme le probleme le
plus fondamental en matiere d’algorithmique. Et ce pour plusieurs raisons :

— Il peut advenir que le besoin de trier les données soit inhérent a 1’application. Ainsi,
pour établir les relevés bancaires de leurs clients, les banques trient les cheéques par
leurs numéros.

— Les algorithmes utilisent souvent le tri en tant que sous-routine vitale. Par exemple,
un programme qui dessine des objets graphiques empilés les uns par dessus les
autres doit trier les objets selon une relation de « recouvrement » qui lui permette
de dessiner les objets en partant du bas et en remontant vers le haut. Nombre d’al-
gorithmes de cet ouvrage emploient une sous-routine de tri.

— Il existe une foule d’algorithmes de tri, qui emploient une riche panoplie de tech-
niques. En fait, maintes techniques majeures de 1’algorithmique sont représentées
sous la forme d’algorithmes de tri qui ont été développés au fil des ans. Vu de cette
facon, le tri présente donc aussi un intérét historique.

— Le tri est un probléme pour lequel on peut trouver un minorant non trivial (comme
nous le ferons au chapitre 8). Comme nos meilleurs majorants convergent asymp-
totiquement vers le minorant, nous savons que nos algorithmes de tri sont asymp-
totiquement optimaux. En outre, nous pouvons employer le minorant du tri pour
trouver des minorants pour certains autres problemes.

— Nombre de problemes techniques surgissent quand on met en ceuvre des algo-
rithmes de tri. Les performances d’un programme de tri pour une situation donnée
peuvent dépendre d’un grand nombre de facteurs, par exemple la connaissance
que I’on a déja concernant les clés et les données satellite, la hiérarchie des mé-
moires (caches et mémoire virtuelle) de 1’ordinateur hote ou 1’environnement lo-
giciel. Mieux vaut traiter ces problemes au niveau algorithmique, plutét que de
« bidouiller » le code.

Algorithmes de tri

Au chapitre 2, nous avons présenté deux algorithmes capables de trier n nombres
réels. Le tri par insertion s’exécute en ®(n?) dans le cas le plus défavorable. Toutefois,
comme ses boucles internes sont compactes, pour les entrées de taille réduite, c’est
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un algorithme rapide de tri sur place. (Comme on 1’a déja vu, un algorithme trie sur
place quand il n’y a jamais plus d’un nombre constant d’éléments du tableau d’entrée
a étre stocké hors du tableau.) Le tri par fusion a un temps d’exécution asymptotique
meilleur, ®@(n1g n), mais la procédure FUSION qu’il utilise n’opére pas sur place.

Dans cette partie, nous présenterons deux algorithmes supplémentaires, qui trient
des nombres réels arbitraires. Le tri par tas, étudié au chapitre 6, trie n nombres sur
place en O(nlgn). 1l utilise une structure de données importante, appelée tas, qui
permet également d’implémenter une file de priorités.

Le tri rapide (ou quicksort) du chapitre 7, trie également n» nombres sur place, mais
son temps d’exécution dans le pire des cas est ®@(n?). En revanche, son temps d’exé-
cution moyen est @(n 1g n), et il bat généralement le tri par tas en pratique. A 1’instar
du tri par insertion, le tri rapide a un code compact, de sorte que le facteur constant
implicite de son temps d’exécution est petit. C’est un algorithme tres répandu pour le
tri de grands tableaux.

Le tri par insertion, le tri par fusion, le tri par tas et le tri rapide sont tous des tris
par comparaison : ils déterminent 1’ordre d’un tableau d’entrée en comparant les é1é-
ments. Le chapitre 8 commence par présenter le modele de ’arbre de décision pour
étudier les limites de performance des tris par comparaison. A 1’aide de ce modele, on
peut trouver un minorant de {)(n1g n) pour le temps d’exécution du cas le plus défa-
vorable d’un tri par comparaison quelconque pour n entrées, ce qui montre que le tri
par tas et le tri par fusion sont des tris par comparaison asymptotiquement optimaux.

Le chapitre 8 montre ensuite qu’on peut améliorer ce minorant de ((nlgn) s’il
est possible de rassembler des informations sur 1’ordre des valeurs d’entrée par
des moyens autres que la comparaison d’éléments. L’algorithme du tri par dénom-
brement, par exemple, suppose que les nombres en entrée sont dans I’ensemble
{1,2,...,k}. En utilisant I’indexation de tableau comme outil pour déterminer
I’ordre relatif, le tri par dénombrement peut trier n nombres dans un temps O(k + n).
Ainsi, quand k = O(n), le tri par dénombrement s’exécute dans un temps qui est une
fonction linéaire de la taille du tableau d’entrée. Un algorithme corollaire, le tri par
base (radix sort), permet d’étendre la portée du tri par dénombrement. Si I’on a n
entiers a trier, chaque entier s’écrivant sur d chiffres et chaque chiffre appartenant a
I’ensemble {1,2,...,k}, alors le tri par base peut trier les nombres en O(d(n + k)).
Lorsque d est une constante et k vaut O(n), le tri par base s’exécute en temps linéaire.
Un troisieme algorithme, le tri par paquet (bucket sort), exige que 1’on connaisse la
distribution probabiliste des nombres dans le tableau a trier. Il peut trier n nombres
réels uniformément distribués dans I’intervalle semi-ouvert [0, 1[ avec un temps O(n)
dans le cas moyen.

Rangs

Le iéme rang d’un ensemble de n nombres est le ieme plus petit nombre de I’en-
semble. On peut bien sir sélectionner le ieéme rang en triant I’entrée et en indexant le
icme élément de la sortie. Si I’on ne fait pas hypotheses préalables sur la distribution
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en entrée, cette méthode s’exécute en )(nlgn), comme le montre le minorant établi
au chapitre 8.

Au chapitre 9, on montrera qu’on peut trouver le iéme plus petit élément en O(n),
méme quand les éléments sont des nombres réels arbitraires. Nous présenterons un
algorithme avec un pseudo-code compact qui s’exécute en @(n?) dans le pire des
cas, et en temps linéaire en moyenne. Nous donnerons également un algorithme plus
compliqué qui s’exécute en O(n) dans le pire des cas.

Connaissances préliminaires

Bien que la majeure partie de cette partie ne fasse pas appel a des notions mathéma-
tiques difficiles, certaines sections ont besoin d’outils plus sophistiqués. En particu-
lier, les analyses du cas moyen du tri rapide et du tri par paquet, ainsi que I’algorithme
du rang se servent des probabilités, qui sont revues a ’annexe C. L’analyse du cas
le plus défavorable de I’algorithme en temps linéaire pour le rang est plus complexe,
mathématiquement parlant, que les autres analyses de cas le plus défavorable vues
dans cette partie.
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Chapitre 6

Tri par tas

Dans ce chapitre, nous présentons un nouvel algorithme de tri. Comme le tri par
fusion, mais contrairement au tri par insertion, le temps d’exécution du tri par tas est
O(nlgn). Comme le tri par insertion, mais contrairement au tri par fusion, le tri par
tas trie sur place : a tout moment, jamais plus d’'un nombre constant d’éléments de
tableau ne se trouvera stocké hors du tableau d’entrée. Le tri par tas rassemble donc
le meilleur des deux algorithmes de tri que nous avons déja étudiés.

Le tri par tas introduit aussi une autre technique de conception des algorithmes : on
utilise une structure de données, appelée ici « tas » pour gérer les informations pen-
dant I’exécution de I’algorithme. Non seulement le tas est une structure de données
utile pour le tri par tas, mais il permet aussi de construire une file de priorités efficace.
Cette structure de données réapparaitra dans des algorithmes d’autres chapitres.

Le terme « tas » fut, au départ, inventé dans le contexte du tri par tas, mais il a
depuis pris le sens de « mémoire récupérable » (garbage-collected storage) comme
celle fournie par les langages Lisp et Java. Pour nous, le tas n’est pas une portion de
mémoire récupérable ; chaque fois qu’on parlera de tas dans ce livre il s’agira de la
structure définie dans ce chapitre.

6.1 TAS

La structure de tas (binaire) est un tableau qui peut étre vu comme un arbre binaire
presque complet (voir Section B.5.3), comme le montre la figure 6.1. Chaque nceud
de I’arbre correspond a un élément du tableau qui contient la valeur du noeud. L arbre
est completement rempli a tous les niveaux, sauf éventuellement au niveau le plus bas,
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qui est rempli en partant de la gauche et jusqu’a un certain point. Un tableau A re-
présentant un tas est un objet ayant deux attributs : longueur[A], nombre d’éléments
du tableau, et taille[A], nombre d’éléments du tas rangés dans le tableau A. Autre-
ment dit, bien que A[1l..longueur[A]] puisse contenir des nombres valides, aucun
élément apres Altaille[A]], ou taille[A] < longueur[A], n’est un élément du tas. La
racine de I’arbre est A[1], et étant donné 1’indice i d’un nceud, les indices de son
parent PARENT(i), de son enfant de gauche GAUCHE(J) et de son enfant de droite
DROITE(i) peuvent étre facilement calculés :

PARENT(i)
retourner [i/2|

GAUCHE(Q)
retourner 2i

DROITE(P)
retourner 2i + 1

Sur la plupart des ordinateurs, la procédure GAUCHE peut calculer 2i en une seule
instruction, en décalant simplement d’une position vers la gauche la représentation
binaire de i. De méme, la procédure DROITE peut calculer rapidement 2i + 1 en
décalant d’une position vers la gauche la représentation binaire de i et en ajoutant un
1 comme bit de poids faible. La procédure PARENT peut calculer |i/2| en décalant i
d’une position binaire vers la droite. Dans une bonne implémentation du tri par tas,
ces trois procédures sont souvent implémentées en tant que « macros », ou procédures
«en ligne ».

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

R [BELT

(b)

Figure 6.1 Un tas-max vu comme (a) un arbre binaire et (b) un tableau. Le nombre a I'intérieur
du cercle, a chaque nceud de I'arbre, est la valeur contenue dans ce nceud. Le nombre au-dessus
d'un nceud est I'indice correspondant dans le tableau. Au-dessus et au-dessous du tableau sont
des lignes matérialisant les relations parent-enfant; les parents sont toujours a gauche de leurs
enfants. Larbre a une hauteur de trois; le noeud d’indice 4 (avec la valeur 8) a une hauteur de un.
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Il existe deux sortes de tas binaires : les tax max et les tas min. Pour ces deux types
de tas, les valeurs des noeuds satisfont a une propriété de tas, dont la nature spécifique
dépend du type de tas. Dans un tas max, la propriété de tas max est que, pour chaque
nceud 7 autre que la racine,

A[PARENT(i)] > Ali] ,

En d’autres termes, la valeur d’un nceud est au plus égale a celle du parent. Ainsi, le
plus grand élément d’un tas max est stocké dans la racine, et le sous-arbre issu d’un
certain noeud contient des valeurs qui ne sont pas plus grandes que celle du noeud
Iui-méme. Un tas min est organisé en sens inverse ; la propriété de tas min est que,
pour chaque nceud i autre que la racine,

A[PARENT(i)] < A[{] .
Le plus petit élément d’un tas min est a la racine.

Pour I’algorithme du tri par tas, on utilise des tas max. Les tas min servent généra-
lement dans les files de priorités, que nous verrons a la section 6.5. Nous préciserons
si nous prenons un tas max ou un tas min pour une application particuliere ; pour les
propriétés qui s’appliquent indifféremment aux tax max et aux tas min, nous parle-
rons de « tas » tout court.

En considérant un tas comme un arbre, on définit la hauteur d’un nceud dans un
tas comme le nombre d’arcs sur le chemin simple le plus long reliant le nceud a une
feuille, et on définit la hauteur du tas comme étant la hauteur de sa racine. Comme
un tas de n éléments est basé sur un arbre binaire complet, sa hauteur est O(lgn)
(voir Exercice 6.1.2). On verra que les opérations élémentaires sur les tas s’exécutent
dans un temps au plus proportionnel a la hauteur de I’arbre et prennent donc un
temps O(lgn). Le reste de ce chapitre présentera quelques procédures élémentaires et
montrera comment elles peuvent étre utilisées dans un algorithme de tri et dans une
structure de données représentant une file de priorité.

— La procédure ENTASSER-MAX, qui s’exécute en O(lgn), est la clé de votite de la
conservation de la propriété de tas max.

— La procédure CONSTRUIRE-TAS-MAX, qui s’exécute en un temps linéaire, pro-
duit un tas max a partir d’un tableau d’entrée non-ordonné.

— La procédure TRI-PAR-TAS, qui s’exécute en O(n 1g n), trie un tableau sur place.

— Les procédures INSERER-TAS-MAX, EXTRAIRE-MAX-TAS, AUGMENTER-
CLE-TAS et MAXIMUM-TAS, qui s’exécutent en O(Ign), permettent d’utiliser la
structure de données de tas pour gérer une file de priorité.

Exercices

6.1.1 Quels sont les nombres minimal et maximal d’éléments dans un tas de hauteur 4 ?

6.1.2 Montrer qu’un tas & n éléments a une hauteur |lgn].
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6.1.3 Montrer que pour un sous-arbre quelconque d’un tas max, la racine du sous-arbre
contient la plus grande valeur parmi celles de ce sous-arbre.

6.1.4 Ou pourrait se trouver le plus petit élément d’un tas max, en supposant que tous les
éléments sont distincts ?

6.1.5 Un tableau trié forme-t-il un tas min ?

6.1.6 La séquence (23,17,14,6,13,10,1,5,7, 12) forme-t-elle un tas max ?

6.1.7 Montrer que, si I’on emploie la représentation tableau pour un tas a n éléments, les
feuilles sont les nceuds indexés par [n/2] + 1, |n/2] +2,...,n.

6.2 CONSERVATION DE LA STRUCTURE DE TAS

ENTASSER-MAX est un sous-programme important pour la manipulation des tas
max, qui prend en entrée un tableau A et un indice i. Quand ENTASSER-MAX est
appelée, on suppose que les arbres binaires enracinés en GAUCHE(i) et DROITE(i)
sont des tas max, mais que A[i] peut €tre plus petit que ses enfants, violant ainsi la
propriété de tas max. Le role de ENTASSER-MAX est de faire « descendre » la valeur
de A[i] dans le tas max de maniere que le sous-arbre enraciné en i devienne un tas
max.

ENTASSER-MAX(A, i)
1 [+ GAUCHE(®)

2 r «< DROITE(i)

3 sil < taille[A] et A[l] > Ali]

4 alors max «— [

5 sinon max <« i

6 sir < taille[A] et A[r] > Almax]

7 alors max «— r

8 simax #i

9 alors échanger A[i] < A[max]
10 ENTASSER-MAX(A, max)

La figure 6.2 illustre I’action de ENTASSER-MAX. A chaque étape, on détermine
le plus grand des éléments A[i], AlGAUCHE({)], et A[DROITE(i)], et son indice est
rangé dans max. Si A[i] est le plus grand, alors le sous-arbre enraciné au nceud i
est un tas max et la procédure se termine. Sinon, c’est 'un des deux enfants qui
contient I’élément le plus grand, auquel cas A[i] est échangé avec A[max], ce qui
permet au nceud i et a ses enfants de satisfaire la propriété de tas max. Toutefois, le
nceud indexé par max contient maintenant la valeur initiale de A[i], et donc le sous-
arbre enraciné en max viole peut-€tre la propriété de tas max. ENTASSER-MAX doit
donc étre appelée récursivement sur ce sous-arbre.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

6.2 Conservation de la structure de tas 125

©

Figure 6.2 Laction de ENTASSER-MAX(A, 2), ou taille[A] = 10. (a) La configuration initiale du
tas, avec la valeur A[2] au nceud i = 2 viole la propriété de tas max puisqu’elle n'est pas supé-
rieure a celle des deux enfants. La propriété de tas max est restaurée pour le nceud 2 en (b) via
échange de A[2] avec A[4], ce qui détruit la propriété de tas max pour le nceud 4. L'appel ré-
cursif ENTASSER-MAX(A, 4) prend maintenant i = 4. Aprés avoir échangé A[4] avec A[9], comme
illustré en (c), le nceud 4 est corrigé, et I'appel récursif ENTASSER-MAX(A, 9) n‘'engendre plus de
modifications de la structure de données.

Le temps d’exécution de ENTASSER-MAX sur un sous-arbre de taille n enraciné
en un nceud i donné est le temps (1) nécessaire pour corriger les relations entre les
éléments A[i], AlGAUCHE(i)], et A[DROITE()], plus le temps d’exécuter ENTASSER-
MAX sur un sous-arbre enraciné sur I’un des enfants du nceud i. Les sous-arbres des
enfants ont chacun une taille au plus égale a 2n/3 (le pire des cas survient quand la
derniere rangée de I’arbre est remplie exactement a moiti€), et le temps d’exécution
de la procédure ENTASSER-MAX peut donc étre décrit par la récurrence

T(n) < T(2n/3)+06(1).

La solution de cette récurrence, d’apres le cas 2 du théoreme général (théo-
reme 4.1), est T(n) = O(lgn). On peut également caractériser le temps d’exécution
de ENTASSER-MAX sur un nceud de hauteur & par O(h).

Exercices

6.2.1 En prenant comme modele la figure 6.2, illustrer I’action de ENTASSER-MAX(A, 3)
sur le tableau A = (27,17,3,16,13,10,1,5,7,12,4,8,9,0).
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6.2.2 En s’inspirant de la procédure ENTASSER-MAX, écrire du pseudo code pour la procé-
dure ENTASSER-MIN(A, i) qui fait la méme chose mais pour un tas min. Comparer le temps
d’exécution de ENTASSER-MIN et celui de ENTASSER-MAX ?

6.2.3 Quel est I’effet d’un appel ENTASSER-MAX(A, i) quand 1’élément A[{] est plus grand
que ses enfants ?

6.2.4 Quel est I’effet d’un appel ENTASSER-MAX(A, i) pour i > taille[A]/2 ?

6.2.5 Le code de ENTASSER-MAX est assez efficace en termes de facteurs constants, sauf
peut-étre pour I’appel récursif en ligne 10 qui risque d’entrainer certains compilateurs a géné-
rer du code inefficace. Ecrire une procédure ENTASSER-MAX efficace qui utilise une struc-
ture de contrdle itérative (boucle) au lieu d’un appel récursif.

6.2.6 Montrer que le temps d’exécution dans le pire des cas de ENTASSER-MAX sur un
tas de taille n est Q(Ign). (conseil : Pour un tas a n nceuds, donner des valeurs de nceuds
qui provoquent 1’appel récursif de ENTASSER-MAX en chaque nceud d’un chemin reliant la
racine a une feuille.)

6.3 CONSTRUCTION D’'UN TAS

On peut utiliser la procédure ENTASSER-MAX a I’envers pour convertir un tableau
A[l..n], avec n = length[A], en tas max. D’apres I’exercice 6.1.7, les éléments du
sous-tableau A[(|n/2] + 1) ..n] sont tous des feuilles de I’arbre, et donc chacun est
initialement un tas a 1 élément. La procédure CONSTRUIRE-TAS-MAX parcourt les
autres noeuds de 1’arbre et appelle ENTASSER-MAX pour chacun.

CONSTRUIRE-TAS-MAX(A)

1 taille[A] < longueur[A]

2 pour i« |longueur[A]/2] jusqu’a 1
3 faire ENTASSER-MAX(A, i)

La figure 6.3 montre un exemple de I’action de CONSTRUIRE-TAS-MAX.

Pour prouver la conformité de CONSTRUIRE-TAS-MAX, on utilise 1’inva-
riant de boucle suivant : Au début de chaque itération de la boucle pour des

lignes 2-3, chaque nceud i + 1,i+ 2, ..., n est la racine d’un tas max.

Il faut montrer que cet invariant est vrai avant la premiere itération, que chaque ité-
ration le conserve et qu’il fournit une propriété permettant de prouver la conformité
apres la fin de I’exécution de la boucle.

Initialisation : Avant la premiére itération de la boucle, i = [n/2]. Chaque nceud
|n/2]+1,|[n/2|+2,..., nestune feuille et est donc la racine d’un tas max trivial.
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al4]1]3]2]16]9]10]14]8]7]

Figure 6.3 Fonctionnement de CONSTRUIRE-TAS-MAX, montrant la structure de données avant
I'appel a ENTASSER-MAX en ligne 3 de CONSTRUIRE-TAS-MAX. (a) Un tableau de 10 éléments
en entrée, avec |'arbre binaire qu'il représente. La figure montre que l'indice de boucle i pointe
vers le noeud 5 avant I'appel ENTASSER-MAX(A, ). (b) La structure de données résultante. Lindice
de boucle i de l'itération suivante pointe vers le noeud 4. (c)-(e) Les itérations suivantes de la
boucle pour de CONSTRUIRE-TAS-MAX. Observez que, chaque fois qu'il y a appel de ENTASSER-
MAX sur un noeud, les deux sous-arbres de ce nceud sont des tas max. (f) Le tas max aprés que
CONSTRUIRE-TAS-MAX a fini.
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Conservation : Pour voir que chaque itération conserve 1’invariant, observez que
les enfants du nceud i ont des numéros supérieurs a i. D’apres I'invariant, ce
sont donc tous les deux des racines de tas max. Telle est précisément la condi-
tion exigée pour que 1’appel ENTASSER-MAX(A, i) fasse du nceud i une racine de
tas max. En outre, I’appel ENTASSER-MAX préserve la propriété que les noeuds
i+1,i+2,...,n sont tous des racines de tas max. La décrémentation de i dans
la partie actualisation de la boucle pour a pour effet de rétablir I’invariant pour
I’itération suivante.

Terminaison : A la fin, i = 0. D’apres I'invariant, chaque neeud 1,2,...,n est la
racine d’un tas max. En particulier, le nceud 1.

On peut calculer un majorant simple pour le temps d’exécution de CONSTRUIRE-
TAS-MAX de la maniere suivante. Chaque appel a ENTASSER-MAX cofite O(Ign), et
il existe O(n) appels de ce type. Le temps d’exécution est donc O(n 1g n). Ce majorant,
quoique correct, n’est pas asymptotiquement serré.

On peut trouver un majorant plus fin en observant que le temps d’exécution de
ENTASSER-MAX sur un nceud varie avec la hauteur du nceud dans 1’arbre, et que les
hauteurs de la plupart des nceuds sont réduites. Notre analyse plus fine s’appuie sur
les propriétés d’un tas a n éléments : sa hauteur est |1gn] (voir exercice 6.1.2) et le
nombre de nceuds ayant la hauteur 4 est au plus [1/2*1] (voir exercice 6.3.3).

Le temps requis par ENTASSER-MAX quand elle est appelée sur un nceud de hau-
teur h étant O(h), on peut donc exprimer le cofit total de CONSTRUIRE-TAS-MAX
ainsi

lgn] Lign]

3 {%Wom):o nz%

h=0 h=0

La derniére sommation peut étre évaluée en substituant x = 1/2 dans la formule (A.8),

ce qui donne
[e.9]

h 1/2
2 5= a—1/22="°
h=0
Donc, le temps d’exécution de CONSTRUIRE-TAS-MAX peut étre borné par

[lgn] h © 5
0 ”Zg =0 ”Zﬁ
h=0 h=0

O(n) .

On peut donc construire un tas max, a partir d’un tableau non-ordonné, en un temps
linéaire.

On peut construire un tas min via la procédure CONSTRUIRE-TAS-MIN qui est
identique 8 CONSTRUIRE-TAS-MAX, sauf que I’appel a ENTASSER-MAX en ligne 3
est remplacé par un appel a ENTASSER-MIN (voir exercice 6.2.2). CONSTRUIRE-
TAS-MIN produit un tas min en temps linéaire a partir d’un tableau non ordonné.
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Exercices

6.3.1 En prenant modele sur la figure 6.3, illustrer I’action de CONSTRUIRE-TAS-MAX sur
le tableau A = (5,3,17,10,84,19,6,22,9).

6.3.2 Pourquoi fait-on décroitre 1’indice de boucle i de la ligne 2 de CONSTRUIRE-TAS-
MAX depuis |longueur[A]/2] jusqu’a 1, au lieu de le faire croitre de 1 & | longueur[A]/2] ?

6.3.3 * Montrer qu’il existe au plus [1/2"*!] nceuds de hauteur / dans un tas quelconque a
n éléments.

6.4 ALGORITHME DU TRI PAR TAS

L’algorithme du tri par tas commence par utiliser CONSTRUIRE-TAS-MAX pour
construire un tas max a partir du tableau A[l..n], ou n = longueur[A]. Comme
I’élément maximal du tableau est stocké a la racine A[1], on peut le placer dans sa
position finale correcte en I’échangeant avec A[n]. Sil’on « 6te » a présent le nceud n
du tas (en décrémentant taille[A]), on observe que A[1 .. (n — 1)] peut facilement étre
transformé en tas max. Les enfants de la racine restent des tas max, mais la nouvelle
racine risque d’enfreindre la propriété de tas max. Pour restaurer la propriété de tas
max, il suffit toutefois d’appeler une seule fois ENTASSER-MAX(A, 1) qui laisse un
tas max dans A[1 .. (n — 1)]. L’algorithme du tri par tas répete alors ce processus pour
le tas max de taille n — 1 jusqu’a arriver a un tas de taille 2. (Voir exercice 6.4.2 pour
plus de précisions sur I’invariant de boucle.)

TRI-PAR-TAS(A)

1 CONSTRUIRE-TAS-MAX(A)

2 pour i < longueur[A] jusqu’a 2
3 faire échanger A[1] <« A[i]

4 taille[A] « taille[A] — 1
5 ENTASSER-MAX(A, 1)

La figure 6.4 montre I’action du tri par tas juste apres la construction du tas max.
Chaque tas max est montré au début d’une itération de la boucle pour des lignes 2-5.

La procédure TRI-PAR-TAS prend un temps O(nlgn), puisque [I'appel a
CONSTRUIRE-TAS-MAX prend un temps O(n) et que chacun des n — 1 appels
a ENTASSER-MAX prend un temps O(Ig n).

Exercices

6.4.1 En s’aidant de la figure 6.4, illustrer I’action de TRI-PAR-TAS sur le tableau A = (5,
13,2,25,7,17,20,8,4).
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) (9]

Figure 6.4 Laction de TRI-PAR-TAS. (a) La structure de tas max juste apres sa construction par
CONSTRUIRE-TAS-MaAX. (b)—(j) Le tas max juste aprés chaque appel ENTASSER-MAX en ligne 5.
La valeur de i a ce moment est montrée. Seul les nceuds légerement ombrés restent dans le tas.
(k) Le résultat du tri sur le tableau A.

6.4.2 Prouver la conformité de TRI-PAR-TAS a I’aide de I’invariant de boucle suivant :

Au début de chaque itération de la boucle pour des lignes 2-5, le sous-tableau A[1 .. ] est
un tas max contenant les i plus petits éléments de A[1..n], et le sous-tableau A[i + 1..n]
contient les n — i plus grands éléments de A[1 . . n], triés.

6.4.3 Quel est le temps d’exécution du tri par tas sur un tableau A de longueur n déja trié en
ordre croissant ? Et en ordre décroissant ?

6.4.4 Montrer que le temps d’exécution du tri par tas dans le cas le plus défavorable est
Q(nlgn).

6.4.5 x Montrer que, quand tous les éléments sont distincts, le temps d’exécution optimal du
tri par tas est Q(nlgn).



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

6.5 Files de priorité 131

6.5 FILES DE PRIORITE

Le tri par tas est un excellent algorithme, mais une bonne implémentation du tri rapide
(quicksort), qui sera vu au chapitre 7, est généralement plus performante en pratique.
Néanmoins, la structure de données tas offre intrinsequement de gros avantages. Dans
cette section, nous allons présenter 1’une des applications les plus répandues du tas,
a savoir la gestion d’une file de priorité efficace. Comme c’est le cas avec les tas,
il existe deux sortes de files de priorité : les files max et les files min. Nous nous
concentrerons ici sur la mise en ceuvre des files de priorité max, lesquelles s’ appuient
sur des tas max ; I’exercice 6.5.3 vous demandera d’écrire les procédures concernant
les files de priorité min.

Une file de priorité est une structure de données qui permet de gérer un ensemble S
d’éléments, dont chacun a une valeur associée baptisée clé. Une file de priorité max
reconnait les opérations suivantes.

INSERER(S, x) insere 1’élément x dans I’ensemble S. Cette opération pourrait s’écrire
sous la forme § «— S U {x}.

MAXIMUM(S) retourne 1’élément de S ayant la clé maximale.

EXTRAIRE-MAX(S) supprime et retourne I’élément de S qui a la clé maximale.

AUGMENTER-CLE(S, x, k) accroit la valeur de la clé de 1’élément x pour lui donner
la nouvelle valeur &, qui est censée €tre supérieure ou égale a la valeur courante de
la clé de x.

L’une des applications des files de priorité max est de planifier les taches sur un
ordinateur. La file max gere les travaux en attente, avec leurs priorité relatives. Quand
une tiche est terminée ou interrompue, 1’ordinateur exécute la tache de plus forte
priorité, sélectionnée via EXTRAIRE-MAX parmi les travaux en attente. La procédure
INSERER permet d’ajouter a tout moment une nouvelle tiche a la file.

Une file de priorité min reconnait les opérations INSERER, MINIMUM, EXTRAIRE-
MIN et DIMINUER-CLE. Une file de priorité min peut servir a gérer un simulateur
piloté par événement. Les éléments de la file sont des événements a simuler, chacun
étant affecté d’un temps d’occurrence qui lui sert de clé. Les événements doivent €tre
simulés dans I’ordre des temps d’occurrence, vu que la simulation d’un événement
risque d’entrainer la simulation ultérieure d’autres événements. Le programme de
simulation emploie EXTRAIRE-MIN a chaque étape pour choisir le prochain événe-
ment 2 simuler. A mesure que sont produits de nouveaux événements, ils sont insérés
dans la file de priorité min via INSERER. Nous verrons d’autres utilisations pour les
files de priorité min, notamment 1’opération DIMINUER-CLE, aux chapitres 23 et 24.

Il n’y a rien d’étonnant a ce qu’un tas permette de gérer une file de priorité. Dans
une application donnée, par exemple dans un planificateur de tiches ou dans un si-
mulateur piloté par événement, les éléments de la file de priorité correspondent a
des objets de I’application. Il est souvent nécessaire de déterminer quel est 1’objet de
I’application qui correspond a un certain élément de la file de priorité, et vice-versa.
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Quand on utilise un tas pour gérer une file de priorité, on a donc souvent besoin de
stocker dans chaque élément du tas un repére référencant I’objet applicatif corres-
pondant. La nature exacte du repere (pointeur ? entier ? etc.) dépend de I’application.
De méme, on a besoin de stocker dans chaque objet applicatif un repere référencant
I’élément de tas correspondant. Ici, le repere est généralement un indice de tableau.
Comme les éléments du tas changent d’emplacement dans le tableau lors des opéra-
tions de manipulation du tas, une implémentation concrete doit, en cas de relogement
d’un élément du tas, actualiser en parallele I’indice de tableau dans 1’objet applicatif
correspondant. Comme les détails de I’accés aux objets de ’application dépendent
grandement de ’application et de son implémentation, nous n’en parlerons plus, si
ce n’est pour noter que, dans la pratique, il importe de gérer correctement ces reperes.

Nous allons maintenant voir comment implémenter les opérations associées a une
file de priorité max. La procédure MAXIMUM-TAS implémente 1’opération MAXI-
MUM en un temps O(1).

MAXIMUM-TAS(A)
1 retourner A[1]

La procédure EXTRAIRE-MAX-TAS implémente I’opération EXTRAIRE-MAX.
Elle ressemble au corps de la boucle pour (lignes 3-5) de la procédure TRI-PAR-
TAS.

EXTRAIRE-MAX-TAS(A)

1 sitaille[A] < 1

2 alors erreur « limite inférieure dépassée »
3 max — A[l]

4  A[1] « A[taille[A]]

5 taille[A] < taille[A] — 1

6 ENTASSER-MAX(A, 1)

7 retourner max

Le temps d’exécution de EXTRAIRE-MAX-TAS est O(lgn), car elle n’effectue qu'un
volume constant de travail en plus du temps O(lgn) de ENTASSER-MAX.

La procédure AUGMENTER-CLE-TAS implémente 1’opération AUGMENTER-
CLE. L’élément de la file de priorité dont il faut accroitre la clé est identifié par
un indice i pointant vers le tableau. La procédure commence par modifier la clé de
I’élément A[i] pour lui donner sa nouvelle valeur. Accroitre la clé de A[{] risque d’en-
freindre la propriété de tas max ; la procédure, d’une maniere qui rappelle la boucle
d’insertion (lignes 5-7) de TRI-INSERTION vue a la section 2.1, parcourt donc un
chemin reliant ce nceud a la racine, afin de trouver une place idoine pour la clé qui
vient d’€tre augmentée. Tout au long du parcours, elle compare un élément a son pa-
rent ; elle permute les clés puis continue si la clé de 1’élément est plus grande, et elle
s’arréte si la clé de I’élément est plus petite, vu que la propriété de tas max est alors
satisfaite. (Voir exercice 6.5.5 pour une description précise de I’invariant de boucle.)
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AUGMENTER-CLE-TAS(A, i, clé)
1 siclé < Ali]

2 alors erreur « nouvelle clé plus petite que clé actuelle »
3 Ali] « clé

4 tant quei > 1 et A[PARENT(Y)] < A[i]

5 faire permuter A[i] <+ A[PARENT(7)]

6 i «— PARENT(i)

La figure 6.5 montre un exemple d’opération AUGMENTER-CLE-TAS. Le temps
d’exécution de AUGMENTER-CLE-TAS sur un tas a n éléments est O(Ign), car le
chemin reliant le nceud, modifié en ligne 3, a la racine a la longueur O(lg n).

Figure 6.5 Fonctionnement de AUGMENTER-CLE-TAS. (a) Le tas max de la figure 6.4(a) avec
un nceud dont l'indice est i en gris foncé. (b) Ce noeud voit sa clé passer a 15. (c) Apres une
itération de la boucle tant que des lignes 4-6, le nceud et son parent s'échangent leurs clés et
I'indice i remonte pour devenir celui du parent. (d) Le tas max apres une itération supplémentaire
de la boucle tant que. A ce stade, A[PARENT(i)] > A[i]. La propriété de tas max étant maintenant
vérifiée, la procédure se termine.

La procédure INSERER-TAS-MAX implémente 1’opération INSERER. Elle prend
en entrée la clé du nouvel élément a insérer dans le tas max A. La procédure com-
mence par étendre le tas max en ajoutant a ’arbre une nouvelle feuille dont la clé
est —oo. Elle appelle ensuite AUGMENTER-CLE-TAS pour affecter a la clé du nou-
veau nceud la bonne valeur et conserver la propriété de tas max.
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INSERER-TAS-MAX(A, clé)
1 taille[A] < taille[A] + 1
2 Altaille[A]] < —o0
3 AUGMENTER-CLE-TAS(A, taille[A], clé)
Le temps d’exécution de INSERER-TAS-MAX sur un tas a n éléments est O(lg n).

En résumé, un tas permet de faire toutes les opérations de file de priorité sur un
ensemble de taille n en un temps O(lg n).

Exercices

6.5.1 Illustrer le fonctionnement de EXTRAIRE-MAX-TAS sur le tas A = (15,13,9,5,12,8,
7,4,0,6,2,1).

6.5.2 Tllustrer le fonctionnement de INSERER-TAS-MAX(A, 10) sur le tas A = (15,13,9,5,
12,8,7,4,0,6,2, 1). Utiliser le tas de la figure 6.5 comme modele pour 1’appel AUGMENTER-
CLE-TaAs.

6.5.3 Ecrire le pseudo code des procédures MINIMUM-TAS, EXTRAIRE-MIN-TAS,
DIMINUER-CLE-TAS et INSERER-TAS-MIN qui implémentent une file de priorité min
basée sur un tas min.

6.5.4 Pourquoi faut-il régler la clé du nceud inséré sur la valeur —oo, en ligne 2 de INSERER-
TAS-MAX, puisque I’étape immédiatement suivante sera de donner a la clé la valeur souhai-
tée ?

6.5.5 Prouver la conformité de AUGMENTER-CLE-TAS a I’aide de I’invariant de boucle
suivant :

Au début de chaque itération de la boucle tant que des lignes 4-6, le tableau A[1 . . taille[A]]
satisfait a la propriété de tas max, a une infraction potentielle pres : A[i] risque d’étre plus
grand que A[PARENT(7)].

6.5.6 Montrer comment implémenter une file FIFO (first-in first-out) avec une file de prio-
rit€. Montrer comment implémenter une pile avec une file de priorité. (Files et piles sont
définies a la section 10.1.)

6.5.7 L’opération SUPPRIMER-TAS(A, i) supprime dans le tas A I’élément placé dans le
nceud i. Donner une implémentation de SUPPRIMER-TAS qui tourne en un temps O(lgn)
pour un tas max a n éléments.

6.5.8 Donner un algorithme a temps O(nlg k) qui fusionne k listes triées pour produire une
liste triée unique, n étant ici le nombre total d’éléments toutes listes confondues. (Conseil :
Utiliser un tas min pour la fusion multiple.)
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PROBLEMES

6.1. Construire un tas via insertion

La procédure CONSTRUIRE-TAS-MAX de la section 6.3 peut étre implémentée via
un usage répété de INSERER-TAS-MAX pour insérer les éléments dans le tas. On
considere I’implémentation suivante :

CONSTRUIRE-TAS-MAX'(A)

1 taille[A] < 1

2 pour i<« 2 alongueur(A]

3 faire INSERER-TAS-MAX(A, A[i])

a. Lesprocédures CONSTRUIRE-TAS-MAX et CONSTRUIRE-TAS-MAX' construisent-
elles toujours le méme tas quand elles sont exécutées sur le méme tableau
d’entrée ? Le démontrer, ou donner un contre-exemple.

b. Montrer que, dans le pire des cas, CONSTRUIRE-TAS-MAX' nécessite un temps
®(nlgn) pour construire un tas de n éléments.

6.2. Analyse de tas d-aire

Un tas d-aire ressemble a un tas binaire, a ceci prés qu'un noeud qui n’est pas une
feuille a d enfants au lieu de 2 (a une exception potentielle pres).

a. Comment pourrait-on représenter un tas d-aire dans un tableau ?

b. Quelle est la hauteur d’un tas d-aire a n éléments en fonction de n et d ?

¢. Donner une implémentation efficace de EXTRAIRE-MAX pour un tas max d-aire.
Analyser son temps d’exécution en fonction de d et n.

d. Donner une implémentation efficace de INSERER pour un tas max d-aire. Analyser
son temps d’exécution en fonction de d et n.
e. Donner une implémentation efficace de AUGMENTER-CLE(A,i, k), qui fait

Ali] < max(A[i], k) puis qui met a jour correctement la structure de tas max
d-aire. Analyser son temps d’exécution en fonction de d et n.

6.3. Tableaux de Young

Un tableau de Young m x n est une matrice m X n telle que les €léments de chaque
ligne sont triés dans le sens gauche-droite et les éléments de chaque colonne sont
triés dans le sens haut-bas. Un tableau de Young peut contenir des valeurs co, qui
sont considérées comme des éléments non existants. Un tableau de Young permet
donc de stocker » < mn nombres finis.

a. Dessiner un tableau de Young 4 X 4 qui contienne les éléments {9, 16,3,2,4, 8,5,
14,12}.
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b. Prouver qu’un tableau de Young m x n Y est vide si Y[1, 1] = co. Prouver que Y
est plein (contient mn éléments) si Y[m, n] < oc.

¢. Donner un algorithme qui implémente EXTRAIRE-MIN sur un tableau de Young
m X nnon vide et qui tourne en un temps O(m + n). L’algorithme doit utiliser une
sous-routine récursive qui résout un probleme m X n en résolvant récursivement
soit un sous-probleme (m — 1) X n, soit un sous-probléme m x (n — 1). (conseil :
Penser a ENTASSER-MAX.) Soit T(p), ot p = m+n, le temps d’exécution maximal
de EXTRAIRE-MIN sur un tableau de Young m x n quelconque. Donner et résoudre
une récurrence pour T(p) qui produise le majorant temporel O(m + n).

d. Montrer comment insérer un nouvel élément dans un tableau de Young m x n non
plein en un temps O(m + n).

e. En n’utilisant pas d’autre méthode de tri comme sous-routine, montrer comment
utiliser un tableau de Young n x n pour trier n2> nombres en un temps O(1°).

J- Donner un algorithme a temps O(m + 1) qui détermine si un nombre donné appar-
tient a un tableau de Young m x n donné.

NOTES

L’algorithme du tri par tas fut inventé par Williams [316], qui a expliqué aussi comment
implémenter une file de priorité a I’aide d’un tas. La procédure CONSTRUIRE-TAS-MAX a
été suggérée par Floyd [90].

Nous reverrons les tas min pour implémenter des files de priorité min aux chapitres 16,
23 et 24. Nous donnerons aussi une implémentation avec des bornes temporelles améliorées
pour certaines opérations aux chapitres 19 et 20.

Il est possible de trouver des implémentations plus rapides des files de priorité pour les
données de type entier. Une structure de données inventée par van Emde Boas [301] permet
de faire les opérations MINIMUM, MAXIMUM, INSERER, SUPPRIMER, RECHERCHER,
EXTRAIRE-MIN, EXTRAIRE-MAX, PREDECESSEUR, et SUCCESSEUR avec un temps
O(lglg C) dans le cas le plus défavorable, avec la restriction que ’ensemble de clés doit
étre ’ensemble {1,2,...,C}. Si les données sont des entiers a b bits et que la mémoire de
I’ordinateur se compose de mots adressables de b bits, Fredman et Willard [99] ont montré
comment implémenter MINIMUM en un temps O(1) et INSERER et EXTRAIRE-MIN en un
temps O(+/Ign). Thorup [299] a amélioré la borne O(y/Ign), en la ramenant & O((lglg n)?).
Cette borne utilise une quantité d’espace non bornée en n, mais on peut I'implémenter en
espace linéaire a 1’aide d’un hachage randomisé.

Un cas particulier important des files de priorité est celui ou la séquence des opérations
EXTRAIRE-MIN est monotone, c’est-a-dire quand les valeurs produites par les appels suc-
cessifs a EXTRAIRE-MIN augmentent avec le temps. Ce cas se produit dans plusieurs ap-
plications importantes, dont I’algorithme de Dijkstra pour les plus courts chemins a origine
unique (que nous verrons au chapitre 24) et la simulation d’événements discrets. Pour I’algo-
rithme de Dijkstra, il importe particulierement que 1’opération DIMINUER-CLE soit mise en
ceuvre de maniere efficace. Pour le cas monotone, si les données sont des entiers appartenant a
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I’intervalle 1,2, ..., C, alors Ahuja, Melhorn, Orlin et Tarjan [8] expliquent comment implé-
menter EXTRAIRE-MIN et INSERER en un temps amorti O(lg C) (voir chapitre 17 pour plus
de détails sur I’analyse amortie) et DIMINUER-CLE en un temps O(1), en utilisant une struc-
ture de données dite tas base (radix heap). La borne O(lg C) peut étre ramenée a O(+/Ig C)
en utilisant une combinaison de tas de Fibonacci (voir chapitre 20) et de tas base. La borne a
été encore améliorée, passant a un temps attendu O(Igl/ 3*¢ ), par Cherkassky, Goldberg et
Silverstein [58], qui combinent la structure de paquet multiniveau (multilevel bucketing) de
Denardo et Fox [72] et le tas de Thorup susmentionné. Raman [256] a encore amélioré ces
résultats, obtenant une borne de O(min(lgl/ e , lgl/ 3+e n)) pour tout € > 0 fixé. On trouvera
des présentations détaillées de ces résultats dans des articles de Raman [256] et Thorup [299].
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Chapitre 7

Tri rapide

Le tri rapide (quicksort) est un algorithme de tri dont le temps d’exécution, dans le
cas le plus défavorable, est ®(n?) sur un tableau de n nombres. En dépit de ce temps
d’exécution lent dans le cas le plus défavorable, le tri rapide est souvent le meilleur
choix en pratique, a cause de son efficacité remarquable en moyenne : son temps
d’exécution attendu est @(nlgn) et les facteurs constants cachés dans la notation
O(nlgn) sont réduits. 11 a également 1’avantage de trier sur place (voir page 15) et il
fonctionne bien méme dans des environnements de mémoire virtuelle.

La section 7.1 décrit I’algorithme, ainsi qu’un sous-programme de partitionnement
important utilisé par le tri rapide. A cause de la complexité du comportement du tri
rapide, nous commencerons par une étude intuitive de ses performances dans la sec-
tion 7.2 et renverrons I’analyse précise a la fin du chapitre. La section 7.3 présente une
version du tri rapide qui s’appuie sur de I’échantillonnage aléatoire. Cet algorithme a
un bon temps d’exécution pour le cas moyen et il n’y a aucune entrée spécifique qui
entraine le comportement le plus défavorable. L’algorithme randomisé est analysé a
la section 7.4, ot I’on montre qu’il s’exécute en un temps O(n?) dans le cas le plus
défavorable et en un temps O(n1g n) en moyenne.

7.1 DESCRIPTION DU TRI RAPIDE

Le tri rapide, comme le tri par fusion est fondé sur le paradigme diviser-pour-régner,
présenté a la section 2.3.1. Voici les trois étapes du processus diviser-pour-régner
employé pour trier un sous-tableau typique A[p . . r].
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Diviser : Le tableau A[p..r] est partitionné (réarrangé) en deux sous-tableaux
(éventuellement vides) A[p..q — 1] et A[g + 1..r] tels que chaque élément de
Alp..q — 1] soit inférieur ou égal a A[g] qui, lui-méme, est inférieur ou égal
a chaque élément de A[g + 1..r]. L'indice ¢ est calculé dans le cadre de cette
procédure de partitionnement.

Régner : Les deux sous-tableaux A[p..g— 1] et A[g+1..r] sont triés par des appels
récursifs au tri rapide.

Combiner : Comme les sous-tableaux sont triés sur place, aucun travail n’est néces-
saire pour les recombiner : le tableau A[p . . r] tout entier est maintenant trié.

La procédure suivante implémente le tri rapide.

TRI-RAPIDE(A, p, 1)

1 sip<r

2 alors g < PARTITION(A, p, 1)
3 TRI-RAPIDE(A,p,q — 1)
4 TRI-RAPIDE(A, g+ 1,7)

Pour trier un tableau A entier, I’appel initial est TRI-RAPIDE(A, 1, longueur[A]).

a) Partitionner le tableau

Le point principal de I’algorithme est la procédure PARTITION, qui réarrange le sous-
tableau A[p . . r] sur place.

PARTITION(A, p, 1)

1 x < A[r]

2 i—p-—1

3 pourj«—par—1

4 faire si A[j] < x

5 alors i — i+1

6 permuter A[i] < A[j]
7 permuter A[i + 1] « A[r]

8 retourner i+ 1

La figure 7.1 montre le fonctionnement de PARTITION sur un tableau a 8
éléments. PARTITION sélectionne toujours un élément x = A[r] comme élé-
ment pivot autour duquel se fera le partitionnement du sous-tableau A[p . . r].
La procédure continue et le tableau est partitionné en quatre régions (éven-
tuellement vides). Au début de chaque itération de la boucle pour des lignes
3-6, chaque région satisfait a certaines propriétés qui définissent un invariant
de boucle : Au début de chaque itération de la boucle des lignes 3—6, pour tout

indice k,
1) Sip <k < i alors Alk] < x.
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Figure 7.1 Fonctionnement de PARTITION sur un exemple. Les éléments en gris clair sont tous
dans la premiére partition, avec des valeurs pas plus grandes que x. les éléments en gris foncé
sont dans la seconde partition, avec des valeurs supérieures a x. Les éléments non en gris n'ont
pas encore été placés dans I'une des deux premieres partitions et I'élément blanc final est le pivot.
(a) Le tableau initial et les configurations de variable initiales. Aucun des éléments n’a été placé
dans I'une quelconque des deux premieres partitions. (b) La valeur 2 est « permutée avec elle-
méme » et placée dans la partition des petites valeurs. (c)—(d) Les valeurs 8 et 7 sont ajoutées a la
partition des grandes valeurs. (e) Les valeurs 1 et 8 sont permutées et la petite partition grossit.
(f) Les valeurs 3 et 7 sont échangées et la petite partition grossit. (g)-(h) La grande partition
grossit pour accueillir 5 et 6 et la boucle se termine. (i) Sur les lignes 7-8, I’élément pivot est
permuté de facon a aller entre les deux partitions.

2) Sii+ 1 <k<j—1,alors Alk] > x.
3) Sik =r,alors A[k] = x.

La figure 7.2 résume cette structure. Les indices entre j et »r — 1 n’entrent dans
aucun des trois cas et les valeurs des éléments correspondants n’ont pas de relation
particuliere avec le pivot x.

Il faut montrer que cet invariant de boucle est vrai avant la premiére itération, que
chaque itération de la boucle conserve I’invariant et que celui-ci fournit une propriété
qui prouve la conformité quand la boucle se termine.
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Initialisation : Avant la premiere itération, i = p — 1 etj = p. [l n’y a pas de valeurs
entre p et i, ni de valeurs entre i + 1 et j — 1, de sorte que les deux premicres
conditions de I’invariant de boucle sont satisfaites de manicre triviale. L’ affection
en ligne 1 satisfait a la troisiéme condition.

Conservation : Comme le montre la figure 7.3, il y a deux cas a considérer, selon le
résultat du test en ligne 4. La figure 7.3(a) montre ce qui se passe quand A[j] > x;
I’unique action faite dans la boucle est d’incrémenter j. Une fois j incrémenté, la
condition 2 est vraie pour A[j — 1] et toutes les autres éléments restent inchan-
gés. La figure 7.3(b) montre ce qui se passe quand A[j] < x; i est incrémenté,
Ali] et A[j] sont échangés, puis j est incrémenté. Compte tenu de la permutation,
on a maintenant A[i] < x et la condition 1 est respectée. De méme, on a aussi
Alj — 1] > x, car I’élément qui a été permuté avec A[j — 1] est, d’apres I’invariant
de boucle, plus grand que x.

Terminaison : A la fin, j = r. Par conséquent, chaque élément du tableau est dans
I’un des trois ensembles décrits par I’invariant et I’on a partitionné les valeurs
du tableau en trois ensembles : les valeurs inférieures ou égales a x, les valeurs
supérieures a x et un singleton contenant x.

<x >x arbitraires

Figure 7.2 Les quatre régions gérées par la procédure PARTITION sur un sous-tableau A[p..r].
Les valeurs de A[p ..i] sont toutes inférieures ou égales a x, les valeurs de A[i + 1..j — 1] sont
toutes supérieures a x et A[r] = x. Les éléments de A[j..r — 1] peuvent prendre n‘importe quelles
valeurs.

Les deux dernieres lignes de PARTITION transferent le pivot vers son nouvel em-
placement au milieu du tableau, en I’échangeant avec I’élément le plus a gauche qui
soit supérieur a x. Le résultat de PARTITION respecte maintenant les spécifications de
I’étape diviser.

Le temps d’exécution de PARTITION pour le sous-tableau A[p .. r] est O(n), ol
n=r—p+ 1 (voir exercice 7.1.3).

Exercices

7.1.1 En s’inspirant de la figure 7.1, illustrer I’action de PARTITION sur le tableau A = (13,
19,9,5,12,8,7,4,11,2,6,21).

7.1.2 Quelle est la valeur de g retournée par PARTITION quand tous les éléments du tableau
Alp..r] ont la méme valeur ? Modifier PARTITION pour que ¢ = (p + r)/2 quand tous les
éléments du tableau A[p . . r] ont la mé&me valeur.
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Figure 7.3 Les deux cas pour une itération de la procédure PARTITION. (a) Si A[j] > x, l'unique
action est d’'incrémenter j, ce qui conserve l'invariant de boucle. (b) Si A[j] < x, l'indice i est
incrémenté, A[i] et A[j] sont échangés, puis j est incrémenté. Ici aussi, I'invariant de boucle est
conservé.

7.1.3 Expliquer rapidement pourquoi le temps d’exécution de PARTITION sur un sous-tableau
de taille n est O(n).

7.1.4 Comment pourrait-on modifier TRI-RAPIDE pour trier en ordre décroissant ?

7.2 PERFORMANCES DU TRI RAPIDE

Le temps d’exécution du tri rapide dépend du caractere équilibré ou non du parti-
tionnement, qui dépend a son tour des éléments utilisés pour le partitionnement. Si
le partitionnement est équilibré, 1’algorithme s’exécute asymptotiquement aussi vite
que le tri par fusion. En revanche, si le partitionnement n’est pas équilibré, le tri
risque d’étre aussi lent que le tri par insertion. Dans cette section, nous allons étudier
de maniere informelle les performances du tri rapide, selon que le partitionnement
est équilibré ou non.

a) Partitionnement dans le cas le plus défavorable

Le cas le plus défavorable intervient pour le tri rapide quand la routine de partitionne-
ment produit un sous-probleme a n — 1 éléments et une autre avec 0 élément. (Cette
affirmation est prouvée a la section 7.4.1.) Supposons que ce partitionnement non-
équilibré survienne a chaque appel récursif. Le partitionnement cotite ®(r). Comme
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I’appel récursif sur un tableau de taille O rend la main sans rien faire, 7(0) = (1) et
la récurrence pour le temps d’exécution est

T(n) T(n—1)+TO)+O®x)
Tn—1)+0®m).

Intuitivement, si I’on cumule les coflits induits a chaque niveau de la récursivité, on ob-
tient une série arithmétique (équation (A.2)) dont la valeur est ©(n?). Effectivement,

la méthode de substitution prouve tres simplement que la récurrence T'(n) = T(n—1)+0(n)
a pour solution 7'(n) = On?). (Voir exercice 7.2.1.)

Du coup, si le partitionnement est déséquilibré au maximum a chaque niveau de
récursivité de 1’algorithme, le temps d’exécution est @(n?). Le temps d’exécution du
tri rapide n’est donc pas meilleur, dans le cas le plus défavorable, que celui du tri par
insertion. En outre, ce temps d’exécution de @(n?) se produit quand le tableau d’en-
trée est déja completement trié, situation courante dans laquelle le tri par insertion
s’exécute en un temps O(n).

b) Partitionnement dans le cas le plus favorable

Dans le partitionnement le plus équilibré possible, PARTITION produit deux sous-
problémes de taille non supérieure a n/2, vu que 1’un est de taille |n/2] et I’autre de
taille [n/2] — 1. En pareil cas, le tri rapide s’exécute beaucoup plus rapidement. La
récurrence du temps d’exécution est alors

T(n) < 2T(n/2) + On),

D’apres le cas 2 du théoreme général (théoréme 4.1), la solution en est 7(n) = O(nlgn).
Un partitionnement parfaitement équilibré a chaque niveau de la récursivité engendre
donc un algorithme plus rapide asymptotiquement.

¢) Partitionnement équilibré

Le temps d’exécution moyen du tri rapide est beaucoup plus pres du cas optimal que
du cas le plus défavorable, comme le montrera I’analyse faite a la section 7.4. Pour
en comprendre la raison, il est important de comprendre comment 1’équilibrage du
partitionnement se répercute dans la récurrence qui décrit le temps d’exécution.

Supposons, par exemple, que 1’algorithme de partitionnement produise systéma-
tiquement un découpage dans une proportion de 9 contre 1, ce qui parait a premiere
vue assez déséquilibré. On obtient dans ce cas la récurrence

T(n) < T(9n/10)+ T(n/10) + cn

pour le temps d’exécution du tri rapide ; nous avons explicitement inclus la constante
¢ implicitement contenue dans le terme ®(n). La figure 7.4 montre 1’arbre récursif de
cette récurrence. Remarquez que chaque niveau de 1’arbre a un cofit cn, jusqu’a ce
qu’une condition aux limites soit atteinte a la profondeur log,y /91 = O(gn), apres
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Figure 7.4 Arbre récursif de TRI-RAPIDE dans lequel PARTITION produit toujours une décompo-
sition 9-1, donnant ainsi un temps d’exécution O(nlgn). Les nceuds montrent les tailles de sous
probleme, les colts par niveau figurant a droite. Les colts par niveau incluent la constante c
implicitement contenue dans le terme ©(n)

quoi les niveaux ont un cofit au plus égal a cn. La récursivité se termine a la profon-
deur logg 91 = O(Ign). Le coft total du tri rapide est donc O(n1g n). Donc, avec un
découpage 9-1 a chaque niveau de récursivité, ce qui semble intuitivement assez dés-
équilibré, le tri rapide s’exécute en O(n lg n), temps asymptotiquement identique a la
situation ou le découpage se fait exactement au milieu. En fait, méme un découpage
99-1 donne un temps d’exécution O(nlgn). La raison en est qu’un découpage ayant
un facteur de proportionnalité constant engendre toujours un arbre récursif de pro-
fondeur G(lg n), ou le cofit de chaque niveau est O(n). Le temps d’exécution est donc
O(nlgn) chaque fois que le découpage s’effectue avec un facteur de proportionnalité
constant.

d) Intuition pour le cas moyen

Pour se faire une idée claire du cas moyen du tri rapide, on doit faire une hypothese
sur la fréquence d’apparition escomptée des diverses entrées. Le comportement du
tri rapide est conditionné par I’ordre relatif des valeurs des éléments du tableau en
entrée, pas par les valeurs elles-mémes. Comme dans notre analyse probabiliste du
probléme de I’embauche (voir section 5.2), nous supposerons ici qu’il y a équiproba-
bilité pour toutes les permutations des nombres en entrée.

Lorsqu’on exécute le tri rapide sur un tableau aléatoire, il y a peu de chances
pour que le partitionnement se produise toujours de la méme facon a chaque niveau,
comme nous 1’avons supposé pour notre analyse informelle. On s’attend a ce que
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Figure 7.5 (a) Deux niveaux d'un arbre récursif du tri rapide. Le partitionnement a la racine a
un colt n et produit un « mauvais » découpage : deux sous-tableaux de tailles 0 et n — 1. Le
partitionnement du sous-tableau de taille n — 1 colte n — 1 et produit un « bon » découpage :
deux sous-tableaux de tailles (n—1)/2—1 et (n—1)/2. (b) Un niveau d’un arbre récursif qui est tres
bien équilibré. Dans les deux parties, le colt de partitionnement des sous-problemes (sur fond
elliptique gris) est ®(n). Pourtant, les sous-problémes restant a résoudre en (a), affichés sur fond
carré gris, ne sont pas plus grands que les sous-problemes correspondants qui restent a résoudre
en (b).

certains découpages soient assez bien équilibrés et que d’autres soient plutdt dés-
équilibrés. Par exemple, I’exercice 7.2.6 vous demandera de montrer que, dans envi-
ron 80 % des cas PARTITION produit un découpage qui est plus équilibré que 9-1 et
que, dans environ 20 % des cas elle produit un découpage moins équilibré que 9-1.
Dans le cas moyen, PARTITION produit un mélange de « bons » et de « mauvais »
découpages. Dans un arbre récursif associé du cas moyen de PARTITION, les bons et
les mauvais découpages sont distribués aléatoirement tout le long de 1’arbre. Suppo-
sons pourtant, pour favoriser 1’intuition, que les bons et les mauvais découpages se
succedent d’un niveau de I’arbre a I’autre, que les bons découpages soient des décou-
pages de cas optimal et que les mauvais découpages soient des découpages de cas le
plus défavorable. La figure 7.5(a) montre les découpages sur deux niveaux consécu-
tifs de I’arbre récursif. A la racine de I’arbre, le colt est n pour le partitionnement
et les sous-tableaux produits ont les tailles n — 1 et O : cas le plus défavorable. Au
niveau suivant, le sous-tableau de taille n — 1 est partitionné de fagon optimale en
deux sous-tableaux de tailles (n — 1)/2 — 1 et (n — 1)/2. Supposons que le cofit de la
condition aux limites soit 1 pour le sous-tableau de taille 0.

Le mauvais découpage suivi du bon découpage produit trois sous-tableaux de
tailles 0, (n — 1)/2 — 1 et (n — 1)/2, pour un colt total de partitionnement
Om) + O(n — 1) = O(n). Cette situation n’est certainement pas pire que celle de
la figure 7.5(b), a savoir un niveau individuel de partitionnement qui produit deux
sous-tableaux de tailles (n — 1)/2 pour un colt ®(n). Et pourtant, cette derniére si-
tuation est équilibrée ! Intuitivement, le colit @(n — 1) du mauvais découpage peut
étre absorbé par le colit ®(n) du bon découpage et le découpage résultant est bon.
Ainsi, le temps d’exécution du tri rapide, quand les niveaux alternent entre bons et
mauvais découpages, est le méme que si I’on a uniquement de bons découpages :
toujours O(n lgn), mais avec une constante implicite a la notation O qui est légere-
ment supérieure. Nous donnerons une analyse rigoureuse du cas moyen d’une version
randomisée du tri rapide a la section 7.4.2.
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Exercices

7.2.1 Employer la méthode de substitution pour montrer que la récurrence 7'(n) = T(n—1)+0(n)
a pour solution 7'(n) = O(n?), comme affirmé au début de la section 7.2.

7.2.2 Quel est le temps d’exécution de TRI-RAPIDE quand tous les éléments du tableau A
ont la méme valeur ?

7.2.3 Montrer que le temps d’exécution de TRI-RAPIDE est ®(n*) quand le tableau A contient
des éléments distincts triés en ordre décroissant.

7.2.4 Les banques enregistrent souvent les transactions dans I’ordre chronologique, mais
de nombreuses personnes aiment recevoir leurs relevés avec les cheques triés par numé-
ros. En général, les gens signent les cheques dans I’ordre des numéros et les commergants
les encaissent dans 1’ordre d’arrivée. Le probléme consistant a passer d’un ordre chronolo-
gique a un ordre basé sur les numéros de cheéque releve donc du probleme du tri de données
presque triées. Montrer que la procédure TRI-INSERTION a tendance a battre la procédure
TRI-RAPIDE sur ce probléme.

7.2.5 On suppose que les découpages a chaque niveau du tri rapide se font dans la proportion
de 1 — a contre o, ou 0 < o < 1/2 est une constante. Montrer que la profondeur minimale
d’une feuille de I’arbre récursif est environ —lgn/1lga et que la profondeur maximale est
environ —Ign/lg(1 — ). (Ne pas se préoccuper des arrondis 2 la partie entiére.)

7.2.6 * Montrer que, quelle que soit la constante 0 < a < 1/2, la probabilité est environ
1 — 2« pour que, sur un tableau d’entrée aléatoire, PARTITION produise un découpage plus
équilibré que 1 — a-a.

7.3 VERSIONS RANDOMISEES DU TRI RAPIDE

Pour I’étude du comportement du tri rapide dans le cas moyen, nous avions supposé
que toutes les permutations des nombres d’entrée étaient équiprobables. Dans la réa-
lité, on ne peut pas toujours partir de cette hypothese. (Voir exercice 7.2.4.) Comme
nous I’avons vu a la section 5.3, on peut parfois ajouter de la randomisation a un
algorithme pour obtenir de bonnes performances en moyenne. Beaucoup considerent
la version randomisée du tri rapide comme 1’algorithme de tri a privilégier pour des
entrées suffisamment grandes.

A la section 5.3, on randomisait I’algorithme en permutant explicitement 1’entrée.
On pourrait faire pareil pour le tri rapide, mais une autre technique de randomisation,
dite échantillonnage aléatoire, simplifie I’analyse. Au lieu de toujours prendre A[r]
comme pivot, on prend un élément choisi aléatoirement dans le sous-tableau A[p . . r].
Pour ce faire, on échange A[r] avec un élément choisi au hasard dans A[p . . r]. Cette
modification, dans laquelle on échantillonne aléatoirement I'intervalle p, ..., r, as-
sure que 1’élément pivot x = A[r] a des probabilités égales d’étre I’un quelconque
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des r — p + 1 éléments du sous-tableau. Le pivot étant choisi au hasard, on peut s’at-
tendre a ce que le partitionnement du tableau d’entrée soit, en moyenne, relativement
équilibré.

Les modifications apportées a PARTITION et TRI-RAPIDE sont mineures. Dans la
nouvelle procédure de partitionnement, on fait I’échange avant d’effectuer le parti-
tionnement proprement dit :

PARTITION-RANDOMISE(A, p, 1)

1 i< RANDOM(p,r)
2 échanger A[r] < A[i]
3 retourner PARTITION(A, p, 1)

La nouvelle version du tri rapide appelle PARTITION-RANDOMISE a la place de
PARTITION :

TRI-RAPIDE-RANDOMISE(A, p, 1)

1 sip<r

2 alors g «— PARTITION-RANDOMISE(A, p, r)
3 TRI-RAPIDE-RANDOMISE(A, p,q — 1)
4 TRI-RAPIDE-RANDOMISE(4, g + 1, 7)

Nous analyserons cet algorithme dans la prochaine section.

Exercices

7.3.1 Pourquoi analysons-nous les performances d’un algorithme randomisé pour le cas
moyen et non pour le cas le plus défavorable ?

7.3.2 Pendant I’exécution de la procédure TRI-RAPIDE-RANDOMISE, combien y a-t-il d’ap-
pels au générateur de nombre aléatoires RANDOM dans le cas le plus défavorable ? Et dans
le cas optimal ? Donner des réponses en terme de notation 0.

7.4 ANALYSE DU TRI RAPIDE

La section 7.2 a donné une idée du comportement du tri rapide dans le cas le plus
défavorable, ainsi que de sa rapidité d’exécution générale. Dans cette section, nous
allons analyser le comportement du tri rapide de fagon plus rigoureuse. Nous com-
mencerons par une analyse du cas le plus défavorable, qui s’appliquera aussi bien a
TRI-RAPIDE qu’a TRI-RAPIDE-RANDOMISE et terminerons par une analyse du cas
moyen de TRI-RAPIDE-RANDOMISE.
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7.4.1 Analyse du cas le plus défavorable

Nous avons vu, a la section 7.2, qu’un découpage le plus défavorable a chaque niveau
de récursivité engendre un temps d’exécution @(n?) qui, intuitivement, est le temps
d’exécution de 1’algorithme dans le cas le plus défavorable. Nous allons a présent
démontrer cette assertion.

A T’aide de la méthode de substitution (voir section 4.1), on peut montrer que
le temps d’exécution du tri rapide est O(n?). Soit T(n) le temps d’exécution de la
procédure TRI-RAPIDE dans le cas le plus défavorable sur une entrée de taille n. On
a la récurrence

T(n) = max 1(T(q) +T(n—q—1)+0(n), (7.1)

\qgnf

ou le parametre g est dans I'intervalle O a n — 1, puisque la procédure PARTITION
génere deux sous-problémes de taille totale n — 1. Nous subodorons que T(n) < cn?
pour une certaine constante c. En intégrant cette conjecture a la récurrence (7.1), nous
avons

T(n) < max 1(Cq2 +cin—q— 1D +0®mn)

IqnN—
2 2
= ¢- max +(n—g—1DH+0®0m).
ogqgnfl(q (n—q—1)7)+060)
L expression ¢> +(n — g — 1) atteint un maximum en chaque extrémité de I’intervalle
de parametre 0 < g < n — 1, car la dérivée seconde de I’expression par rapport a g
est positive (voir exercice 7.4.3). Cette observation fournit la borne
max (*+n—qg—1D)<m—1)>=n*—2n+1.
0<g<n—1
En continuant notre majoration de 7'(n), nous obtenons
T(n) < cn® —c@2n—1)+0n)
< ot

vu que nous pouvons choisir la constante ¢ suffisamment grande pour que le terme
c(2n— 1) domine le terme ®(n). Donc, T(n) = O(n?). Nous avons vu, 2 la section 7.2,
un cas spécial ol le tri rapide prend un temps (n?) : quand le partitionnement est
déséquilibré. A titre d’alternative, I’exercice 7.4.1 vous demandera de montrer que la
récurrence (7.1) a une solution de T'(n) = Q(n?). Ainsi, le temps d’exécution (le plus
défavorable) du tri rapide est @ (n?).

7.4.2 Temps d’exécution attendu

Nous avons déja donné une justification intuitive du fait que le temps d’exécution
de TRI-RAPIDE-RANDOMISE, dans le cas moyen, est O(nlgn) : si, a chaque niveau
de récursivité, le découpage induit par PARTITION-RANDOMISE place une fraction
constante des éléments sur un coté de la partition, alors 1’arbre récursif a une pro-
fondeur O(Ign) et il y a exécution en O(n) a chaque niveau. M&me si ’on ajoute de
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nouveaux niveaux avec le découpage le plus déséquilibré qui soit entre ces niveaux, le
temps total sera toujours O(n1g n). On peut analyser, de maniere tres précise, 1I’espé-
rance du temps d’exécution de TRI-RAPIDE-RANDOMISE en commengant par com-
prendre le fonctionnement de la procédure de partitionnement, puis en utilisant cette
connaissance pour déduire une borne O(nlgn) pour I’espérance du temps d’exécu-
tion. Ce majorant du temps d’exécution attendu, combiné avec la borne O(nlgn) du
cas optimal vue a la section 7.2, donne un temps d’exécution attendu de O(nlgn).

a) Temps d’exécution et comparaisons

Le temps d’exécution de TRI-RAPIDE est dominé par le temps consommé dans la
procédure PARTITION. Chaque fois que PARTITION est appelée, il y a sélection d’un
élément pivot ; cet élément ne figurera jamais dans les appels récursifs suivants a TRI-
RAPIDE et a PARTITION. Il ne peut donc y avoir que n appels au plus 8 PARTITION
pendant I’exécution de I’algorithme du tri rapide. Un appel a PARTITION prend O(1),
plus un temps qui est proportionnel au nombre d’itérations de la boucle pour des
lignes 3-6. Chaque itération de cette boucle effectue une comparaison en ligne 4,
comparant le pivot a un autre élément du tableau A. Par conséquent, si nous pouvons
compter le nombre total de fois que la ligne 4 est exécutée, alors nous pourrons
borner le temps total consommé dans la boucle pour lors de I’exécution de TRI-
RAPIDE.

Lemme 7.1 Soit X le nombre de comparaisons effectuées sur la ligne 4 de PARTITION
pendant toute I’exécution de TRI-RAPIDE pour un tableau a n éléments. Alors, le
temps d’exécution de TRI-RAPIDE est O(n + X).

Démonstration : 1l ressort de la discussion précédente qu’il y a n appels & PARTI-
TION, dont chacun fait un volume constant de travail puis exécute la boucle pour un
certain nombre de fois. Chaque itération de la boucle pour exécute la ligne 4. a

Il nous faut donc calculer X, nombre total de comparaisons effectuées sur 1’en-
semble des appels a PARTITION. Nous n’essaierons pas d’analyser le nombre de
comparaisons qui sont faites dans chaque appel a PARTITION. Nous allons plutdt
déterminer une borne globale pour le nombre total de comparaisons. Pour ce faire,
nous devons comprendre dans quel cas 1’algorithme compare deux éléments du ta-
bleau et dans quel cas il ne les compare pas. Pour simplifier I’analyse, renommons
les éléments du tableau A comme z1, 22, . . . , Zy, OU Z; est le i-eme plus petit élément.
Nous définissons aussi Z;; = {zis Zisly - - - ,Zj} comme étant I’ensemble des éléments
compris entre z; et z; inclus.

Quand est-ce que I’algorithme compare z; et z; ? Pour répondre a cette question,
observons d’abord que chaque paire d’éléments est testée une fois au plus. Pourquoi
donc ? Les éléments ne sont comparés qu’au pivot ; or, apres que 1I’appel 2 PARTITION
s’est terminé, le pivot employé dans cet appel n’est plus jamais comparé aux autres
éléments.
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Notre analyse utilise des variables indicatrices (voir section 5.2). Soit
X;; = I{z; est comparé a z;} ,

Nous voulons savoir si la comparaison a lieu a n’importe quel moment pendant I’ exé-
cution de I’algorithme, et pas seulement pendant une itération ou un appel individuel
a PARTITION. Comme chaque paire n’est testée qu’une fois au plus, on peut facile-
ment caractériser le nombre total de comparaisons effectuées par 1’algorithme :

n—1 n
X=) Y X;.
i=1 j=i+l

En prenant les espérances des deux cotés, puis en utilisant la linéarité de 1’espérance
et le lemme 5.1, on obtient

n—1 n
ED Y x;

i=1 j=i+l

E [X]

n—

1 n
> ElXl

i=1 j=i+l

n—1 n

Z Z Pr{z; est comparé a z;} . (7.2)

i=1 j=i+l

Reste a calculer Pr {z; est comparé a z;}.

Il est utile de se demander dans quel cas il n’y a pas comparaison de deux éléments.
Supposons que le tri rapide doive trier les nombres 1 a 10 (rangés dans n’importe quel
ordre) et que le premier pivot soit 7. Alors, le premier appel & PARTITION divise les
nombre en deux ensembles : {1,2,3,4,5,6} et {8,9,10}. Ce faisant, le pivot 7 est
comparé a tous les autres éléments, mais aucun nombre du premier ensemble (par
exemple 2) n’est jamais comparé a un nombre quelconque du second ensemble (par
exemple 9).

En général, une fois choisi un pivot x tel que z; < x < z;, on sait que z; et z; ne
seront jamais comparés par la suite. Si, en revanche, z; est choisi comme pivot avant
tout autre élément de Z;;, alors z; sera comparé a chaque élément de Z;;, sauf a lui-
méme. De méme, si z; est choisi comme pivot avant tout autre élément de Z;;, alors
z; sera comparé a chaque élément de Z;;, sauf a lui-méme. Dans notre exemple, les
valeurs 7 et 9 sont comparées car 7 est le premier élément de Z7 ¢ a étre choisi comme
pivot. En revanche, 2 et 9 ne seront jamais comparés parce que le premier pivot choisi
dans Z, 9 est 7. Donc, z; et z; sont comparés si et seulement si le premier élément a
étre choisi comme pivot dans Z;; est z; ou z;.

Calculons maintenant la probabilit€ de cet événement. Avant qu’un élément de Z;
ne soit choisi comme pivot, tout I’ensemble Z; est dans la méme partition. Donc,
chaque €lément de Z;; a la méme chance d’étre le premier €lément choisi comme



152 7 « Tri rapide

pivot. Comme Z;; a j — i + 1 éléments et que les pivots sont choisis aléatoirement et
de maniere indépendante, la probabilité qu’un élément donné soit le premier a &tre
choisi comme pivot est 1/(j — i+ 1). On a donc

Pr{z; est comparé azj} = Pr{z; ou z; estle premier pivot choisi dans Z; }

Pr {z; est le premier pivot choisi dans Z;}

+ Pr {z; est le premier pivot choisi dans Z;; }

1 1
= T
j—i+1 j—i+1
2

La deuxieme ligne découle de ce que les deux événements sont mutuellement exclu-
sifs. En combinant les équations (7.2) et (7.3), on obtient

n—1 n 2
EXI=) > oAl
i=1 j=i+l

On peut calculer cette somme a 1’aide d’un changement de variables (k = j — i) et
d’une borne de la série harmonique (équation (A.7)) :

n—1 n )
2.0 T

i=1 j=i+l

E[X]

n—1 n—i

- Yy

i=l k=1

n—1 n )
< 225

i=1 k=1

n—1
= ) _Odgn)
i=1

= O(nlgn). (7.4)

En conclusion, en employant PARTITION-RANDOMISE on arrive a un temps d’exé-
cution attendu de O(nlgn) pour le tri rapide.

Exercices

7.4.1 Montrer que, dans la récurrence

T(n)= [ Jnax 1(T(q) +T(n—qg—1)+0mn),

I

T(n) = Qn?).
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7.4.2 Montrer que le temps d’exécution du tri rapide, dans le meilleur des cas, est (U(nlgn).

7.4.3 Montrer que ¢*> + (n — ¢ — 1)* atteint un maximum sur I’intervalle ¢ = 0, 1,...,n — 1
quandg=0oug=n—1.

7.4.4 Montrer que le temps d’exécution attendu de TRI-RAPIDE-RANDOMISE est ()(n 1g n).

7.4.5 Le temps d’exécution du tri rapide peut étre amélioré, en pratique, en tirant avantage du
temps d’exécution efficace du tri par insertion lorsque I’entrée est « presque » triée. Lorsque le
tri rapide est appelé sur un sous-tableau ayant moins de k éléments, il rend la main sans trier le
sous-tableau. Apres que I’appel de premier niveau du tri rapide a rendu la main, on lance le tri
par insertion sur le tableau entier pour terminer le traitement. Démontrer que cet algorithme
s’exécute avec un temps attendu O(nk + nlg(n/k)). Comment faut-il choisir , en théorie et
en pratique ? Soit la modification suivante de la procédure PARTITION : on choisit au hasard
trois éléments du tableau A, puis on effectue le partitionnement autour de 1’élément médian
(valeur du milieu). Approximer la probabilité d’obtenir au pire un découpage a-(1 — a), en
tant que fonction de o dans I’intervalle 0 < o < 1.

PROBLEMES

7.1. Validité du partitionnement de Hoare

La version de PARTITION donnée dans ce chapitre n’est pas ’algorithme de parti-
tionnement originel. Voici la version d’origine, due a C.A.R. Hoare :

HOARE-PARTITION(A, p, 1)

1 x < A[p]
2 i—p-—1
3 je—r+1
4 tant que VRAI
5 faire répéter j — j — 1
6 jusqua Afj] <«x
7 répéter i — i+ 1
8 jusqu’a A[i] > x
9 sii<j
10 alors échanger A[i] < A[j]
11 sinon retourner j

a. Montrer le bon fonctionnement de HOARE-PARTITION sur le tableau A = (13,
19,9,5,12,8,7,4,11,2,6,21), en donnant les valeurs du tableau et les valeurs
auxiliaires apres chaque itération de la boucle tant que des lignes 4-11.

Les trois questions suivantes vont vous donner 1’occasion de démontrer tres précisé-
ment que la procédure HOARE-PARTITION est correcte. Prouver les points suivants :
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b. Les indices i et j sont tels que I’on n’accede jamais a un élément de A qui soit en
dehors du sous-tableau A[p . . r].

¢. Quand HOARE-PARTITION se termine, elle retourne une valeurjtellequep < j < r.

d. Chaque élément de A[p . .j] est inférieur ou égal a chaque élément de A[j+ 1..r]
quand HOARE-PARTITION se termine.

La procédure PARTITION de la section 7.1 sépare le pivot (originellement en A[r]) des
deux partitions qu’elle crée. La procédure HOARE-PARTITION, en revanche, place
toujours le pivot (originellement en A[p]) dans ’'une des deux partitions A[p . .j] et
Alj+1..r]. Comme p < j < r, ce découpage n’est jamais trivial.

e. Réécrire la procédure TRI-RAPIDE pour qu’elle utilise HOARE-PARTITION.

7.2. Autre analyse du tri rapide

Une autre facon d’analyser le temps d’exécution du tri rapide randomisé s’appuie sur
le temps d’exécution attendu de chaque appel récursif a TRI-RAPIDE, et non sur le
nombre de comparaisons effectuées.

a. Prouver que, étant donné un tableau de taille n, la probabilité qu'un quelconque
élément soit choisi comme pivot est 1/n. Utilisez ce fait pour définir des variables
aléatoires indicatrices X; = I {le i-eéme plus petit élément est choisi comme pivot}.
Que vaut E[X;]?

b. Soit T(n) une variable aléatoire désignant le temps d’exécution du tri rapide sur
un tableau de taille n. Prouver que

n
E[Tm]=E | X,(T(q— D) +T(n—q)+OMm)| . (7.5)
g=1
¢. Montrer que I’équation (7.5) peut étre réécrite sous la forme

n—1

2
E[T(m)] == E[T(g)] +O®). (7.6)
n
q=2
d. Montrer que
n—1 1 1
> klgk < snlgn— on*. (1.7)
2 8
k=2
(conseil : Diviser la somme en deux parties, une pour k = 2,3,...,[n/2] — 1 et

lautre pour k = [n/2],...,n—1.)

e. En utilisant la borne établie dans I’équation (7.7), montrer que la récurrence dans
I’équation (7.6) a pour solution E [T(n)] = O(nlgn). (Conseil : Montrer, par sub-
stitution, que E [T (n)] < anlogn, pour n suffisamment grand et pour une certaine
constante positive a.)
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7.3. Le tri faire-valoir

Les professeurs Croquignol, Ribouldingue et Filochard proposent 1’algorithme « é1é-
gant » que Vvoici :

TRI-FAIRE-VALOIR(A, i, ))

1 siAli] > Alj]

2 alors échanger A[i] < Alj]

3 sii+l >

4 alors retourner

5 k—|G—i+1)/3] o> arrondi inférieur.

6 TRI-FAIRE-VALOIR(A,i,j — k) > deux premiers tiers.

7 TRI-FAIRE-VALOIR(A, i+ k, ) > deux derniers tiers.

8 TRI-FAIRE-VALOIR(A,i,j — k) > deux premiers tiers derechef.

a. Démontrer que TRI-FAIRE-VALOIR(A, 1, longueur[A]) trie correctement le tableau
A[l..n], si n = longueur[Al].

b. Donner une récurrence pour le temps d’exécution, dans le pire des cas, de TRI-
FAIRE-VALOIR et une borne asymptotique serrée (en notation ®) pour le temps
d’exécution du cas le plus défavorable.

¢. Comparer le temps d’exécution de TRI-FAIRE-VALOIR, dans le cas le plus défa-
vorable, avec les temps d’exécution du tri par insertion, du tri par fusion, du tri par
tas et du tri rapide. Les professeurs méritent-ils leur titre ?

7.4. Profondeur de pile du tri rapide

L’algorithme TRI-RAPIDE de la section 7.1 contient deux appels récursifs a lui-
méme. Apres I’appel a PARTITION, le sous-tableau de gauche est trié récursivement,
puis le sous-tableau de droite est trié récursivement. Le second appel récursif a TRI-
RAPIDE n’est pas vraiment nécessaire ; on peut I’éviter en utilisant une structure de
contrdle itérative. Cette technique, appelée récursivité terminale, est utilisée automa-
tiquement par les bons compilateurs. On considere la version suivante du tri rapide,
qui simule la récursivité terminale.

TRI-RAPIDE'(A, p, r)

1 tantquep <r

2 faire > Partitionne et trie sous-tableau gauche.
3 q < PARTITION(A, p, r)

4 TRI-RAPIDE'(A,p,q — 1)

5 p—qg+1

a. Démontrer que TRI-RAPIDE'(A, 1, longueur[A)) trie correctement le tableau A.

Les compilateurs exécutent généralement les procédures récursives en utilisant une
pile qui contient les informations pertinentes, notamment les valeur des parametres,
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pour chaque appel récursif. Les données de I’appel le plus récent se trouvent au som-
met de la pile, et celles du premier appel sont en bas. Lorsqu’une procédure est in-
voquée, ses informations sont empilées ; lorsqu’elle se termine, elles sont dépilées.
Comme on suppose que les parametres tableau sont représentés par des pointeurs,
les données de chaque appel de procédure nécessitent un espace de pile O(1). La
profondeur de pile est 1a quantité maximale d’espace de pile utilisée lors d’un calcul.

b. Décrire un scénario dans lequel la profondeur de pile de TRI-RAPIDE est ®(n) sur
un tableau a n éléments.

¢. Modifier le code de TRI-RAPIDE pour que la profondeur de pile, dans le cas le
plus défavorable, soit @(lg n). Conserver le temps d’exécution attendu de O(n 1g n)
pour I’algorithme.

7.5. Partition autour du nombre médian

Une fagon d’améliorer la procédure TRI-RAPIDE-RANDOMISE est d’effectuer le par-
titionnement autour d’un pivot qui est choisi d’'une maniere plus fine que la sélec-
tion aléatoire d’un élément dans le sous-tableau. Un approche fréquente est la mé-
thode du médian de 3 : on choisit comme pivot le médian (élément du milieu) d’un
ensemble de trois éléments sélectionnés aléatoirement dans le sous-tableau. (Voir
exercice 7.4.6.) Pour ce probléeme, on suppose que les éléments du tableau d’entrée
A[1..n] sont distincts et que n > 3. On appelle A’[1 . . n] le tableau trié en sortie. En
utilisant la méthode du médian de 3 pour choisir le pivot, définir p; = Pr {x = A’[i]}.

a. Donner une formule exacte pour p;, sous la forme d’une fonction de n et de i pour
i=23,...,n—1.(Notezque p; =p, =0.)

b. De combien améliore-t-on la probabilité de choisir comme pivotx = A'[[(n + 1)/2]],
médian de A[1 .. n], par rapport a I’'implémentation ordinaire ? On supposera que
n — oo et on donnera le rapport limite de ces probabilités.

¢. Sil’on définit un « bon » découpage comme signifiant le choix comme pivot de
x = A'[i], ot n/3 < i < 2n/3, de combien a-t-on amélioré les chances d’obtenir
un bon découpage, par rapport a I’implémentation ordinaire ? (Conseil : Faire une
approximation de la somme par une intégrale.)

d. Prouver que, dans le temps d’exécution (U(nlgn) du tri rapide, la méthode du
médian de 3 n’affecte que le facteur constant.

7.6. Tri flou d’intervalles

On considere un probleme de tri dans lequel les nombres ne sont pas connus avec
précision : pour chacun des nombres, on connait un intervalle de réels auquel appar-
tient le nombre. En d’autres termes, on a n intervalles fermés de la forme [a;, b;], avec
a; < b;. Le but est de faire un #ri flou de ces intervalles, c’est a dire de produire une
permutation (iy, iz, . . ., i,) des intervalles, telle qu’il existe ¢; € lai;, bi;] qui satisfasse
aci < <<y
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a. Concevoir un algorithme pour le tri flou de n intervalles. L’ algorithme devra avoir
I’allure générale d’un algorithme qui fait du tri rapide sur les extrémités gauche
(Ies a;), mais il devra exploiter les recoupements d’intervalles pour améliorer le
temps d’exécution. (Quand les intervalles se recoupent de plus en plus, le pro-
bleme du tri flou devient de plus en plus facile. L’algorithme devra utiliser les
recoupements, pour autant qu’il y en ait.)

b. Prouver que votre algorithme tourne avec le temps attendu @(nlgn) en général,
mais avec le temps attendu ®(n) quand tous les intervalles se recoupent (c’est-a-
dire, quand il existe une valeur x telle que x € [a;, b;] pour tout i). Votre algo-
rithme ne doit pas tester ce cas explicitement ; il faut plutot que les performances
augmentent naturellement a mesure qu’augmente le volume des recoupements.

NOTES

Le tri rapide a été inventé par Hoare [147] ; 1a version de Hoare apparait au probleme 7.1. La
procédure PARTITION de la section 7.1 est due a N. Lomuto. L’analyse faite a la section 7.4
est due a Avrim Blum. Sedgewick [268] et Bentley [40] sont de bonnes références sur les
détails d’implémentation et leur importance.

Mcllroy [216] a montré comment créer un « adversaire tueur » qui produit un tableau pour
lequel presque toutes les implémentations du tri rapide prennent un temps @(n?). Si I'implé-
mentation est randomisée, 1’adversaire produit le tableau apres avoir vu les choix aléatoires
de I’algorithme de tri rapide.
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Chapitre 8

Tri en temps linéaire

Nous avons présenté jusqu’ici plusieurs algorithmes capables de trier n nombres en
O(nlgn). Le tri par fusion et le tri par tas atteignent ce majorant dans le cas le plus
défavorable ; pour le tri rapide, cette borne est atteinte dans le cas moyen. Par ailleurs,
on peut fournir & chacun de ces algorithmes une séquence de n nombres qui provoque
I’exécution de 1’algorithme dans un temps Q(n1g n).

Ces algorithmes ont en commun une propriété intéressante : le tri qu’ils effec-
tuent repose uniquement sur des comparaisons entre les éléments d’entrée. Ces algo-
rithmes de tri sont appelés tris par comparaison. Tous les algorithmes de tri étudiés
jusqu’ici sont des tris par comparaison.

Dans la section 8.1, nous démontrerons qu’un tri par comparaison doit effectuer
au pire ()(nlgn) comparaisons pour trier n éléments. Le tri par fusion et le tri par tas
sont donc asymptotiquement optimaux et il n’existe aucun tri par comparaison qui
les domine de plus d’un facteur constant.

Les sections 8.2, 8.3 et 8.4 examinent trois algorithmes, le tri par dénombrement,
le tri par base et le tri par paquets qui s’exécutent dans un temps linéaire. Il va de
soi que ces algorithmes font appel & des opérations autres que des comparaisons. Le
minorant {)(n1g n) ne les concerne donc pas.

8.1 MINORANTS POUR LE TRI

Dans un tri par comparaison, on se sert uniquement de comparaisons d’éléments
pour obtenir des informations sur I’ordre d’une séquence d’entrée (a;, ay, . .., ay).
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Autrement dit, étant donnés deux éléments g; et a;, on effectue 'un des tests a; < aj,
a; < aj, a; = aj, a; > a; ou a; > a; pour déterminer leur ordre relatif.

Dans cette section, on supposera sans nuire a la généralité que tous les éléments
d’entrée sont distincts. Grace a cette hypothese, les comparaisons de la forme a; = g;
deviennent inutiles et on peut donc supposer qu’aucune comparaison de ce type n’est
effectuée. On remarque également que les comparaisons a; < aj, a; > aj, a; > a;
et a; < a; sont toutes équivalentes, en ce sens ou elles fournissent des informations
identiques concernant I’ordre relatif de a; et a;. On suppose donc que toutes les com-
paraisons seront de la forme a; < a;.

a) Modeéle d’arbre de décision

Les tris par comparaison peuvent étre considérés de facon abstraite en termes
d’arbres de décision. Un arbre de décision est un arbre binaire plein qui représente
les comparaisons entre éléments effectuées par un algorithme de tri lorsqu’il traite
une entrée d’une taille donnée. Instructions de contrdle, transferts de données et
tous les autres aspects de I’algorithme sont ignorés. La figure 8.1 montre 1’arbre de
décision qui correspond a I’algorithme du tri par insertion (section 2.1) exécuté sur
une séquence de trois éléments.

Figure 8.1 Arbre de décision pour un tri par insertion opérant sur trois éléments. Un nceud
interne annoté par i ;j indique une comparaison entre a; et a;. Une feuille annotée par la permu-
tation (m(1), w(2), ..., w(n)) indique l'ordre a1y < @z < -+ < anm. Le chemin ombré indique
les décisions faites lors du tri de la séquence (a; = 6,a, = 8,a3 = 5); la permutation (3,1, 2) au
niveau de la feuille indique que I'ordre trié estas =5 < a; =6 < a, = 8. llya 3! = 6 permuta-
tions possibles pour les éléments en entrée, de sorte que |'arbre de décision doit avoir au moins
6 feuilles.

Dans un arbre de décision, chaque nceud interne est étiqueté par a; : a; pour un
certain i et un certain j de ’intervalle 1 < i,j < n, ou n est le nombre d’éléments de
la séquence d’entrée. Chaque feuille est étiquetée par une permutation (m(1), m(2),
..., mw(n)). (Voir section C.1 pour un rappel sur les permutations.) L’exécution de
I’algorithme de tri suit un chemin qui part de la racine de I’arbre de décision pour
aboutir a une feuille. Sur chaque nceud interne, on effectue une comparaison a; < g;.
Les comparaisons suivantes auront lieu dans le sous-arbre gauche si a; < a; et dans
le sous-arbre droit si a; > a;. Quand on arrive sur une feuille, ’algorithme de tri
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a établi I'ordre a1y < ane) < -+ < dgy. Comme tout algorithme de tri correct
doit étre capable de produire toutes les permutations possibles de son entrée, une
condition nécessaire pour qu’un tri par comparaison soit correct est que chacune des
n! permutations sur n éléments doit apparaitre en tant que I’'une des feuilles de 1’arbre
de décision et que chacune de ces feuilles doit étre accessible depuis la racine via
un chemin qui corresponde a une exécution concrete du tri par comparaison. (Nous
dirons de ces feuilles qu’elles sont « accessibles ».) Nous ne considérerons donc que
les arbres de décision dans lesquels chaque permutation figure en tant que feuille
accessible.

b) Minorant pour le cas le plus défavorable

La longueur du plus long chemin reliant la racine d’un arbre de décision a I’une quel-
conque de ses feuilles accessibles représente le nombre de comparaisons effectuées
par 1’algorithme de tri dans le cas le plus défavorable. Le nombre de comparaisons
du cas le plus défavorable est donc égal, pour un algorithme de tri par comparaison
donné, a la hauteur de son arbre de décision. Une minorant pour les hauteurs de tous
les arbres de décision dans lesquels chaque permutation apparait en tant que feuille
accessible est donc un minorant du temps d’exécution pour n’importe quel algorithme
de tri par comparaison. Le théoréme suivant calcule un tel minorant.

Théoréme 8.1 Tout algorithme de tri par comparaison exige QM (nlgn) comparaisons
dans le cas le plus défavorable.

Démonstration : La discussion précédente montre qu’il suffit de déterminer la hau-
teur d’un arbre de décision dans lequel chaque permutation apparait en tant que feuille
accessible. Considérons un arbre de décision de hauteur 4 avec / feuille accessible cor-
respondant a un tri par comparaison sur # éléments. Comme chacune des n! permuta-
tions de I’entrée apparait sous la forme d’une certaine feuille, on a n! < I. Puisqu’un
arbre binaire de hauteur 4 n’a pas plus de 2" feuilles, on a

n! <12,
ce qui, en prenant les logarithmes, implique
h > lgn!) (car la fonction lg est monotone croissante)
= Q(nlgn) (d’apres’équation (3.18)) . a

Corollaire 8.2 Le tri par tas et le tri par fusion sont des tris par comparaison asymp-
totiquement optimaux.

Démonstration : Les majorants O(nlgn) des temps d’exécution du tri par tas et du
tri par fusion correspondent au minorant du cas le plus défavorable, minorant qui est
QO(nlgn) d’apres le théoreme 8.1. a

Exercices

8.1.1 Quelle est la plus petite profondeur possible d’une feuille dans un arbre de décision
d’un tri par comparaison ?
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8.1.2 Obtenir des bornes asymptotiquement serrées pour lg(n!) sans utiliser 1’approxima-

tion de Stirling. Evaluer plutot la sommation > ieilgk a I'aide des techniques vues 2 la
section A.2.

8.1.3 Montrer qu’il n’existe aucun tri par comparaison dont le temps d’exécution soit liné-
aire pour au moins la moitié des n! entrées possibles de longueur n. Qu’en est-il pour une
fraction 1/n des entrées de longueur n ? Et pour une fraction 1/2" ?

8.1.4 Soit a trier une séquence de n éléments. La séquence est constituée de n/k sous-
séquences, chacune contenant k éléments. Les éléments d’une sous-séquence donnée sont
tous plus petits que les é€léments de la sous-séquence suivante et tous plus grands que les
éléments de la sous-séquence précédente. Pour trier la séquence complete de longueur n, il
suffit donc de trier les k éléments de chacune des n/k sous-séquences. Prouver 1’existence
d’un minorant (nlgk) pour le nombre de comparaisons requis par la résolution de cette
variante du probleme de tri. (Conseil : Se contenter de combiner les minorants des diverses
sous-séquences n’est pas une méthode rigoureuse.)

8.2 TRI PAR DENOMBREMENT

Le tri par dénombrement suppose que chacun des n éléments de I’entrée est un en-
tier de 'intervalle O a k, k étant un certain nombre entier. Lorsque k = O(n), le tri
s’exécute en un temps O(n).

Le principe du tri par dénombrement est de déterminer, pour chaque élément x de
I’entrée, le nombre d’éléments inférieurs a x. Cette information peut servir a placer
I’élément x directement a sa position dans le tableau de sortie. Par exemple, s’il existe
17 éléments inférieurs a x, alors x se trouvera en sortie a la position 18. Ce schéma
doit étre 1égerement modifié pour gérer la situation dans laquelle plusieurs éléments
ont la méme valeur, puisqu’on ne veut pas tous les placer a la méme position.

Dans le code du tri par dénombrement, on suppose que I’entrée est un tableau
A[1..n] etdonc que longueur[A] = n. Nous avons besoin de deux autres tableaux : le
tableau B[1 . . n] contient la sortie triée et le tableau C[O0 . . k] sert d’espace de stockage
temporaire.

TRI-DENOMBREMENT(A, B, k)

1 pouri<—Q0ak
2 faire C[i] — 0O
3 pourj < 1alongueur(A]
4 faire C[A[j]] — C[A[J]]1 +1
5 ©> C[i] contient maintenant le nombre d’éléments égaux a i.
6 pouri<— lak
7 faire C[i] «— Cl[i] + C[i — 1]
8 > C[i] contient maintenant le nombre d’éléments inférieurs ou égaux a i.
9 pour j «— longueur[A] jusqu’a 1
10 faire B[C[A[j]]] < Alj]
11 CIA[j]] < CIA[j1]] - 1
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La figure 8.2 illustre le tri par dénombrement. Apres initialisation de la boucle pour
des lignes 1-2, on regarde chaque élément de 1’entrée dans la boucle pour des lignes
3-4. Si la valeur d’un élément est i, on incrémente C[i]. Ainsi, apres La ligne 4,
C[i] contient le nombre d’éléments égaux a i, pour tout entier i = 0, 1,..., k. Dans
les lignes 67, on détermine, pour i = 0,1,...,k, le nombre d’éléments qui sont
inférieurs ou égaux a i et ce en gérant un cumul constamment actualisé du tableau C.

1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 45 6 7 8
al2]s5]3]o0]2]3]0]3] 01 203 4 s
01 2 3 45 cl2]2]4]7]7]8] 01 2 3 45
clzfof2]3]o]1] cl2]2]4]6]7]8]

(a) (b) ©

34 5 6 7 8 3 4 5 6 7 8

12 12
s [0 o T 3 s [ o [ 3 [3 1 2 3 4 5 6 7 8

BloJo[2]2]3]3]3]5]

01 2 3 4 5 01 2 3 45
cl1]2]4a]e[7]s] cl1]2[4]s[7]s]
Fi @ .. ., (e% N E]ﬁ 4
igure 8.2 Fonctionnement de TRI-DENOMBREMENT sur un tableau A[1.. 8], ou chaque élément
de A est un entier positif pas plus grand que k = 5. (a) Le tableau A et le tableau auxiliaire C apres
la ligne 4. (b) Le tableau C aprés la ligne 7. (c)-(e) Le tableau en sortie B et le tableau auxiliaire C

apres une, deux et trois itérations de la boucle des lignes 9-11. Seules les cases en gris clair du
tableau B ont été remplies. (f) Le tableau résultant final B.

Enfin, dans la boucle pour des lignes 9—11, on place chaque élément A[j] a sa
bonne place dans le tableau de sortie B. Si les n éléments sont tous distinct, alors
quand on arrive pour la premiere fois sur la ligne 9, pour chaque A[j] la valeur C[A[}]]
est la position finale correcte de A[j] dans le tableau de sortie, car il y a C[A[j]] é1é-
ments inférieurs ou égaux a A[j]. Comme les éléments pourraient ne pas étre distincts,
on décrémente C[A[j]] chaque fois que I’on place une valeur A[j] dans le tableau B.
Décrémenter C[A[j]] entraine que le prochain élément qui a une valeur égale a A[J],
s’il y en a un, ira a la position située juste avant A[j] dans le tableau de sortie.

Combien de temps consomme le tri par dénombrement ? La boucle pour des lignes
1-2 prend un temps O(k), la boucle pour des lignes 3—4 prend un temps O(n), la
boucle pour des lignes 67 prend un temps O (k) et la boucle pour des lignes 9-11
prend un temps O(n). Ainsi, le temps global est @(k + n). En pratique, on utilise gé-
néralement le tri par dénombrement quand k = O(n), auquel cas le temps d’exécution
est O(n).

Le tri par dénombrement améliore le minorant {)(rn 1g n) établi a la section 8.1 car
ce n’est pas un tri par comparaison. En fait, le code ne contient aucune comparaison
entre éléments de I’entrée. Le tri par dénombrement utilise a la place les valeurs
réelles des éléments pour indexer un tableau. Le minorant (3 (rnlgn) ne s’applique
plus quand on s’éloigne du modele de tri par comparaison.
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Le tri par dénombrement posséde une propriété intéressante, a savoir la stabilité :
les nombres égaux apparaissent dans le tableau de sortie avec I’ordre qu’ils avaient
dans le tableau d’entrée. Autrement dit, une égalité éventuelle entre deux nombres
est arbitrée par la reégle selon laquelle quand un nombre apparait en premier dans le
tableau d’entrée, il apparait aussi en premier dans le tableau de sortie. En principe, la
stabilité n’est importante que si 1’élément trié est accompagné de données satellites.
Mais la stabilité présente aussi un autre intérét : le tri par dénombrement sert souvent
de sous-routine au tri par base. Comme vous le verrez a la section suivante, la stabilité
du tri par dénombrement est un élément clé pour le bon fonctionnement du tri par
base.

Exercices

8.2.1 En s’inspirant de la figure 8.2, illustrer 1’action de TRI-DENOMBREMENT sur le ta-
bleau A = (6,0,2,0,1,3,4,6,1,3,2).

8.2.2 Démontrer que TRI-DENOMBREMENT est stable.

8.2.3 Supposez que ’on réécrive ainsi ’en-téte de la boucle pour de la ligne 9 de TRI-
DENOMBREMENT

9 pourj «— 1 alongueur(A]

Montrer que 1’algorithme fonctionne encore correctement. L’algorithme modifié est-il
stable ?

8.2.4 Décrire un algorithme qui, a partir de n entiers donnés appartenant a 1’intervalle O a
k, effectue un pré traitement apres lequel il est capable de répondre en temps O(1) a toute
question du genre : combien y a-t-il d’entiers parmi les n qui appartiennent a 1’intervalle
[a..D]. Le temps de pré traitement de votre algorithme devra étre O(n + k).

8.3 TRI PAR BASE

Le tri par base est I’algorithme utilisé par les trieuses de cartes perforées, qu’on ne
trouve plus aujourd’hui que dans les musées. Une carte contient 80 colonnes ; dans
chaque colonne, on peut faire une perforation a un emplacement choisi parmi 12. La
trieuse peut étre « programmée » mécaniquement pour examiner une colonne donnée
de chaque carte d’un paquet, et distribuer la carte dans un panier parmi 12, selon I’em-
placement de la perforation. Un opérateur peut ensuite rassembler les cartes panier
par panier, de maniere que les cartes perforées a la premiere position soient au-dessus
de celles perforées a la deuxieme position et ainsi de suite.

Pour les chiffres décimaux, on n’utilise que 10 positions par colonne. (Les deux
autres positions servent a encoder des caracteres non numériques.) Un nombre a ¢
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chiffres s’étale donc sur ¢ colonnes. Comme la trieuse de cartes ne peut examiner
qu’une seule colonne a la fois, le probléme consistant a trier n cartes en fonction d’un
numéro a c chiffres requiert un algorithme de tri.

Intuitivement, on pourrait penser a trier les nombres selon le chiffre le plus signifi-
catif , a trier récursivement chacun des paniers résultants, puis a combiner les paquets
dans I’ordre. Malheureusement, comme les cartes de 9 des 10 paniers doivent étre
mises de c6té pour que 1’on puisse trier chaque panier, cette procédure obligé a gérer
moult piles intermédiaires de cartes. (Voir exercice 8.3.5.)

Le tri par base résout ce probleme de maniere non intuitive, en commengant par
trier en fonction du chiffre le moins significatif . Les cartes sont ensuite toutes regrou-
pées, les cartes du panier O précédant celles du panier 1, qui elles-mémes précedent
celles du panier 2, etc. Le paquet tout entier est ensuite trié en fonction du deuxieme
chiffre le moins significatif, puis reconstitué d’une maniere similaire. Le traitement
continue jusqu’a ce que les cartes aient été triées sur I’ensemble des ¢ chiffres. Chose
remarquable, a ce stade les cartes sont alors complétement triées en fonction des nu-
méros a c chiffres. Il suffit donc de ¢ passes sur le paquet pour qu’il soit trié. La
figure 8.3 montre I’action du tri par base sur un « paquet » de sept nombres a 3
chiffres.

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 im- 457 - 839 im- 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839

Figure 8.3 Le fonctionnement du tri par base sur une liste de sept nombres de trois chiffres.
La colonne la plus a gauche est I’'entrée. Les autres colonnes montrent la liste aprés des tris suc-
cessifs, effectués en fonction des différents chiffres (pris dans I'ordre croissant de signification).
Les ombrages indiquent le chiffre sur lequel s’est fait le tri qui a produit la liste a partir de la
précédente.

Il est essentiel que les tris sur les chiffres soient stables dans cet algorithme. Le
tri effectué par une trieuse de cartes perforées est stable, mais 1I’opérateur doit faire
attention a ne pas modifier I’ordre des cartes quand il les sort d’un panier, bien que
toutes les cartes d’un panier aient le méme chiffre dans la colonne choisie.

Dans un ordinateur classique, qui est un machine séquentielle a acces aléatoire, le
tri par base sert parfois a trier des enregistrements de données dont la clé s’étale sur
plusieurs champs. Supposons, par exemple, que 1’on souhaite trier des dates selon
trois clés : année, mois et jour. On pourrait exécuter un algorithme de tri doté d’une
fonction de comparaison qui, étant données deux dates, compare les années. Si elles
concordent, il compare les mois ; si les mois concordent, il compare les jours. On peut
faire la méme chose en triant les données trois fois a 1’aide d’un tri stable : d’abord
selon le jour, puis selon le mois et enfin selon 1’année.
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Le code du tri par base ne cache aucune subtilité particuliere. La procédure sui-
vante suppose que chaque élément du tableau a n éléments A possede c chiffres, le
chiffre 1 étant le chiffre d’ordre inférieur et le chiffre ¢ étant le chiffre d’ordre supé-
rieur.

TRI-BASE(A, d)
1 pouri—lad
2 faire employer un tri stable pour trier tableau A selon chiffre i

Lemme 8.3 Eftant donnés n nombres de d chiffres dans lesquels chaque chiffre peut
prendre k valeurs possibles, TRI-BASE trie correctement ces nombres en un temps

O(d(n + k).

Démonstration : On établit la validité du tri par base en raisonnant par récurrence
sur la colonne en cours de tri (voir exercice 8.3.3). L’analyse du temps d’exécution
dépend du tri stable qui sert d’algorithme de tri intermédiaire. Quand chaque chiffre
est dans I’intervalle 0 a k— 1 (il peut donc prendre k valeurs possibles) et quand k n’est
pas trop grand, le tri par dénombrement est le choix évident. Chaque passe sur les n
nombres a ¢ chiffres prend alors un temps O(n + k). Comme il y a ¢ passes, le temps
total du tri par base est @(d(n + k)).

Quand d est constant et quand k = O(n), le tri par base s’exécute en temps linéaire. Plus
généralement, on dispose d’une certaine souplesse quant a la maniere de décomposer
chaque clé en chiffres. a

Lemme 8.4 Etant donnés n nombres de b bits et un entier positif r < b, TRI-BASE
trie correctement ces nombres en un temps O((b/r)(n +2")).

Démonstration : Pour une valeur r < b, on considere que chaque clé ad = [b/r]
chiffres de r bits chacun. Chaque chiffre est un entier appartenant a I’intervalle 0 a
2" — 1, de sorte que 1’on peut faire du tri par dénombrement en prenant k = 2" — 1.
(Par exemple, on peut considérer un mot de 32 bits comme ayant 4 chiffres de 8 bits,
de sorte que b =32, r=8,k=2"—1=255etd = b/r = 4.) Chaque passe du tri par
dénombrement prend un temps O(n + k) = O(n+2"); etil y a d passes, pour un temps
d’exécution total de O(d(n +2")) = O((b/r)(n +2")). a

Pour des valeurs données de n et b, on souhaite prendre la valeur de r, o ¥ < b,
qui minimise 1’expression (b/r)(n + 2"). Si b < |lgn], pour toute valeur de r < b,
on a (n+2") = O(n). Donc, en choisissant r = b, on obtient un temps d’exécution de
(b/b)(n+2b) = O(n), qui est asymptotiquement optimal. Si b > |lgn], en choisissant
r = |lgn], on obtient le temps optimal a un facteur constant pres, ce que 1’on peut
voir comme suit. Le choix r = |Ign] donne un temps d’exécution @(bn/ g n). Quand
on fait croitre r au-dessus de |lgn |, le terme 2" du numérateur augmente plus vite que
le terme r du dénominateur ; donc, en faisant croitre r au-dessus de |1g ], on obtient
un temps d’exécution M(bn/ Ign). Si, a la place, on faisait décroitre r au-dessous de
|lgn|, le terme b/r augmenterait et le terme n + 2" resterait a O(n).
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Le tri par base est-il préférable a un tri par comparaison comme le tri rapide ? Si
b = O(lgn), comme c’est souvent le cas et que I’on prenne r =~ Ign, alors le temps
d’exécution du tri par base est ®(n), ce qui semble meilleur que le temps d’exécution
moyen du tri rapide qui est @(n lgn). Les facteurs constants implicites de la notation
O sont cependant différents. Il se peut que le tri par base fasse moins de passes que
le tri rapide sur les n clés, mais chaque passe du tri par base risque de prendre un
temps nettement plus long. Le choix de I’algorithme dépendra des caractéristiques
des implémentations, de I’ordinateur utilisé (par exemple, le tri rapide utilise souvent
les caches matériels plus efficacement que le tri par base) et des données en entrée.
En outre, la version du tri par base qui emploie le tri par dénombrement comme tri
stable intermédiaire ne trie pas sur place, contrairement a ce que font nombre de
tri par comparaison en un temps ®(nlgn). Donc, quand la mémoire principale est
une ressource critique, on préférera peut-&tre prendre un algorithme de tri sur place
comme le tri rapide.

Exercices

8.3.1 En s’inspirant de la figure 8.3, illustrer ’action de TRI-BASE sur la liste de mots
suivants : BAC, RUE, ROC, MUR, SUD, COQ, DUC, RAT, SAC, MER, TOT, MOU, VER,
LAC, EST, BUT.

8.3.2 Parmi les algorithmes de tri suivants, quels sont ceux qui sont stables : tri par inser-
tion, tri par fusion, tri par tas et tri rapide ? Donner un schéma simple qui rende stable n’im-
porte quel algorithme de tri. Combien de temps et d’espace supplémentaires votre schéma
demande-t-il ?

8.3.3 Utiliser une récurrence pour prouver que le tri par base fonctionne. A quel endroit de
la démonstration a-t-on besoin de supposer que le tri intermédiaire est stable ?

8.3.4 Montrer comment trier n entiers de I’intervalle 0 4 n> — 1 en un temps O(zn).

8.3.5 x Dans le premier algorithme de tri de cartes donné dans cette section, combien de
passes faut-il exactement pour trier des nombres décimaux a c chiffres dans le cas le plus
défavorable ? Combien de piles de cartes devrait gérer un opérateur dans le cas le plus défa-
vorable ?

8.4 TRI PAR PAQUETS

Le tri par paquets s’exécute en temps linéaire quand I’entrée suit une distribution
uniforme. A Iinstar du tri par dénombrement, le tri par paquets est rapide car il fait
des hypothéses sur I’entrée. La ou le tri par dénombrement suppose que ’entrée se
compose d’entiers appartenant a un petit intervalle, le tri par paquets suppose que
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I'entrée a été générée par un processus aléatoire qui distribue les éléments de ma-
niere uniforme sur U'intervalle [0, 1). (Voir la section C.2 pour la définition d’une
distribution uniforme.)

L’idée sous-jacente au tri par paquets est la suivante : on divise I’intervalle [0, 1)
en n sous-intervalles de méme taille, ou paquets, puis on distribue les n nombres de
I’entrée dans les différents paquets. Comme les entrées sont distribuées de maniere
uniforme sur [0, 1), on n’escompte pas qu’un paquet contienne beaucoup de nombres.
Pour produire le résultat, on se contente de trier les nombres de chaque paquet, puis
de parcourir tous les paquets, dans I’ordre, en énumérant les éléments de chacun.

Notre code du tri par paquets suppose que 1’entrée est un tableau a n éléments A
et que chaque élément A[i] du tableau satisfait a 0 < A[i] < 1. Le code exige un
tableau auxiliaire B[0..n — 1] de listes chainées (paquets) et suppose qu’il existe un
mécanisme pour la gestion de ce genre de listes. (La section 10.2 explique comment
implémenter les opérations basiques de liste chainée.)

TRI-PAQUETS(A)
n < longueur[A]
pouri«— lan
faire insérer A[/] dans liste B[|nAl[i]]]
pouri«—Qan—1
faire trier liste B[i] via tri par insertion
6 concaténer les listes B[0], B[1],...,B[n — 1] dans I’ordre

DN AW~

La figure 8.4 illustre le fonctionnement du tri par paquets sur un tableau de 10
nombres.

A B

1 (.78 0|/

2 [17] [ e
3 [39] 2 | {21 F>{23] F—>{26]/]
4 |26] 3|

sl 4/

6lo4 5|/

7 [21] 6 | 4—>{68/]

8 |.12] 7| 72
923 8|/

10@ 92

(a) (b)

Figure 8.4 Fonctionnement de TRI-PAQUETS. (a) Le tableau en entrée A[1..10]. (b) Le ta-
bleau B[0..9] de listes (paquets) triées, apres la ligne 5 de I'algorithme. Le paquet i contient
des valeurs appartenant a I'intervalle semi-ouvert [i/10, (i+ 1)/10). Le tableau trié consiste en une
concaténation ordonnée des listes B[0],B[1],...,B[9].
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Pour vérifier que cet algorithme est correct, considérons deux éléments A[i]
et A[j]. On peut supposer, sans nuire a la généralité, que A[i] < A[j]. Comme
|nAl[i]] < [nA[jl], I’élément A[i] est placé soit dans le méme paquet que A[j], soit
dans un paquet d’indice inférieur. Si A[i] et A[j] sont placés dans le méme paquet,
alors la boucle pour des lignes 4-5 les place dans le bon ordre. Si A[i] et A[j] sont
placés dans des paquets différents, alors c’est la ligne 6 qui les range dans le bon
ordre. Par conséquent, le tri par paquets fonctionne correctement.

Pour analyser le temps d’exécution, observons que toutes les lignes sauf la ligne
5 prennent un temps O(n) dans le cas le plus défavorable. Reste a faire le bilan du
temps total consommé par les n appels au tri par insertion en ligne 5.

Pour analyser le coit des appels au tri par insertion, notons »; la variable aléatoire
qui désigne le nombre d’éléments placés dans le paquet B[i]. Comme le tri par inser-
tion tourne en temps quadratique (voir section 2.2), le temps d’exécution du tri par
paquets est

n—1
T(n)=0O@m)+ Y _0¢?).

i=0

Si I’on prend les espérances des deux cotés et que 1’on utilise la linéarité de 1’espé-
rance, on a

n—1
E[T(m)] = E|Om)+ Y 0m)
i=0
n—1
= Om)+ Z E [O(n?)] (d’apres la linéarité de 1’espérance)
i=0
n—1
= O+ Y O(E[n]]) (dapres’équation (C.21)) . (8.1)
=0
Nous affirmons que
E[nf]=2-1/n (8.2)
pouri=0,1,...,n— 1.1l n’y arien d’étonnant a ce que chaque paquet i ait la méme

valeur de E [1?], vu que chaque valeur du tableau d’entrée A a des chances égales de
tomber dans I’un quelconque des paquets. Pour prouver I’équation (8.2), on définit
des variables indicatrices

X;j = 1{A[j] va dans le paquet i}

pouri=0,1,...,n—1letj=1,2,...,n. Par conséquent,

n
n; = E Xij .
=1
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2 P , . X
Pour calculer E [n7], on développe le carré puis on regroupe les termes :

E[n}] = E(iX,J>2
= E ZZX,]Xlk

Lj=1 k=1

n
E ZX,.ZJ-+ Z Z XijXik
=1

1<<n 1<ksn
k#j

ZE [X5] + Z Z E [X;Xi] , (8.3)
j=1

1<j<n 1<k<n
k#j

La derniere ligne découle de la linéarité de 1’espérance. On évalue les deux sommes
séparément. La variable indicatrice X;; est égale a 1 avec la probabilité 1/n, et égale
a 0 sinon ; par conséquent

1 1
EX] = 1-+0. (1—;)
o
T

Quand k # j, les variables Xj; et X, sont indépendantes ; d’ou

E [X;iXi] E [X;] E [Xi]

1 1

non
1
n2

En substituant ces deux valeurs attendues dans 1’équation (8.3), on obtient

ZZZ

1<<n l<k<n
k#j

E [nz]

1 1
= n-—+n(n—1)-—2
n n

—1
= 14"
n
1
= 2——,
n

ce qui démontre 1’équation (8.2).



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Probléemes 171

En utilisant cette espérance dans I’équation (8.1), on en conclut que le temps at-
tendu du tri par paquet est O(n) + n-O2 — 1/n) = O(n). Ainsi, I’algorithme complet
du tri par paquet s’exécute en temps moyen linéaire.

Méme si I’entrée ne provient pas d’une distribution uniforme, le tri par paquet peut
encore éventuellement s’exécuter en temps linéaire. Du moment que I’entrée vérifie
la propriété selon laquelle la somme des carrés des tailles de paquet est une fonction
linéaire du nombre total d’éléments, I’équation (8.1) exprime que le tri par paquet
s’exécute en temps linéaire.

Exercices

8.4.1 En s’inspirant de la figure 8.4, illustrer I’action de TRI-PAQUETS sur le tableau
A=(.79, .13, .16, .64, .39, .20, .89, .53, .71, .42).

8.4.2 Quel est le temps d’exécution, dans le cas le plus défavorable, de 1’algorithme du
tri par paquet ? Quelle modification simple permettrait a 1’algorithme de garder son temps
d’exécution moyen linéaire, tout en obtenant un temps d’exécution O(nlgn) pour le cas le
plus défavorable ?

8.4.3 Soit X une variable aléatoire qui est égale au nombre de « pile » dans deux jets d’une
piece non truquée. Combien vaut E [X?] ? Et E? [X]?

8.4.4 x Soient n points a I'intérieur du disque unité, p; = (x;,y;), avec 0 < x? +y? < 1
pouri=1,2,...,n. On suppose que ces points sont distribués uniformément, c’est a dire que
la probabilité de trouver un point dans une région du disque est proportionnelle a la surface
de cette région. Concevoir un algorithme ayant un temps moyen O(n) qui puisse trier les n
points en fonction de leurs distances d; = \/x? + y? par rapport a I’ origine. (conseil : Prendre
les tailles des paquets dans TRI-PAQUETS de fagon qu’elles refletent la distribution uniforme
des points dans le disque unité.)

8.4.5 x Une fonction de distribution de probabilité P(x) d’une variable aléatoire X est dé-
finie par P(x) = Pr{X < x}. Soit une liste de n variables aléatoires X;, X5, . .., X, provenant
d’une fonction P de distribution de probabilité continue qui est calculable en temps O(1).
Montrer comment trier ces nombres en temps moyen linéaire.

PROBLEMES

8.1. Minorants pour le cas moyen d’un tri par comparaison

Dans ce probléeme, on va démontrer 1’existence d’un minorant {)(n 1g n) pour le temps
d’exécution moyen d’un tri par comparaison quelconque, déterministe ou randomisé,
portant sur n entrées distinctes. On commencera par examiner un tri par comparaison
déterministe A ayant un arbre de décision T4. On supposera que toutes les permuta-
tions des entrées de A sont équiprobables.
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a. On suppose que chaque feuille de T4 est étiquetée avec la probabilité qu’elle a
d’étre accessible a partir d’une entrée aléatoire donnée. Démontrer qu’il y a exac-
tement n! feuilles qui sont étiquetées 1/n! et que les autres sont étiquetées 0.

b. Soit D(T) la longueur de chemin extérieur d’un arbre 7, c’est a dire le cumul
des profondeurs de toutes les feuilles de 7. Soit T un arbre de décision a k > 1
feuilles, et soient LT et RT les sous-arbres gauche et droite de 7. Montrer que
D(T) = D(LT) + D(RT) + k.

¢. Soit d(k) la valeur minimale de D(T) pour I’ensemble des arbres de décision T
a k > 1 feuilles. Montrer que d(k) = minjg;ck—1 {d(i) + d(k — i) + k}. (conseil :
Considérer un arbre de décision T a k feuilles pour qui le minimum est atteint.
Soient iy le nombre de feuilles de LT et k — iy le nombre de feuilles de RT.)

d. Démontrer que, pour une valeur donnée de k > 1 et pour i appartenant a I’inter-
valle 1 < i < k— 1, 1afonction ilgi+ (k — i) lg(k — i) est minimisée en i = k/2.
En conclure que d(k) = Q(k1gk).

e. Démontrer que D(T4) = Q(n!lg(n!)) et en conclure que le temps attendu pour trier
n éléments est (nlgn).

A présent, considérons un tri par comparaison randomisé B. On peut étendre le mo-
dele de I’arbre de décision de fagon qu’il intégre la randomisation, en y incorporant
deux sortes de nceuds : des nceuds de comparaison ordinaires et des nceuds de « ran-
domisation ». Un nceud de randomisation représente un choix aléatoire de la forme
RANDOM(1, r) effectué par I’algorithme B; le nceud a r enfants, dont chacun a une
probabilité égale d’étre choisi lors d’une exécution de 1’algorithme.

J. Montrer que, pour un tri par comparaison randomisé B quelconque, il existe un tri
par comparaison déterministe A qui n’effectue pas plus de comparaisons que B en
moyenne.

8.2. Tri sur place en temps linéaire

Supposez que I’on ait un tableau de n enregistrements de données a trier et que la
clé de chaque enregistrement ait la valeur O ou 1. Un algorithme de tri pour un tel
ensemble d’enregistrements pourrait posséder un certain sous-ensemble des trois ca-
ractéristiques souhaitables que voici :

1) L’algorithme s’exécute en un temps O(n).

2) Lalgorithme est stable.

3) Lalgorithme trie sur place, ne consommant pas plus d’un volume constant d’es-
pace de stockage en plus du tableau original.

a. Donner un algorithme qui satisfasse aux critere 1 et 2.

b. Donner un algorithme qui satisfasse aux critere 1 et 3.

¢. Donner un algorithme qui satisfasse aux critere 2 et 3.
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d. L’un quelconque des algorithmes donnés dans les parties (a)—(c) peut-il servir a
trier n enregistrements dotés de clés de b bits a I’aide du tri par base en un temps
O(bn) ? Justifier la réponse.

e. Supposez que les n enregistrements aient des clés appartenant a ’intervalle 1 a k.
Montrer comment modifier le tri par dénombrement de facon que les enregistre-
ments soient triés sur place en temps O(n + k). Vous pouvez utiliser un stockage
O(k) extérieur au tableau donné en entrée. L’ algorithme est-il stable ? (Conseil :
Comment le feriez-vous pour k = 3 ?)

8.3. Tri d'éléments de longueur variable

a. Soit un tableau d’entiers dans lequel chaque entier peut avoir un nombre de
chiffres différent, sachant que le nombre total de chiffres pour fous les entiers du
tableau est n. Montrer comment trier le tableau en temps O(n).

b. Soit un tableau de chaines de caracteres dans lequel chaque chaine peut avoir un
nombre de caracteres différent, sachant que le nombre total de caractéres pour
I’ensemble des chaines est n. Montrer comment trier le tableau en temps O(n).
(Notez que I'ordre souhaité ici est I’ordre alphabétique standard, par exemple
a<ab<b)

8.4. Pots a eau

Vous avez n pots a eau de couleur rouge et n pots a eau de couleur bleue, tous de
formes et de tailles différentes. Tous les pots rouges ont des contenances différentes,
et c’est aussi le cas des pots bleus. En outre, pour chaque pot rouge, il existe un pot
bleu qui a la méme contenance, et vice versa.

Votre travail consiste a regrouper les pots par paires, chaque paire étant faite d’un
pot rouge et d’un pot bleu de méme contenance. Pour ce faire, vous pouvez procéder
ainsi : prendre une paire contenant un pot rouge et un pot bleu, remplir le pot rouge
d’eau, puis verser 1’eau dans le pot bleu. Cette opération vous dira si ¢’est le pot rouge
ou le pot bleu qui peut contenir le plus d’eau, ou bien s’ils ont la méme contenance.
Supposez qu’une telle comparaison prenne une unité de temps. Vous devez trouver un
algorithme qui fasse le minimum de comparaisons pour déterminer le regroupement
par paires. Vous ne pouvez pas comparer directement deux pots rouges, ni deux pots
bleus.

a. Décrire un algorithme déterministe qui utilise ®(n?) comparaisons pour regrouper
les pots par paires.

b. Prouver le minorant {)(n1g n) pour le nombre de comparaisons que doit effectuer
un algorithme résolvant ce probleme.

¢. Donner un algorithme randomisé dont le nombre attendu de comparaisons est
O(nlgn), et prouver la validité de cette borne. Quel est le nombre de comparaisons
que fait votre algorithme dans le cas le plus défavorable ?
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8.5. Tri par moyenne
Supposez que, au lieu de trier un tableau, on veuille seulement que les éléments
augmentent en moyenne. Plus précisément, on dit qu’un tableau a n éléments A est

k-trié si, pour touti=1,2,...,n—k,ona
St A 3k AU
k = k '

a. Qu’est-ce que cela signifie pour un tableau d’étre 1-trié ?

b. Donner une permutation des nombres 1,2, ..., 10 qui soit 2-triée, mais pas triée.

¢. Prouver qu’un tableau a n éléments est k-trié si et seulement si A[i] < A[i+k] pour
touti=1,2,...,n—k.

d. Donner un algorithme qui k-trie un tableau de n éléments en un temps O(n 1g(n/k)).

On peut aussi démontrer un minorant pour le temps requis par la production d’un
tableau k-trié, quand k est une constante.

e. Montrer qu’un tableau k-trié de longueur n peut étre trié en un temps O(nlgk).
(Conseil : Utiliser la solution de 1’exercice 6.5.8.)

J. Montrer que, quand k est une constante, il faut un temps (nlgn) pour k-trier un
tableau a n éléments. (Conseil : Utiliser la solution de la partie précédente, ainsi
que le minorant des tris par comparaison.)

8.6. Minorant pour fusion de listes triées

La fusion de deux listes triées est un probleme qui revient souvent. C’est une sous-
routine de TRI-FUSION et la procédure de fusion de deux listes triées est donnée en
tant que FUSION a la section 2.3.1. Dans ce probléme, on va montrer qu’il existe un
minorant 2n — 1 pour le nombre de comparaisons requis, dans le cas le plus défavo-
rable, par la fusion de deux listes triées ayant chacune n éléments.

On montrera d’abord un minorant de 2n — o(n) comparaisons, en utilisant un arbre
de décision.

a. Montrer que, étant donnés 2n nombres, il y a (2:) facons possibles de les diviser
en deux listes triées de n nombres chacune.

b. En employant un arbre de décision, montrer que tout algorithme qui fusionne cor-
rectement deux listes triées effectue au moins 2n — o(n) comparaisons.

On va maintenant exhiber une borne un peu plus fine de 2n — 1.

¢. Montrer que, si deux éléments sont consécutifs dans I’ordre trié et qu’ils pro-
viennent de listes opposées, alors ils sont forcément comparés.

d. Utiliser la réponse de la partie précédente pour exhiber un minorant de 2n — 1
comparaisons pour la fusion de deux listes triées.
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NOTES

Le modele d’arbre de décision pour I’étude des tris par comparaison a été introduit par Ford et
Johnson [94]. L’exposé tres complet Knuth sur le tri [185] présente de nombreuses variantes
du probleme du tri, dont le minorant théorique sur la complexité du tri donné ici. Des mino-
rants pour le tri basés sur des généralisations du modele d’arbre de décision ont été étudiés
de maniere exhaustive par Ben-Or [36].

Knuth attribue a H. H. Seward I’invention du tri par dénombrement en 1954, ainsi que
I’idée de combiner tri par dénombrement et tri par base. Le tri par base, dans lequel on
commence par le chiffre le moins significatif, semble étre un algorithme traditionnellement
utilisé par les opérateurs des trieuses mécaniques de cartes perforées. Selon Knuth, la pre-
miere référence publiée sur cette méthode est un document de 1929, ou L. J. Comrie décrit
des équipements pour cartes perforées. Le tri par paquet est utilisé depuis 1956, date ot I’idée
initiale fut proposée par E. J. Isaac et R. C. Singleton.

Munro et Raman [229] donnent un algorithme de tri stable qui fait o(n'*?) comparaisons
dans le cas le plus défavorable, ou 0 < & < 1 est une constante quelconque fixée a 1I’avance.
Les algorithmes de tri en temps O(nlg n) font moins de comparaisons, mais 1’algorithme de
Munro et Raman ne fait que O(n) transferts de données et il trie sur place.

Le probleme du tri de n entiers de b bits en temps o(nlgn) a été étudié par de nombreux
chercheurs. On a obtenu plusieurs résultats positifs, chacun d’eux faisant des hypotheéses un
peu différentes sur le modele de calcul et sur les restrictions imposées a 1’algorithme. Tous
les résultats supposent que la mémoire de 1’ordinateur est divisée en mots adressables de b
bits. Fredman et Willard [99] ont introduit la structure de données d’arbre de fusion, qu’ils
ont utilisée pour trier n entiers en temps O(nlgn/lglgn). Cette borne a été ultérieurement
améliorée en O(n\/Ign) par Andersson [16]. Ces algorithmes exigent I’emploi de la mul-
tiplication et de plusieurs constantes précalculées. Andersson, Hagerup, Nilsson et Raman
[17] ont montré comment trier n entiers en temps O(nlglgn) sans faire appel a la multipli-
cation, mais leur méthode exige de 1’espace de stockage qui peut étre non borné par rapport
a n. Via hachage multiplicatif, I’on peut diminuer I’espace en le faisant tomber a O(n), mais
la borne O(nlglgn) du cas le plus défavorable du temps d’exécution devient une borne de
temps moyen. En généralisant les arbres de recherche exponentiels de Andersson [16], Tho-
rup [297] a donné un algorithme de tri en temps O(n(lglgn)?) qui ne fait pas appel a la
multiplication, ni a la randomisation, et qui utilise de 1’espace linéaire. En combinant ces
techniques avec des idées nouvelles, Han [137] a amélioré la borne du tri, la faisant passer
a O(nlglgnlglglgn). Tous ces algorithmes sont des avancées théoriques majeures, mais ils
sont plutdt complexes et, pour I’instant, ils ne semblent pas pouvoir remplacer, en pratique,
les algorithmes de tri existants.
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Chapitre 9

Meédians et rangs

Le i-éme rang d’un ensemble de n éléments est le i-eme plus petit élément. Par
exemple, le minimum d’un ensemble d’éléments est I’élément de rang 1 (i = 1),
et le maximum est 1’élément de rang n (i = n). Un médian, de manicre informelle,
est le « point du milieu » de I’ensemble. Si n est impair, le médian est unique et a le
rang i = (n+ 1)/2. Si n est pair, il existe deux médians, derang i =n/2eti=n/2+1.
Donc, si I’on ne tient pas compte de la parité de n, les médians se trouvent aux rangs
i = |(n+1)/2] (médian inférieur) et i = [(n+1)/2] (médian supérieur). Toute-
fois, pour simplifier 1’écriture, pour nous le terme « médian » désignera le médian
inférieur.

Ce chapitre va traiter du probléme de la sélection du i-¢éme rang dans un ensemble
de n nombres distincts. Nous supposerons, par commodité, que I’ensemble contient
des nombres distincts, bien que presque tout ce que nous verrons puisse s’ appliquer
au cas ol un ensemble contient des doublons. Le probleme de la sélection peut étre
spécifié formellement de la facon suivante :

Entrée : Un ensemble A de n nombres (distincts) et un nombre i tel que 1 < i < n.

Sortie : L’élément x € A qui est plus grand que i — 1 (exactement) autres éléments
de A.

Le probléme de la sélection peut étre résolu en temps O(n 1g n) ; en effet, on peut trier
les nombres a 1’aide du tri par tas ou du tri par fusion, puis se contenter d’indexer le
i-eme élément du tableau de sortie. Il existe cependant des algorithmes plus rapides.

A la section 9.1, on examinera le probleéme de la sélection du minimum et du
maximum d’un ensemble d’éléments. Le probleme général de la sélection est plus
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intéressant, et il sera étudié dans les deux sections suivantes. La section 9.2 analyse
un algorithme pratique dont le temps d’exécution possede une borne O(n) dans le cas
moyen. La section 9.3 propose un algorithme d’intérét plus théorique dont le temps
d’exécution est O(n) dans le cas le plus défavorable.

9.1 MINIMUM ET MAXIMUM

Combien de comparaisons faut-il effectuer pour déterminer le minimum d’un en-
semble de n éléments ? On peut facilement obtenir un majorant de n — 1 comparai-
sons : on examine un par un chaque élément de I’ensemble et I’on mémorise le plus
petit élément provisoire. Dans la procédure suivante, on suppose que 1’ensemble est
le tableau A, avec longueur[A] = n.

MINIMUM(A)

1 min — A[1]

2 pour i« 2 alongueur[A]

3 faire si min > A[i]

4 alors min «— A[i]
5 retourner min

On peut, bien siir, trouver le maximum avec n — 1 comparaisons également.

Est-il possible de faire mieux ? Oui, car on peut obtenir un minorant de n — 1
comparaisons pour le probléme consistant a déterminer le minimum. On peut ima-
giner un algorithme qui détermine le minimum sous la forme d’un tournoi. Chaque
comparaison est un match, remporté par le plus petit élément de la paire concernée.
I faut bien comprendre ici que tout élément, hormis le vainqueur, perdra au moins
un match. Il faudra donc n — 1 comparaisons pour déterminer le minimum, et I’al-
gorithme MINIMUM est optimal pour ce qui concerne le nombre de comparaisons
effectuées.

a) Minimum et maximum simultanément

Dans certaines applications, on doit trouver en méme temps le minimum et le maxi-
mum d’un ensemble de n éléments. Par exemple, un programme graphique peut avoir
besoin de changer 1’échelle d’un ensemble de données (x, y) pour le faire tenir sur un
écran rectangulaire ou sur tout autre périphérique de sortie graphique. Pour cela, le
programme doit commencer par déterminer le minimum et le maximum de chaque
coordonnée.

Il n’est pas tres difficile de construire un algorithme capable de trouver a la fois le
minimum et le maximum de n éléments avec un nombre de comparaisons O(n), ce
qui est asymptotiquement optimal. 11 suffit de trouver indépendamment le minimum
et le maximum en utilisant n — 1 comparaisons pour chacun, ce qui donnera un total
de 2n — 2 comparaisons.
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En fait, il suffit de 3 |n/2| comparaisons au plus pour trouver 2 la fois le minimum
et le maximum. La stratégie consiste a mémoriser les éléments minimal et maximal
provisoires. Au lieu de traiter chaque élément de I’entrée en le comparant avec les
minimum et maximum courants, ce qui ferait deux comparaisons par élément, on
traite les éléments par paires. On commence par comparer entre eux les éléments de
chaque paire, puis I’on compare le plus petit des deux avec le minimum provisoire
et le plus grand des deux avec le maximum provisoire, ce qui ne fait plus que trois
comparaisons par paire d’éléments.

La définition des valeurs initiales des minimum et maximum provisoires varie se-
lon que n est pair ou non. Si n est impair, on prend comme minimum et maximum
la valeur du premier élément, puis on traite le reste des éléments par paires. Si n est
pair, on fait 1 comparaison sur les deux premiers éléments pour déterminer les va-
leurs initiales du minimum et du maximum, puis on traite le reste des éléments par
paires comme dans le cas n impair.

Analysons le nombre total de comparaisons. Si n est impair, alors on fait 3 |n/2|
comparaisons. Si n est pair, on fait 1 comparaison initiale, suivie de 3(n — 2)/2 com-
paraisons, pour un total de 3n/2 — 2. Donc, dans 1’un ou I’autre cas, le nombre total
de comparaisons est au plus de 3 [n/2].

Exercices

9.1.1 Montrer que le deuxieéme plus petit élément parmi n peut étre trouvé avec n+[lgn] —2
comparaisons dans le cas le plus défavorable. (Conseil : Trouver aussi le plus petit élément.)

9.1.2 x Montrer qu’il faut [3n/2] — 2 comparaisons, dans le cas le plus défavorable, pour
trouver a la fois le maximum et le minimum de n nombres. (Conseil : Compter combien il y
a de nombres qui sont potentiellement susceptibles d’étre le maximum ou le minimum, puis
étudier la facon dont une comparaison affecte ces quantités.)

9.2 SELECTION EN TEMPS MOYEN LINEAIRE

Le probleme général de la sélection s’avere plus complexe que le simple probleme
consistant a trouver un minimum bien que, étonnamment, le temps d’exécution
asymptotique soit identique : ®(n). Dans cette section, nous présenterons un
algorithme diviser-pour-régner pour le probleme de la sélection. L’algorithme
SELECTION-RANDOMISEE s’inspire de 1’algorithme de tri rapide du chapitre 7.
Comme pour le tri rapide, I’idée est de partitionner récursivement le tableau d’entrée.
Mais contrairement au tri rapide, qui traite récursivement les deux cotés de la parti-
tion, SELECTION-RANDOMISEE ne s’occupe que d’un seul coté. Cette différence se
reflete dans ’analyse : alors que le tri rapide posseéde un temps d’exécution attendu
O(nlgn), celui de SELECTION-RANDOMISEE est O(n).
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SELECTION-RANDOMISEE utilise la procédure PARTITION-RANDOMISEE de la
section 7.3. C’est donc, comme TRI-RAPIDE-RANDOMISE, un algorithme rando-
misé, puisque son comportement est déterminé en partie par le résultat d’un généra-
teur de nombres aléatoires. Le code suivant pour SELECTION-RANDOMISEE fournit
le i-eme plus petit élément du tableau A[p . . r].

SELECTION-RANDOMISEE(A, p, 1, i)

1 sip=r

2 alors retourner A[p]

3 g < PARTITION-RANDOMISEE(A, p, 1)

4 k—qg—p+1

5 sii=k > la valeur du pivot est la réponse

6 alors retourner A[q]

7 sinonsii <k

8 alors retourner SELECTION-RANDOMISEE(A, p,q — 1,1)
9 sinon retourner SELECTION-RANDOMISEE(A, g+ 1,r,i — k)

Apreés I’exécution de PARTITION-RANDOMISEE en ligne 3 de 1’algorithme, le
tableau A[p..r] est partitionné en deux sous-tableaux (éventuellement vides)
Alp..q — 1] et A[g + 1..r] tels que chaque élément de A[p ..q — 1] soit inférieur
ou égal a A[¢g] qui est, lui-mé&me, inférieur a chaque élément de A[g + 1 .. r]. Comme
dans le tri rapide, on dit de A[g] que c’est I’élément pivot. La ligne 4 de I’algorithme
calcule le nombre k£ d’éléments du sous-tableau A[p..q], c’est-a-dire le nombre
d’éléments de la partie inférieure de la partition, plus un pour le pivot. La ligne 5
teste ensuite si A[g] est le i-eme plus petit élément. Si tel est le cas, la procédure
retourne A[g]. Autrement, 1’algorithme détermine si le i-eéme plus petit élément se
trouve dans A[p..q — 1Joudans A[g+1..r]. Sii < k, c’est que 1’élément désiré se
trouve dans la région inférieure de la partition ; il est alors sélectionné récursivement
dans le sous-tableau (ligne 8). Si i > k, c’est que I’élément souhaité se trouve
dans la région supérieure de la partition. Comme on connait déja k valeurs qui sont
inférieures au i-eme plus petit élément de A[p . . r], & savoir les éléments de A[p . . g1,
I’élément souhaité est le (i — k)-eme plus petit élément de A[g+1 . . r], é]lément qui est
sélectionné récursivement en ligne 9. Le code semble autoriser les appels récursifs
a des sous-tableaux de 0 élément, mais 1’exercice 9.2.1 vous demandera de montrer
qu’un tel cas ne peut pas se produire.

Le temps d’exécution de SELECTION-RANDOMISEE, dans le cas le plus défavo-
rable, est ®(n?), méme pour trouver le minimum. En effet, si I’on a beaucoup de
malchance, il se peut que le partitionnement se fasse systématiquement autour du
plus grand élément restant, et le partitionnement prend un temps O(n). Cela dit, 1’al-
gorithme fonctionne bien dans le cas moyen; et comme il est randomisé, il n’y a
aucune entrée particuliere qui entraine systématiquement le cas le plus défavorable.

Le temps requis par SELECTION-RANDOMISEE sur un tableau A[p . . r] de n élé-
ments est une variable aléatoire que nous noterons 7'(n). Nous allons maintenant
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exhiber un majorant pour E [T(n)]. PARTITION-RANDOMISEE a des chances équi-
probables de retourner n’importe quel élément comme étant le pivot. Donc, pour tout
ktel que 1 < k < n, le sous-tableau A[p . . g] a k éléments (tous inférieurs ou égaux
au pivot) avec la probabilité 1/n. Pour k = 1,2, ..., n, on définit des variables indi-
catrices X par

X; = I{le sous-tableau A[p .. ¢] a exactement k éléments} ,

On a donc
EXd=1/n. 9.1

Quand on appelle SELECTION-RANDOMISEE et que I’on choisit A[¢g] comme pi-
vot, on ne sait pas a priori si I’on va avoir toute de suite la bonne réponse, ou sil’on va
devoir appeler récursivement la procédure sur le sous-tableau A[p . . ¢ — 1], ou encore
si on va devoir I’appeler récursivement sur le sous-tableau A[g+1 . . r]. Cette décision
dépend de I’endroit ol le i-eme plus petit élément se trouve par rapport a A[g]. Sil’on
suppose T'(n) monotone croissante, on peut borner le temps requis par 1’appel récursif
par le temps qu’exige 1’appel récursif sur la plus grande entrée possible. Autrement
dit, on suppose, pour obtenir un majorant, que le i-eme élément est toujours dans la
région de la partition qui contient le plus grand nombre d’éléments. Pour un appel
donné de SELECTION-RANDOMISEE, la variable indicatrice X; a la valeur 1 pour
une et une seule valeur de k, et elle vaut O pour tous les autres k. Quand X = 1, les
deux sous-tableaux sur lesquels on serait susceptible de faire de la récursivité ont des
tailles k — 1 et n — k. D’ou la récurrence suivante

T(n) < ZXk -(T(max(k — 1,n — k)) + O(n))
k=1

= Z(Xk-T(max(k —1,n=k)+0®m).
k=1

En prenant les espérances, on obtient
E[T(n)]

< E ZXkT(max(k —1,n—k) +0n)
k=1

n
> E[X;-T(max(k— 1,n—k)]+O0(m)  (daprés linéarité de I’espérance)
k=1

Z E[Xi] -E[T(max(k — 1,n — k))] + O(n) (d’apres équation (C.23))

k=1
n

Z %E [T(max(k — 1,n — k))] + O(n) (d’apres équation (9.1)) .
k=1
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Pour pouvoir appliquer 1’équation C.23, on s’appuie sur le fait que X; et
T(max(k — 1,n — k)) sont des variables aléatoires indépendantes. L’exercice 9.2.2
vous demandera de justifier cette assertion.

Considérons I’expression max(k — 1,n — k). Nous avons

k—1 sik>[n/2],

max(k—l,n—k>={ n—k sik<[n/2].

Si n est pair, chaque terme de 7([n/2]) a T(n— 1) apparait exactement deux fois dans
la sommation ; si n est impair, tous ces termes apparaissent deux fois et T(|n/2])
apparait une fois. On a donc

7 n—1
EIT(I < > EIT(0]+0) .
k=|n/2]

On va résoudre la récurrence par la méthode de substitution. Supposons que
T(n) < cn pour une certaine constante ¢ qui satisfait a la condition initiale de la
récurrence. On suppose que 7(n) = O(1) pour n inférieur a une certaine constante ;
on exhibera cette constante ultérieurement. On va aussi choisir une constant a telle
que la fonction décrite par le terme O(n) ci-dessus (qui décrit la composante non ré-
cursive du temps d’exécution de 1’algorithme) soit majorée par an pour tout n > 0.
En utilisant cette hypothese de récurrence, on obtient

n—1
2
EIT] < = ) ck+an
k=|n/2]
n—1 [n/2]—1

2c
= - Zk— Z k| +an
k=1 k=1
2 _ _
2 (=D (a2 =Dy,
n 2 2
< % (n—l)n_(n/2—2)(n/2—1) an
n 2 2
_ 2 nz—n_n2/4—3n/2+2 e an
T oon 2 2
2
= %(3%+——2>+an
= (Pl D) e
- 4 2 n
3cn ¢
< —+—-+an
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Pour terminer la démonstration, il faut montrer que, pour n suffisamment grand,
cette derniere expression est au plus égale a cn ou, ce qui revient au méme, que
cn/4 —c¢/2 —an > 0. Si I'on ajoute ¢/2 aux deux membres et que I’on met n en
facteur, on obtient n(c/4 —a) > ¢/2. Si nous choisissons la constante ¢ de telle fagon
que ¢/4 —a > 0, c’est-a-dire si ¢ > 4a, alors nous pouvons diviser les deux cotés
par ¢/4 — a, ce qui donne

c/2 2c
nz = .
c/d—a c—4a
Par conséquent, si I’on suppose que T(n) = O(1) pour n < 2c/(c — 4a), on a

T(n) = O(n). Nous en concluons que la sélection d’un rang quelconque, en particulier
le médian, prend en moyenne un temps linéaire.

Exercices

9.2.1 Montrer que, dans SELECTION-RANDOMISEE, il n’y a jamais d’appel récursif sur un
tableau de longueur 0.

9.2.2 Prouver que la variable indicatrice X; et la valeur T(max(k — 1,n — k)) sont indépen-
dantes.

9.2.3 Ecrire une version itérative de SELECTION-RANDOMISEE.

9.2.4 On utilise SELECTION-RANDOMISEE pour sélectionner 1’élément minimum du ta-
bleau A = (3,2,9,0,7, 5,4, 8,6, 1). Décrire une séquence de partitions qui produise les
performances du cas le plus défavorable pour SELECTION-RANDOMISEE.

9.3 SELECTION EN TEMPS LINEAIRE DANS LE CAS LE PLUS
DEFAVORABLE

Nous allons maintenant examiner un algorithme de sélection dont le temps d’exé-
cution est O(n) dans le cas le plus défavorable. A Ulinstar de SELECTION-
RANDOMISEE, I’algorithme SELECTION trouve 1’élément souhaité en partitionnant
récursivement le tableau d’entrée. Toutefois, I’idée sous-jacente a cet algorithme est
de garantir un bon découpage lorsque le tableau est partitionné. SELECTION uti-
lise I’algorithme de partitionnement déterministe PARTITION du tri rapide (voir sec-
tion 7.1), modifié de facon a prendre comme parametre d’entrée 1’élément autour
duquel se fait le partitionnement.

L’algorithme SELECTION détermine le i-éme plus petit €lément d’un tableau de
n > 1 éléments en exécutant les étapes suivantes. (Sin = 1, SELECTION se contente
de retourner 1’unique valeur d’entrée comme i-eme plus petit élément.)



184 9 « Médians et rangs

1) On divise les n éléments du tableau en |n/5] groupes de 5 éléments chacun, plus
éventuellement le groupe constitué des n mod 5 éléments restants.

2) On trouve le médian de chacun des [n/5] groupes en commengant par trier par
insertion les éléments du groupe (il y en a 5 au plus), puis en prenant le médian de
la liste triée des éléments du groupe.

3) On utilise SELECTION de facon récursive pour trouver le médian x des [n/5]
médians trouvés a 1’étape 2. (S’il y a un nombre pair de médians, de par notre
convention x sera le médian inférieur.)

4) On partitionne le tableau d’entrée autour du médian des médians x a 1’aide de la
version modifiée de PARTITION. Soit k le nombre d’éléments de la région infé-
rieure de la partition, augmenté de un ; ainsi, x est le k-eme plus petit élément et il
y an — k éléments dans la région haute de la partition.

5) Sii = k, alors on retourne x. Sinon, on utilise SELECTION récursivement pour trou-
ver le i-eme plus petit élément de la région inférieure si i < k, ou le (i — k)-€éme
plus petit élément de la région supérieure si i > k.

Figure 9.1 Analyse de I'algorithme SELECTION. Les n éléments sont représentés par de petits
cercles, et chaque groupe occupe une colonne. Les médians des groupes sont coloriés en blanc,
et le médian des médians a I'étiquette x. (Pour un nombre pair d'éléments, il s'agit du médian
inférieur). Les fleches partent des plus grands éléments vers les plus petits ; on peut voir ainsi que,
dans chaque groupe plein (5 éléments) situé a droite de x, il y a 3 éléments qui sont supérieurs a
x, et que, dans chaque groupe situé a gauche de x, il y a 3 éléments qui sont inférieurs a x. Les
éléments plus grands que x sont sur fond gris.

Pour analyser le temps d’exécution de SELECTION, commengons par minorer le
nombre d’éléments qui sont supérieurs a I’élément de partitionnement x. La figure 9.1
illustre le processus. La moitié au moins des médians trouvés a 1’étape 2 sont supé-
rieurs (V' au médian des médians x. Donc, la moitié au moins des [n/5] groupes
contiennent chacun 3 éléments supérieurs a x, exceptions faites du groupe contenant

(1) Comme nous avions supposé que les nombres étaient distincts, nous pouvons dire « supérieur a » et
« inférieur a » sans nous préoccuper d’éventuelles égalités.



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit

9.3 Sélection en temps linéaire dans le cas le plus défavorable 185

moins de 5 éléments (ce groupe n’existe que si 5 ne divise pas n) et du groupe formé
de x. Si I’on ne tient pas compte de ces deux groupes, il s’ensuit que le nombre d’élé-
ments supérieurs a x est au moins

() > e

De méme, le nombre d’éléments inférieurs a x est au moins 3n/10 — 6. Donc, dans le
cas le plus défavorable, SELECTION est appelé récursivement sur au plus 71/10 + 6
éléments a I’étape 5.

On peut a présent établir une récurrence pour le temps d’exécution 7'(n) de 1’algo-
rithme SELECTION dans le cas le plus défavorable. Les étapes 1, 2 et 4 s’exécutent
en un temps O(n). (L’étape 2 se compose de O(n) appels au tri par insertion sur
des ensembles de taille O(1).) L’étape 3 nécessite un temps 7([n/5]), et I’étape 5 un
temps au plus égal a T(7n/10+6), en supposant que T est monotone croissante. Nous
ferons I’hypothese, a priori gratuite, que toute entrée de moins de 140 éléments prend
un temps O(1); nous verrons bientdt d’ol sort cette constante 140. Nous obtenons
donc la récurrence

O(1) si n < 140,
T([n/5])+ T(Tn/10+6) + O(n) si n > 140.

Nous allons montrer, via substitution, que le temps d’exécution est linéaire. Plus pré-
cisément, nous allons montrer que 7(n) < cn pour une constante ¢ choisie suffisam-
ment grande et pour tout n > 0. Commengons par supposer que 7(n) < cn pour
une constante ¢ choisie suffisamment grande et pour tout n < 140 ; cette hypothese
est vraie des que c est suffisamment grande. Choisissons également une constante a
telle que la fonction décrite par le terme O(n) ci-dessus (qui décrit la composante non
récursive du temps d’exécution de 1’algorithme) soit majorée par an pour tout n > 0.
En substituant cette hypothese de récurrence dans le c6té droit de la récurrence, nous
obtenons

T(n) < {

T(n) < c[n/5]+c(In/10+6)+an
< en/5+c+7en/10+6¢ +an
= 9cn/10+ 7c+an
= cn+(—cn/10+7c+an),
qui est au plus égale a cn si
—cn/10+7c+an < 0. 9.2)

L’inégalité (9.2) est équivalente a I’inégalité ¢ > 10a(n/(n — 70)) quand n > 70.
Comme on suppose n > 140, on a n/(n — 70) < 2; donc, en prenant ¢ > 20a, on
satisfait a I’'inégalité (9.2). (Notez qu’il n’y a rien de spécial concernant la constante
140 ; on pourrait la remplacer par n’importe quel entier strictement supérieur a 70 et
choisir ensuite ¢ en conséquence.) Le temps d’exécution du cas le plus défavorable
de SELECTION est donc linéaire.
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Comme dans un tri par comparaison (voir section 8.1), SELECTION et
SELECTION-RANDOMISEE déterminent des informations sur 1’ordre relatif des é1é-
ments a 1’aide uniquement de comparaisons entre les éléments. Rappelez-vous (cha-
pitre 8) que le tri exige un temps ()(nlgn) dans le modele de comparaison, méme
pour le cas moyen (voir probleme 8.1). Les algorithmes de tri en temps linéaire vus
au chapitre 8 font des hypothéses sur I’entrée. En comparaison, les algorithmes de
sélection en temps linéaire vus dans ce chapitre n’exigent pas que I’on fasse des
hypothéses sur ’entrée. Ils ne sont pas concernés par le minorant (n1gn), car ils
arrivent a sélectionner sans faire de tri.

Ainsi, le temps d’exécution est linéaire parce que ces algorithmes ne trient pas;
ce comportement temporel linéaire ne résulte pas d’hypotheses faites sur I’entrée,
comme c’était le cas avec les algorithmes de tri du chapitre 8. Le tri exige un temps
QO(nlgn) dans le modele du tri par comparaison, et ce méme pour le cas moyen. Par
conséquent, la méthode de sélection basée sur le tri et I’indexation, signalée en début
de chapitre, est asymptotiquement inefficace.

Exercices

9.3.1 Dans I’algorithme SELECTION, les éléments sont répartis par groupes de 5. L’algo-
rithme fonctionnera-t-il en temps linéaire s’ils sont répartis par groupes de 7 ? Montrer que
SELECTION ne s’exécutera pas en temps linéaire si 1’on utilise des groupes de 3 ?

9.3.2 Analyser SELECTION pour montrer que, si n > 140, alors [n/4] éléments au moins
sont supérieurs au médian des médians x et [n/4] éléments au moins sont inférieurs A x.

9.3.3 Montrer comment améliorer le tri rapide en le faisant s’exécuter en O(n1gn) dans le
cas le plus défavorable.

9.3.4 x On suppose qu’un algorithme utilise uniquement des comparaisons pour trouver le
i-eme plus petit élément d’un ensemble a n éléments. Montrer qu’il peut également trouver
les i — 1 plus petits éléments et les n — i plus grands éléments sans effectuer de comparaison
supplémentaire.

9.3.5 Supposez que vous disposiez d’une sous-routine du genre « boite noire » pour le calcul
en temps linéaire du médian dans le cas le plus défavorable. Donner un algorithme simple a
temps linéaire qui résolve le probleme de la sélection pour un rang arbitraire.

9.3.6 Le k-ieme quantile d’un ensemble a n éléments est ’ensemble des k — 1 rangs qui
divisent I’ensemble trié en k sous-ensembles de taille égale (et supérieure a 1). Donner un
algorithme en O(n lg k) pour énumérer le k-ieme quantile d’un ensemble.

9.3.7 Décrire un algorithme en O(n) qui, étant donnés un ensemble S de » nombres distincts
et un entier positif k < n, détermine les k nombres de S qui sont les plus proches du médian
de S.
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9.3.8 Soient X[1..n] et Y[1..n] deux tableaux, chacun contenant n nombres déja triés.
Donner un algorithme en O(lgn) pour trouver le médian des 2n éléments présents dans les
tableaux X et Y.

Figure 9.2 On veut trouver, pour I'oléoduc Est-Ouest, un emplacement qui minimise la longueur
totale des raccordements Nord-Sud.

9.3.9 L’inspecteur Derrick est consultant pour une compagnie pétroliere, qui projette de
construire un grand oléoduc d’Est en Ouest a travers un champ pétrolier de n puits. Chaque
puit devra étre relié a I’oléoduc principal par un chemin minimal (Nord ou Sud), comme
le montre la figure 9.2. Connaissant les coordonnées x et y des puits, comment I’inspecteur
trouvera-t-il I’emplacement optimal (celui qui minimisera la longueur totale des raccorde-
ments aux puits) de 1’oléoduc principal ? Montrer que cet emplacement peut &tre déterminé
en temps linéaire.

PROBLEMES

9.1. Les i plus grands nombres en ordre trié

Etant donné un ensemble de n nombres, on souhaite trouver les i plus grands dans
I’ordre trié, a 1’aide d’un algorithme a base de comparaisons. Trouver 1’algorithme
qui implémente chacune des méthodes suivantes avec le meilleur temps d’exécution
asymptotique pour le cas le plus défavorable, et analyser les temps d’exécution de
algorithmes en fonction de 7 et i.
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a. Trier les nombres, puis énumérer les i plus grands.

b. Construire une file de priorités max a partir des nombres donnés, puis appeler
EXTRAIRE-MAX i fois.

¢. Utiliser un algorithme de sélection pour trouver le ieme plus grand nombre, parti-
tionner autour de ce nombre, puis trier les i plus grands nombres.

9.2. Médian pondéré

Pour n éléments distincts x, x2, . . . , X, avec des poids positifs py, po, ..., p, tels que
Yoy pi = 1, le médian pondéré (inférieur) est I’élément x; satisfaisant a

Zpi<%

Xi <Xk
et
1
§ Di < 5"
Xi >Xk
a. Démontrer que le médian de x,xy, ..., x, est le médian pondéré des x; affectés

des poids p; = 1/npouri=1,2,... n.

b. Montrer comment calculer le médian pondéré de n éléments en temps O(nlgn)
dans le cas le plus défavorable, en utilisant un tri.

¢. Montrer comment calculer le médian pondéré en temps ®(n) dans le cas le plus
défavorable, a I’aide d’un algorithme a temps linéaire de recherche du médian, tel
le SELECTION de la section 9.3.

Le probleme de I’emplacement du bureau de poste est défini comme suit. Soient
n points cy,ca,...,c, et leurs poids associés pi,po,...,p,. On souhaite trouver
un point ¢ (pas nécessairement parmi les points d’entrée) qui minimise la somme
Z?:l pid(c,c;), ou d(a, b) est la distance entre les points a et b.

d. Démontrer que le médian pondéré est une solution optimale pour le probleme de
I’emplacement du bureau de poste a 1 dimension, dans lequel les points sont sim-
plement des nombres réels et la distance entre les points a et b est d(a, b) = |a — b|.

e. Trouver la solution optimale pour le probléeme de I’emplacement du bureau de
poste a 2 dimensions, dans lequel les points sont des paires (x, y) de coordonnées
et la distance entre les points a = (x1,y;) et b = (x2,y) est la distance de Man-
hattan : d(a,b) = |x; — x2| + [y1 — 2|

9.3. Petits rangs

On a vu que le nombre 7(n) de comparaisons faites par SELECTION, dans le cas
le plus défavorable, pour sélectionner le i-eme rang parmi n nombres satisfaisait a
T(n) = O(n); mais la constante implicite a la notation ® est plut6t grande. Quand
i est petit par rapport a n, on peut implémenter une procédure différente qui utilise
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SELECTION comme sous-programme mais qui effectue moins de comparaisons dans
le cas le plus défavorable.

a. Décrire un algorithme qui utilise U;(n) comparaisons pour trouver le i-eme plus
petit élément parmi les n, ou
U,-(n):{ T(n) . s% i>n/2,
|n/2] + Ui([n/2])+ T(2i) sinon .
(Conseil : Commencer par faire |n/2| comparaisons deux a deux disjointes, puis
continuer récursivement sur I’ensemble contenant le plus petit élément de chaque
paire.)
b. Montrer que, si i < n/2, alors U;(n) = n + O(T(2i) lg(n/i)).
Montrer que, si i est une constante inférieure a n/2, alors U;(n) = n + O(lg n).
d. Montrer que, si i = n/k pour k > 2, alors U;(n) = n+ O(T(2n/k)1gk).

o

NOTES

L’algorithme en temps linéaire de recherche du médian dans le cas le plus défavorable a été
inventé par Blum, Floyd, Pratt, Rivest et Tarjan [43]. La version en temps moyen rapide est
due a Hoare [146]. Floyd et Rivest [92] ont développé une version améliorée du temps moyen
qui partitionne autour d’un élément sélectionné récursivement dans un petit échantillon d’élé-
ments.

On ne sait pas encore exactement combien il faut de comparaisons pour déterminer le
médian. Un minorant de 2n comparaisons pour la recherche du médian a été exhibé par Bent
et John [38]. Un majorant de 3n a été donné par Schonhage, Paterson et Pippenger [265]. Dor
et Zwick[79] ont amélioré ces deux bornes ; leur majorant est 1égerement inférieur a 2, 95n
et leur minorant est 1égerement supérieur a 2n. Paterson [239] décrit ces résultats, ainsi que
d’autres travaux afférents.
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PARTIE 3

STRUCTURES DE DONNEES

La notion d’ensemble est aussi fondamentale pour I’informatique que pour les mathé-
matiques. Alors que les ensembles mathématiques sont stables, ceux manipulés par
les algorithmes peuvent croitre, diminuer, ou subir d’autres modifications au cours du
temps. On dit de ces ensembles qu’ils sont dynamiques. Les cinq prochains chapitres
présentent quelques techniques élémentaires permettant de représenter des ensembles
dynamiques finis et de les manipuler sur un ordinateur.

Les types d’opération a effectuer sur les ensembles peuvent varier d’un algorithme
a autre. Par exemple, de nombreux algorithmes se contentent d’insérer, de suppri-
mer ou de tester I’appartenance. Un ensemble dynamique qui reconnait ces opéra-
tions est appelé dictionnaire. D’ autres algorithmes nécessitent des opérations plus
complexes. Par exemple, les files de priorités min, présentées au chapitre 6 dans le
contexte de la structure de données tas, permettent de faire des opérations d’insertion
et d’extraction du plus petit élément d’un ensemble. La meilleure fagon d’implémen-
ter un ensemble dynamique dépend des opérations qu’il devra reconnaitre.

a) Eléments d’un ensemble dynamique

Dans une implémentation classique d’un ensemble dynamique, chaque élément est
représenté par un objet dont les champs peuvent étre examinés et manipulés a 1’aide
d’un pointeur vers ’objet. (La section 10.3 étudie I'implémentation des objets et
des pointeurs dans les environnements de programmation qui ne les proposent pas
comme types de données de base.) Certains types d’ensembles dynamiques supposent
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que I'un des champs de 1’objet contient une clé servant d’identifiant. Si les clés sont
toutes différentes, on peut considérer 1’ensemble dynamique comme un ensemble
de valeurs de clés. L’ objet peut contenir des données satellites, rangées dans d’autres
champs de I’objet mais n’intervenant pas dans I’implémentation de 1’ensemble. L’ ob-
jet peut aussi avoir des champs qui sont manipulés par des opérations ensemblistes ;
ces champs peuvent contenir des données ou des pointeurs vers d’autres objets de
I’ensemble.

Certains ensembles dynamiques présupposent que les clés sont construites a partir
d’un ensemble totalement ordonné, comme celui des nombres réels, ou celui de tous
les mots classés dans I’ ordre alphabétique habituel. (Un ensemble totalement ordonné
vérifie la propriété de « trichotomie », définie a la page 47.) Un ordre total permet
de définir le plus petit élément d’un ensemble, par exemple, ou bien de parler du
prochain élément qui est plus grand qu’un élément donné de 1’ensemble.

b) Opérations sur les ensembles dynamiques

Les opérations sur un ensemble dynamique peuvent étre regroupées en deux catégo-
ries : les requétes qui se contentent de retourner des informations concernant I’en-
semble, et les opérations de modification qui modifient ’ensemble. Voici une liste
des opérations classiques. L’implémentation d’une application particuliere ne fera
appel en général qu’a une petite partie de ces opérations.

RECHERCHER(S, k) : Une requéte qui, étant donnés un ensemble S et une valeur de
clé k, retourne un pointeur x sur un élément de S tel que clé[x] = k, ou NIL si
I’élément en question n’appartient pas a S.

INSERTION(S, x) : Une opération de modification qui ajoute a I’ensemble S 1’élément
pointé par x. On suppose en général que tous les champs de 1’é1ément x requis par
la définition de I’ensemble ont déja été initialisés.

SUPPRESSION(S, x) : Une opération de modification qui, étant donné un pointeur x
vers un élément de I’ensemble S, élimine x de S. (Remarquez que cette opération
utilise un pointeur vers un élément x, et non une valeur de clé.)

MINIMUM(S) : Une requéte sur un ensemble S totalement ordonné qui retourne 1’é1é-
ment de S ayant la plus petite clé.

MAXIMUM(S) : Une requéte sur un ensemble S totalement ordonné qui retourne
I’élément de S ayant la plus grande clé.

SUCCESSEUR(S, x) : Un requéte qui, étant donné un élément x dont la clé appartient
a un ensemble S totalement ordonné, retourne le prochain élément de S qui est
plus grand que x, ou NIL si x est I’élément maximal.

PREDECESSEUR(S, x) : Une requéte qui, étant donné un élément x dont la clé appar-
tient 2 un ensemble S totalement ordonné, retourne le prochain élément de S qui
est plus petit que x, ou NIL si x est I’élément minimal.
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Les requétes SUCCESSEUR et PREDECESSEUR sont souvent étendues a des en-
sembles ayant des clés non-distinctes. Pour un ensemble a n clés, I’hypothese habi-
tuelle est qu’un appel a MINIMUM suivi de n — 1 appels 8 SUCCESSEUR énumere les
éléments de I’ensemble dans I’ordre trié.

Le temps nécessaire a 1I’exécution d’une opération d’ensemble se mesure générale-
ment en fonction de la taille de I’ensemble passé en argument a 1I’opération. Ainsi,
le chapitre 13 décrit une structure de données avec laquelle toutes les opérations
susmentionnées se font en O(lg n) sur un ensemble de taille n.

¢) Apercu de la partie 3

Les chapitres 10-14 présenteront plusieurs structures de données qu’on peut utiliser
pour implémenter des ensembles dynamiques ; nombre d’entre elles seront utilisées
plus tard pour construire des algorithmes efficaces pour de nombreux problémes. Une
autre structure de données importante, le tas, a déja été présentée au chapitre 6.

Le chapitre 10 présentera les manipulations essentielles portant sur des structures
de données simples comme les piles, les files, les listes chainées et les arbres enra-
cinés. Il montre également comment implémenter objets et pointeurs dans les envi-
ronnements de programmation qui ne les proposent pas comme structures de base.
Un bonne partie de ces notions sont certainement familieres a ceux qui ont suivi des
cours de programmation.

Le chapitre 11 présentera les tables de hachage, qui reconnaissent les opérations
de dictionnaire INSERTION, SUPPRESSION et RECHERCHER. Dans le pire des cas,
le hachage requiert un temps en ®(n) pour effectuer une opération RECHERCHER,
mais le temps attendu pour les opérations de table de hachage est O(1). L’analyse
du hachage fait appel aux probabilités, mais la majeure partie du chapitre ne requiert
aucune connaissance préalable sur le sujet.

Le chapitre 12 présentera les arbres de recherche binaires qui reconnaissent toutes
les opérations d’ensemble dynamique susmentionnées. Dans le pire des cas, chaque
opération prend un temps ®(n) pour un arbre a n éléments ; mais sur un arbre construit
aléatoirement, le temps attendu pour chaque opération est O(Ign). Les arbres de re-
cherche binaires servent de base a de nombreuses autres structures de données.

Le chapitre 13 introduira les arbres rouge-noir, variante des arbres de recherche
binaires. Contrairement aux arbres de recherche binaires ordinaires, le bon compor-
tement des arbres rouge-noir est garanti : les opérations prennent un temps O(Ig n)
dans le pire des cas. Un arbre rouge-noir est un arbre de recherche équilibré ; le cha-
pitre 18 présente un autre type d’arbres de recherche équilibrés, appelés B-arbres.
Bien que les arbres rouge-noir soient quelque peu complexes, on pourra se contenter
de glaner leurs propriétés fondamentales sans étre obligé d’étudier le détail de leurs
mécanismes. Par ailleurs, un survol du pseudo code pourra se révéler tres instructif.
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Le chapitre 14 montrera comment étendre les arbres rouge-noir pour leur ajouter
d’autres opérations que les opérations de base précédemment énumérées. Nous ver-
rons d’abord comment gérer dynamiquement les rangs sur un ensemble de clés ; nous
verrons ensuite comment gérer des intervalles de nombres réels.
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Chapitre 10

Structures de données élementaires

Dans ce chapitre, nous étudierons la représentation d’ensembles dynamiques a 1’aide
de structures de données simples utilisant des pointeurs. Bien qu’il soit possible de
construire nombre de structures de données complexes grice aux pointeurs, nous ne
présenterons ici que les plus simples : piles, files, listes chainées et arbres enracinés.
Nous étudierons également une méthode permettant de construire des objets et des
pointeurs a partir de tableaux.

10.1 PILES ET FILES

Les piles et les files sont des ensembles dynamiques pour lesquels I’élément a sup-
primer via I’opération SUPPRIMER est défini par la nature intrinseéque de I’ensemble.
Dans une pile, 1’élément supprimé est le dernier inséré : la pile met en ceuvre le prin-
cipe dernier entré, premier sorti, ou LIFO (Last-In, First-Out). De mé&€me, dans une
file, I’élément supprimé est toujours le plus ancien ; la file met en ceuvre le principe
premier entré, premier sorti, ou FIFO (First-In, First-Out). Il existe plusieurs ma-
nicres efficaces d’implémenter des piles et des files dans un ordinateur. Dans cette
section, nous allons montrer comment les implémenter & I’aide d’un tableau simple.

a) Piles

L’opération INSERER dans une pile est souvent appelée EMPILER et 1’opération SUP-
PRIMER, qui ne prend pas d’élément pour argument, est souvent appelée DEPILER.
Ces noms font allusion aux piles rencontrées dans la vie de tous les jours, comme les
piles d’assiettes automatiques en usage dans les cafétérias. L’ ordre dans lequel les as-
siettes sont dépilées est I’inverse de celui dans lequel elles ont été empilées, puisque
seule I’assiette supérieure est accessible.
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Comme on le voit a la figure 10.1, il est possible d’implémenter une pile d’au
plus n éléments avec un tableau P[1..n]. Le tableau poss¢de un attribut sommet[P]
qui indexe I’élément le plus récemment inséré. La pile est constituée des éléments
P[1..sommet[P]], ou P[1] est I’élément situé a la base de la pile et P[sommet[P]] est
I’élément situé au sommet.

Quand sommet[P] = 0, la pile ne contient aucun élément ; elle est vide. On peut
tester si la pile est vide a I’aide de I’opération de requéte PILE-VIDE. Si I’on tente de
dépiler une pile vide, on dit qu’elle déborde négativement, ce qui est en général une
erreur. Si sommet[P] dépasse n, on dit que la pile déborde. (Dans notre pseudo code,
on ne se préoccupera pas d’un débordement éventuel de la pile.)

1 2 3 4 5 6 17 1 2 3 4 5 6 17 1 2 3 4 5 6 7
plis]e 2|9 ] plis|e|2]9]17[3 ] pl1s]6]2]9]17]3]
A } }
sommet [P] = 4 sommet [P] =6 sommet [P] = 5
(@) (b) (©

Figure 10.1 Implémentation via un tableau d'une pile P. Les éléments de la pile apparaissent
uniguement aux positions en gris clair. (a) La pile P contient 4 éléments. L'élément sommet est 9.
(b) L'état de la pile P apres les appels EMPILER(P, 17) et EMPILER(P, 3). (c) L'état de la pile P
aprés que I"appel DEPILER(P) a retourné 3, qui est |I'élément le plus récemment empilé. Bien que
I’élément 3 apparaisse encore dans le tableau, il n’est plus dans la pile ; le sommet est occupé par
I’élément 17.

On peut implémenter chaque opération de pile avec quelques lignes de code.

PILE-VIDE(P)

1 sisommet[P] =0

2 alors retourner VRAI
3 sinon retourner FAUX

EMPILER(P, x)

1 sommet[P] < sommet[P] + 1
2  Plsommet[P]] +— x

DEPILER(P)

1 si PILE-VIDE(P)

2 alors erreur « débordement négatif »
3 sinon sommet[P] < sommet[P] — 1

4 retourner P[sommet[P] + 1]
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La figure 10.1 montre 1’effet des opérations de modification EMPILER et DEPILER.
Chacune des trois opérations de pile consomme un temps O(1).

b) Files

On appelle ENFILER 1’opération INSERER sur une file et on appelle DEFILER 1’opé-
ration SUPPRIMER ; & I'instar de 1’opération de pile DEPILER, DEFILER ne prend
pas d’argument. La propriété FIFO d’une file la fait agir comme une file a un guichet
d’inscription. La file comporte une féte et une queue. Lorsqu’un élément est enfilé,
il prend place a la queue de la file, comme 1’étudiant nouvellement arrivé prend sa
place a la fin de la file d’inscription. L’ élément défilé est toujours le premier en téte
de la file, de méme que 1’étudiant qui est servi au guichet est celui qui a attendu le
plus longtemps dans la file. (Heureusement, nous n’avons pas ici a prendre en compte
les éléments qui resquillent).

La figure 10.2 montre une maniere d’implémenter une file d’au plus n — 1 élé-
ments a 1’aide d’un tableau F[1..n]. La file comporte un attribut téte[F] qui in-
dexe, ou pointe vers, sa téte. L attribut queue[F] indexe le prochain emplacement
ou sera inséré un élément nouveau. Les éléments de la file se trouvent aux empla-
cements téte[F], téte[F]+1, ..., queue[F] — 1, aprés quoi I’on « boucle » : 'em-
placement 1 suit immédiatement I’emplacement n dans un ordre circulaire. Quand
téte[F] = queue[F1], la file est vide. Au départ, on a téte[F] = queue[F] = 1. Quand la
file est vide, tenter de défiler un élément provoque un débordement négatif de la file.
Quand téte[F] = queue[F] + 1, 1a file est pleine ; tenter d’enfiler un élément provoque
alors un débordement.

Dans nos procédures ENFILER et DEFILER, le test d’erreur pour les débordements
a été omis. (Lexercice 10.1.4 vous demande un code capable de tester les deux causes
d’erreurs.)

ENFILER(F, x)

1 FlqueuelF]] + x
2 siqueue|F] = longueur|[F]

3 alors queue[F] — 1
4 sinon queue[F| «— queue[F] + 1
DEFILER(F)

1 x « F[téte|F]]

2 sitéte[F] = longueur[F)

3 alors téte[F] — 1

4 sinon éte[F] « téte[F] + 1
5 retourner x

La figure 10.2 montre I’effet des opérations ENFILER et DEFILER. Chaque opération
s’effectue en O(1).
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1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
@ [ 15[ 6 [o [ s [+ [
! !

téte [F1=7 queue [F]=12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o £ [3]5 [E1s[6]o]8[4]v7]

} !

queue [F]1=3 téte [F]1=17

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

© ¢ [5]> NI o [5]s] 17
! !
queue [F]1=3 téte [F]1=8

Figure 10.2 Une file implémentée a I'aide d'un tableau F[1..12]. Les éléments de la file ap-
paraissent uniqguement aux positions en gris clair. (a) La file contient 5 éléments, aux emplace-
ments F[7..11]. (b) La configuration de la file apres les appels ENFILER(F, 17), ENFILER(F, 3) et
ENFILER(F, 5). (c) La configuration de la file aprés I'appel DEFILER(F) qui retourne la valeur de
clé 15 précédemment en téte de file. La nouvelle téte a la clé 6.

Exercices

10.1.1 En s’inspirant de la figure 10.1, illustrer le résultat de chacune des opérations EMPI-
LER(P, 4), EMPILER(P, 1), EMPILER(P, 3), DEPILER(P), EMPILER(P, 8) et DEPILER(P) sur
une pile P, initialement vide, stockée dans le tableau P[1 .. 6].

10.1.2 Expliquer comment implémenter deux piles dans un seul tableau A[1l..n] de telle
maniere qu’aucune pile ne déborde a moins que le nombre total d’éléments dans les deux
piles vaille n. Les opérations EMPILER et DEPILER devront s’exécuter dans un temps O(1).

10.1.3 En s’inspirant de la figure 10.2, illustrer le résultat de chacune des opérations ENFI-
LER(F,4), ENFILER(F, 1), ENFILER(F, 3), DEFILER(F), ENFILER(F, 8) et DEFILER(F) sur
une file F, initialement vide, stockée dans le tableau F[1..6].

10.1.4 Réécrire ENFILER et DEFILER pour détecter les débordements (normaux et négatifs)
de file.

10.1.5 Alors qu’une pile n’autorise I’insertion et la suppression des éléments qu’a une seule
extrémité et qu'une file autorise I’insertion a une extrémité et la suppression a 1’autre ex-
trémité, une file a double entrée autorise 1’insertion et la suppression a chaque bout. Ecrire
quatre procédures en O(1) pour insérer et supprimer des éléments de chaque c6té d’une file a
double entrée construite a partir d’un tableau.

10.1.6 Montrer comment implémenter une file a I’aide de deux piles. Analyser le temps
d’exécution des opérations de file.
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10.1.7 Montrer comment implémenter une pile a I’aide de deux files. Analyser le temps
d’exécution des opérations de pile.

10.2 LISTES CHAINEES

Une liste chainée est une structure de données dans laquelle les objets sont arran-
gés linéairement. Toutefois, contrairement au tableau, pour lequel I’ordre linéaire est
déterminé par les indices, I’ordre d’une liste chainée est déterminé par un pointeur
dans chaque objet. Les listes chainées fournissent une représentation simple et souple
pour les ensembles dynamiques, supportant (pas toujours tres efficacement) toutes les
opérations énumérées a la page 192.

Comme le montre la figure 10.3, chaque élément d’une liste doublement chainée L
est un objet comportant un champ clé et deux autres champs pointeurs : succ et préd.
L’ objet peut aussi contenir d’autres données satellites. Etant donné un élément x de
la liste, succ[x] pointe sur son successeur dans la liste chainée et préd[x] pointe sur
son prédécesseur. Si préd[x] = NIL, I’élément x n’a pas de prédécesseur et est donc
le premier élément, aussi appelé téte de liste. Si succ[x] = NIL, I’élément x n’a pas
de successeur et est donc le dernier élément, aussi appelé queue de liste. Un attribut
téte[ L) pointe sur le premier élément de la liste. Si téte[L] = NIL, la liste est vide.

préd clé  succ

N
@ rere (L ——{Z] 9] T o] T [4] G—L [1]/]

o e 1 — BB C TR —C LT

L

@ rere () ——{Z25] L [o | F— o] G [1]/]

Figure 10.3 (a) Une liste doublement chainée L représentant I'ensemble dynamique {1,4,9,16}.
Chaque élément de la liste est un objet avec des champs contenant la clé et des pointeurs (repré-
sentés par des fleches) sur les objets suivant et précédent. Le champ succ de la queue et le champ
préd de la téte valent NIL, représenté par un slash. Lattribut téte[L] pointe sur la téte. (b) Aprés
I’exécution de LISTE-INSERER(L, ), ou clé[x] = 25, la liste chainée contient a sa téte un nouvel
objet ayant pour clé 25. Ce nouvel objet pointe sur I'ancienne téte de clé 9. (c) Le résultat de
I"appel LISTE-SUPPRIMER(L, x) ultérieur, ou x pointe sur I'objet ayant pour clé 4.

Une liste peut prendre différentes formes. Elle peut étre chainée, ou doublement
chainée, triée ou non, circulaire ou non. Si une liste chainée est simple, on omet
le pointeur préd de chaque élément. Si une liste est friée, I’ordre linéaire de la liste
correspond a I’ ordre linéaire des clés stockées dans les éléments de la liste ; I’élément
minimum est la téte de la liste et I’élément maximum est la queue. Si la liste est
non-triée, les éléments peuvent apparaitre dans n’importe quel ordre. Dans une liste
circulaire, le pointeur préd de la téte de liste pointe sur la queue et le pointeur succ
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de la queue de liste pointe sur la té€te. La liste peut donc étre vue comme un anneau
d’éléments. Dans le reste de cette section, on suppose que les listes sur lesquelles
nous travaillons sont non triées et doublement chainées.

a) Recherche dans une liste chainée

La procédure RECHERCHE-LISTE(L, k) trouve le premier élément de clé k dans la
liste L par une simple recherche linéaire et retourne un pointeur sur cet élément. Si
aucun objet de clé k n’apparait dans la liste, la procédure retourne NIL. Si 1’on prend
la liste chainée de la figure 10.3(a), I’appel RECHERCHE-LISTE(L, 4) retourne un
pointeur sur le troisiéme élément et I’appel RECHERCHE-LISTE(L, 7) retourne NIL.

RECHERCHE—LISTE(L, k)

1 x « téte[L]

2 tant que x # NIL et clé[x] # k
3 faire x «— succ[x]

4  retourner x

Pour parcourir une liste de n objets, la procédure RECHERCHE-LISTE s’exécute en
O(n) dans le cas le plus défavorable, puisqu’on peut étre obligé de parcourir la liste
entiere.

b) Insertion dans une liste chainée

Etant donné un élément x dont le champ clé a déja été initialisé, la procédure
INSERER-LISTE « greffe » x a I’avant de la liste chainée, comme on le voit sur la
figure 10.3(b).

INSERER-LISTE(L, x)

1 succ[x] < téte[L]

2 sitéte[L] # NIL

3 alors préd[téte[L]] <+ x
4  téte[L] — x

5 préd[x] < NIL

Le temps d’exécution de INSERER-LISTE sur une liste de n éléments est O(1).

¢) Suppression dans une liste chainée

La procédure SUPPRIMER-LISTE élimine un élément x d’une liste chainée L. Il faut
lui fournir un pointeur sur x et elle se charge alors de « détacher » x de la liste en met-
tant les pointeurs a jour. Si 1’on souhaite supprimer un élément ayant une clé donnée,
on doit commencer par appeler RECHERCHE-LISTE pour récupérer un pointeur sur
I’é1ément.
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SUPPRIMER-LISTE(L, x)
1 sipréd[x] # NIL

2 alors succlpréd|x]] « succ|x]
3 sinon téte[L] + succ|x]

4  sisucc[x] # NIL

5 alors préd[succ|x]] <+ préd|x]

La figure 10.3(c) montre comment un élément est supprimé dans une liste chainée.
SUPPRIMER-LISTE s’exécute dans un temps en O(1) ; mais si ’on souhaite suppri-
mer un élément a partir de sa clé, il faut un temps ©(n) dans le cas le plus défavorable,
car on doit commencer par appeler RECHERCHE-LISTE.

d) Sentinelles

Le code de SUPPRIMER-LISTE serait plus simple si I’on pouvait ignorer les condi-
tions aux limites en téte et en queue de liste.

(a)  millL]

TI2E T = A J2E 1 -,

(b)  nillL]

(¢) nillL]

[2s] =L [o [ T 6] 1 Mﬂlll%

(d  mllL]

nn

B 2L [P 2L o LT -

Figure 10.4 Liste circulaire doublement chainée, avec sentinelle. La sentinelle nil[L] apparait
entre la téte et la queue. L' attribut téte[L] n'est plus nécessaire, car on peut accéder a la téte de
la liste via succ[nil[L]]. (a) Une liste vide. (b) La liste chainée de la figure 10.3(a), avec la clé 9 en
téte et la clé 1 en queue. (c) La liste aprés exécution de INSERER-LISTE'(L, x), ou clé[x] = 25. Le
nouvel objet devient la téte de la liste. (d) La liste apres suppression de I'objet ayant la clé 1. La
nouvelle queue est I'objet ayant la clé 4.

SUPPRIMER-LISTE/(L, x)

1 succlpréd[x]] < succ[x]
2 préd[succ|x]] < préd|x]

Une sentinelle est un objet fictif permettant de simplifier les conditions aux limites.
Par exemple, supposons qu’on fournisse avec une liste L un objet nil[L] qui repré-
sente NIL mais contienne tous les champs des autres éléments de la liste. Partout ou
nous avons une référence & NIL dans le code d’implémentation de la liste, on le rem-
place par une référence a la sentinelle ni/[L]. Comme le montre la figure 10.4, cela
transforme une liste doublement chainée ordinaire en une liste circulaire doublement
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chainée, avec la sentinelle placée entre la téte et la queue ; le champ succ[nil[L]]
pointe sur la té€te de la liste, et préd[nil[L]] pointe sur la queue. De méme, le champ
succ de la queue et le champ préd de la téte pointent tous les deux vers nil[L]. Comme
succlnil[L]] pointe sur la téte, on peut completement éliminer 1’attribut téte[L], en
remplacant ses références par des références a succ[nil[L]]. Une liste vide ne contient
que la sentinelle, puisque succ[nil[L]] et préd[nil[L]] peuvent tous deux €tre initiali-
sés a nil[L].

Le code de RECHERCHE-LISTE reste identique au précédent, mais inclut les mo-
difications des références a NIL et a rére[L] proposées ci-dessus.

RECHERCHE-LISTE/(L, k)

1 x <« succl[nil[L]]

2 tant que x # nil[L] et clé[x] #+ k
3 faire x «— succ[x]

4 retourner x

On utilise la procédure de deux lignes SUPPRIMER-LISTE’ pour supprimer un élé-
ment de la liste. On utilise la procédure suivante pour insérer un élément dans la
liste.

INSERER-LISTE'(L, x)

1 succlx] < succ[nil[L]]
2 préd[succlnil[L]]] < x
3 succlnil[L]] <+ x

4  préd[x] «— nil[L]

La figure 10.4 montre ’effet de INSERER-LISTE' et SUPPRIMER-LISTE' sur une liste
témoin.

Les sentinelles réduisent rarement les bornes asymptotiques des opérations sur
les structures de données, mais elles réduisent parfois les facteurs constants. L’ avan-
tage des sentinelles a I’intérieur des boucles est en général un probleme de clarté du
code plutot que de vitesse ; le code de la liste chainée, par exemple, est simplifié par
I’utilisation de sentinelles, mais n’économise qu’'un temps O(1) dans les procédures
INSERER-LISTE’ et SUPPRIMER-LISTE'. Cela dit, dans d’autres situations, 1’ utilisa-
tion des sentinelles aident & compacter le code & I’intérieur d’une boucle, réduisant
ainsi le coefficient de, disons n ou n2, dans le temps d’exécution.

On ne devra pas faire un usage inconsidéré des sentinelles. Si ’on travaille sur
beaucoup de petites listes, I’espace supplémentaire nécessaire pour stocker leur senti-
nelles peut représenter une dépense de mémoire significative. Dans ce livre, on n’uti-
lisera les sentinelles que lorsqu’elles simplifient réellement le code.
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Exercices

10.2.1 Peut-on implémenter 1’opération d’ensemble dynamique INSERER sur une liste sim-
plement chainée pour qu’elle s’exécute dans un temps en O(1) ? Et pour SUPPRIMER ?

10.2.2 Implémenter une pile a ’aide d’une liste simplement chainée L. Les opérations EM-
PILER et DEPILER devront encore s’exécuter en O(1).

10.2.3 Implémenter une file a ’aide d’une liste simplement chainée L. Les opérations EN-
FILER et DEFILER devront encore s’exécuter en O(1).

10.2.4 Au niveau de I’écriture, chaque itération de boucle dans la procédure RECHERCHE-
LISTE' exige deux tests : un pour x # nil[L] et un pour clé[x] # k. Montrer comment éliminer
le test x # nil[L] dans chaque itération.

10.2.5 Implémenter les opérations de dictionnaire INSERER, SUPPRIMER et RECHERCHER
a I’aide de listes circulaires simplement chainées. Quels sont les temps d’exécution de vos
procédures ?

10.2.6 L’opération UNION sur les ensembles dynamiques prend deux ensembles disjoints
S1 et S en entrée et retourne un ensemble S = S; U S, constitué de tous les éléments de
S et S,. Les ensembles S et S, sont en général détruits par I’opération. Montrer comment
implémenter UNION pour qu’elle s’exécute en O(1), en utilisant une structure de données
liste adaptée.

10.2.7 Donner une procédure non récursive en ®(n) qui inverse 1’ordre d’une liste simple-
ment chainée a n éléments. En dehors de 1’espace nécessaire pour contenir la liste elle-méme,
la procédure ne devra pas utiliser d’espace de stockage non constant.

10.2.8 x Expliquer comment implémenter des listes doublement chainées a 1’aide d’une
seule valeur de pointeur sp[x] par élément au lieu des deux habituelles (succ et préd). On
suppose que toutes les valeurs de pointeurs peuvent étre interprétées comme des entiers sur
k bits et on définit sp[x] par sp[x] = succ[x] XOR préd[x], le « ou exclusif » sur k bits de
succlx] et préd[x]. (La valeur NIL est représentée par 0.) Ne pas oublier de décrire toutes
les informations utiles pour accéder a la téte de liste. Montrer comment implémenter les
opérations RECHERCHER, INSERER et SUPPRIMER sur une telle liste. Montrer également
comment on peut inverser une telle liste dans un temps O(1).

10.3 IMPLEMENTATION DES POINTEURS ET DES OBJETS

Comment des pointeurs et des objets peuvent-ils étre implémentés dans des langages
comme Fortran, qui ne les proposent pas en standard ? Dans cette section, nous ver-
rons deux manieres d’implémenter des structures de données chainées sans faire ap-
pel a un type de données pointeur explicite. Nous créerons les objets et les pointeurs
a partir de tableaux et d’indices de tableau.
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a) Une représentation des objets par tableaux multiples

On peut représenter une collection d’objets ayant les mémes champs en utilisant un
tableau pour chaque champ. Par exemple, la figure 10.5 montre comment implémen-
ter la liste chainée de la figure 10.3(a) avec trois tableaux. Le tableau clé contient
les valeurs des clés qui se trouvent dans I’ensemble dynamique et les pointeurs sont
stockés dans les tableaux succ et préd. Pour un indice de tableau x donné, clé[x],
succlx] et préd[x] représentent un objet de la liste chainée. Selon cette interprétation,
un pointeur x est tout simplement un indice commun aux tableaux clé, succ et préd.

Dans la figure 10.3(a), ’objet de clé 4 suit ’objet de clé 16 dans la liste chainée.
Dans la figure 10.5, la clé 4 apparait dans clé[2] et la clé 16 apparait dans clé[5].
On a donc succ[5] = 2 et préd[2] = 5. Bien que la constante NIL apparaisse dans
le champ succ de la queue et le champ préd de la téte, on utilise habituellement un
entier (comme 0 ou —1) qui ne peut pas représenter d’indice réel dans les tableaux.
Une variable L contient I’indice de la téte de liste.

Dans notre pseudo code, nous avons utilisé des crochets pour représenter a la fois
I’indexation d’un tableau et la sélection d’un champ (attribut) d’un objet. Dans I'un
ou l'autre cas, la signification de clé[x], succlx] et préd[x] est cohérente avec les
pratiques d’implémentation.

b) Représentation des objets par un tableau unique

Les mots d’une mémoire d’ordinateur sont généralement adressés par des entiers
compris entre 0 et M — 1, ou M est un entier suffisamment grand. Dans nombre de
langages de programmation, un objet occupe un ensemble d’emplacements conti-
gus dans la mémoire de I’ordinateur. Un pointeur sur cet objet est tout simplement
I’adresse du premier emplacement que I’objet occupe en mémoire ; pour accéder aux
autres emplacements mémoire occupés par 1’objet, il suffit d’incrémenter le pointeur.

succ

clé

préd

Figure 10.5 La liste chainée de la figure 10.3(a) représentée par les tableaux clé, succ et préd.
Chaque tranche verticale des tableaux représente un méme objet. Les pointeurs stockés corres-
pondent aux indices de tableau montrés au sommet ; les fleches montrent la facon dont on doit
les interpréter. Les positions en gris clair contiennent les éléments de la liste. La variable L contient
I'indice de la téte.
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On peut employer la méme stratégie pour I’implémentation des objets dans des
environnements de programmation qui ne fournissent pas de types de données poin-
teur explicites. Par exemple, la figure 10.6 montre comment un tableau unique A peut
servir a stocker la liste chainée des figures 10.3(a) et 10.5. Un objet occupe un sous-
tableau contigu A[j. . k]. Chaque champ de 1’objet correspond a un décalage dans
I'intervalle 0 a k — j, et I’indice j est un pointeur sur 1’objet. Dans la figure 10.6, les
déplacements correspondant a clé, succ et préd valent respectivement 0, 1 et 2. Pour
lire 1a valeur de préd|[i], étant donné un pointeur i, on ajoute a la valeur i du pointeur
le déplacement 2, ce qui nous permet de lire A[i + 2].

L@ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

y [
A BT 7 e[ T4
S I

]

cle | préd
succ

Figure 10.6 La liste chainée des figures 10.3(a) et 10.5 représentée par un méme tableau A.
Chaque élément de la liste est un objet qui occupe un sous-tableau contigu de longueur 3 a I'in-
térieur du tableau. Les trois champs clé, succ et préd correspondent respectivement aux décalages
0, 1 et 2. Lindice du premier élément de |'objet est un pointeur sur cet objet. Les objets contenant
les éléments de la liste sont en gris clair et les fleches montrent I'ordre de la liste.

La représentation par tableau unique est souple, au sens ou elle permet a des objets
de longueurs différentes d’étre conservés dans le méme tableau. La gestion d’une
telle collection hétérogene d’objets est plus compliquée que celle d’une collection
homogene, ot tous les objets ont les mémes champs. Comme la plupart des struc-
tures de données que nous considérerons sont composées d’éléments homogenes, la
représentation par tableaux multiples sera bien suffisante pour nos besoins.

¢) Allocation et libération des objets

Pour insérer une clé dans un ensemble dynamique représenté par une liste double-
ment chainée, il faut allouer un pointeur sur un objet inutilisé dans la représentation
de la liste chainée. Il est donc utile de gérer, dans la représentation de la liste chainée,
le stockage des objets provisoirement inutilisés, de maniere & pouvoir en allouer un
en cas de besoin. Sur certains systémes, un récupérateur de place mémoire (garbage
collector) a pour rdle de déterminer les objets qui ne sont pas utilisés. Cependant, de
nombreuses applications sont assez simples pour pouvoir endosser la responsabilité
de retourner un objet non utilisé a un gestionnaire de stockage. Nous allons main-
tenant étudier le probleme de 1’allocation et de la libération d’objets homogenes en
nous aidant de I’exemple d’une liste doublement chainée représentée par des tableaux
multiples.
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Supposons que les tableaux servant a cette représentation aient pour longueur m
et qu’a un certain moment 1’ensemble dynamique contienne n < m éléments. 1l y
a donc n objets qui représentent les éléments présents dans 1’ensemble dynamique,
les m — n autres objets étant libres ; les objets libres peuvent servir a représenter des
éléments qui seront insérés plus tard dans 1I’ensemble dynamique.

On conserve les objets libres dans une liste simplement chainée, qu’on appelle
liste libre. La liste libre n’utilise que le tableau succ, qui stocke les pointeurs succ de
la liste. La téte de la liste libre est contenue dans la variable globale libre. Lorsque
I’ensemble dynamique représenté par la liste chainée L n’est pas vide, la liste libre
peut étre entrelacée avec la liste L, comme le montre la figure 10.7. On notera que
chaque objet de la représentation est soit dans la liste L soit dans la liste libre, mais
pas dans les deux a la fois.

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
libre E 1 libre @

g YT 1 1y q 1y 1y
Lsucc/ 18l21i]s]e Lsucc/3/72156
clé 41 16f o clé 411 ]2s5]16
préd 5012 7 / préd 512177

(a) (b)
1 2 3 4 5 6 7 8
libre,z} 1]
g Y14
L succ |/ 171811 6
clé 4125
préd 71217 4

(©

Figure 10.7 Leffet des procédures ALLOUER-OBJET et LIBERER-OBIJET. (a) La liste de la fi-
gure 10.5 (en gris clair) et une liste libre (en gris foncé). Les fleches montrent la structure de
la liste libre. (b) Le résultat de I'appel a ALLOUER-OBJET() (qui retourne l'indice 4), de l'initialisa-
tion de c/é[4] a 25 et de I'appel a INSERER-LISTE(L, 4). La nouvelle téte de la liste libre est I'objet 8,
qui était auparavant succ[4] dans la liste libre. (c) Apres exécution de SUPPRIMER-LISTE(L, 5), on
appelle LIBERER-OBJET(5). Lobjet 5 devient la nouvelle téte de la liste libre, avec I'objet 8 pour
successeur dans la liste libre.

La liste libre est une pile : le prochain objet qui sera alloué sera celui qui sera li-
béré en dernier. On peut utiliser une implémentation pour liste des opérations de pile
EMPILER et DEPILER pour mettre en ceuvre respectivement les procédures d’alloca-
tion et de libération des objets. On suppose que la variable globale libre utilisée dans
les procédures suivantes pointe sur le premier élément de la liste libre.

LIBERER-OBIJET(x)

1 succl|x] < libre
2 libre «— x
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ALLOUER-OBIJET()
1 silibre = NIL

2 alors erreur « plus assez d’espace disponible »
3 sinon x < [ibre

4 libre < succ|x]

5 retourner x

La liste libre contient initialement les n objets non alloués. Lorsque la liste libre
est épuisée, la procédure ALLOUER-OBJET signale une erreur. Il est fréquent de
mettre une méme liste libre a la disposition de plusieurs listes chainées. La figure 10.8
montre deux listes chainées et une liste libre entrelacées, représentées par les tableaux
clé, succ et préd.

libre 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L@ succ|S1/ |6 KR~ ]2]1 7
2 clé Lky| iy | ks I Ks | s | o I Ko

9

L[3] prealifs] /L3 /

Figure 10.8 Deux listes chainées, Ly (en gris clair) et L, (en gris foncé) et une liste libre (en noir)
entrelacées.

Les deux procédures s’exécutent en O(1), ce qui les rend trés pratiques. On peut
les modifier pour qu’elles fonctionnent sur n’importe quelle collection d’objets ho-
mogenes, en faisant en sorte que 1’'un quelconque des champs de 1’objet fasse office
de champ succ de la liste libre.

Exercices

10.3.1 Dessiner une représentation de la séquence (13,4, 8,19,5,11) stockée sous la forme
d’une liste doublement chainée utilisant la représentation par tableaux multiples. Faire de
méme pour la représentation par tableau unique.

10.3.2 Ecrire les procédures ALLOUER-OBJET et LIBERER-OBIET pour une collection ho-
mogene d’objets implémentés a I’aide de la représentation par tableau unique.

10.3.3 Pourquoi est-il inutile de (ré)initialiser le champ préd des objets dans I’implémenta-
tion des procédures ALLOUER-OBJET et LIBERER-OBJET ?

10.3.4 On souhaite souvent stocker tous les éléments d’une liste doublement chainée de la
maniere la plus compacte possible ; on utilise, par exemple, les m premiers emplacements
d’indice pour la représentation par tableaux multiples. (C’est le cas dans un environnement
informatique a mémoire virtuelle paginée.) Expliquer comment implémenter les procédures
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ALLOUER-OBIJET et LIBERER-OBJET de maniére a compacter la représentation. On suppo-
sera que, a I’extérieur de la liste elle-méme, il n’existe aucun pointeur vers les éléments de la
liste chainée. (Conseil : utiliser I’'implémentation par tableau d’une pile.)

10.3.5 Soit L une liste doublement chainée de longueur m stockée dans des tableaux clé,
préd et succ de longueur n. On suppose que ces tableaux sont gérés par les procédures
ALLOUER-OBJET et LIBERER-OBJET qui gerent une liste libre doublement chainée F. On
suppose aussi que, parmi les n éléments, m exactement sont dans la liste L et n — m sont
dans la liste libre. Ecrire une procédure DENSIFIER-LISTE(L, F) qui, étant données la liste L
et la liste libre F, déplace les éléments a I’intérieur de L pour qu’ils occupent les positions
1,2,...,m du tableau et ajuste la liste libre F pour qu’elle occupe désormais les positions
m+1,m+2,... n. Letemps d’exécution de la procédure devra étre en ®(m), et la procédure
ne devra utiliser qu’une quantité constante d’espace supplémentaire. Justifier soigneusement
la validité de la procédure.

10.4 REPRESENTATION DES ARBORESCENCES

Les méthodes de représentation des listes données dans la section précédente
s’étendent a n’importe quelle structure de données homogene. Dans cette section,
nous nous intéressons particulierement au probléme de la représentation des arbo-
rescences a 1’aide de structures de données chainées. Nous commencerons par les
arborescences binaires, puis nous présenterons une méthode pour les arborescences
dont les nceuds peuvent avoir un nombre arbitraire d’enfants.

Chaque nceud est représenté par un objet. Comme pour les listes chainées, on sup-
pose que chaque nceud contient un champ clé. Les autres champs vitaux sont des
pointeurs sur les autres nceuds et ils varient selon le type d’arborescence.

a) Arborescences binaires

Comme le montre la figure 10.9, on utilise les champs p, gauche et droit pour stocker
les pointeurs vers le pere, le fils gauche et le fils droit de chaque nceud d’un arbre
binaire T. Si p[x] = NIL, alors x est la racine. Si le nceud x n’a pas de fils gauche,
alors gauche[x] = NIL et il en va de méme pour le fils droit. La racine de 1’arbre T est
pointée par 1’ attribut racine[T]. Si racine[T] = NIL, alors I’arbre est vide.

b) Arborescences avec ramifications non bornées

Le schéma de représentation d’une arborescence binaire peut étre étendu a n’im-
porte quelle classe d’arbres pour laquelle le nombre de fils de chaque nceud vaut
au plus une certaine constante k : on remplace les champs gauche et droite par
filsy, fils,, . . ., fils,. Ce schéma n’est plus valable quand le nombre de fils n’est pas
borné, puisqu’on ne sait pas combien de champs (tableaux dans la représentation par
tableaux multiples) allouer a I’avance. De plus, méme si le nombre k de fils est borné
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racine [T)

Figure 10.9 La représentation d'une arborescence binaire T. Chaque noeud x posséde les champs
plx] (parent), gauche[x] (enfant de gauche), et droite[x] (enfant de droite). Les champs c/é n'ap-
paraissent pas sur la figure.

par une grande constante, mais que la plupart des nceuds n’ont qu’un petit nombre de
fils, on risque de gaspiller beaucoup de mémoire.

Heureusement, il existe un schéma astucieux permettant d’utiliser des arbores-
cences binaires pour représenter des arborescences ayant un nombre arbitraire de fils.
Il a I’avantage de n’utiliser qu’un espace en O(n) pour une arborescence quelconque
a n nceuds. La représentation fils-gauche, frere-droit est montrée a la figure 10.10.
Comme précédemment, chaque nceud contient un pointeur p sur son pere et racine[T']
pointe sur la racine de I’arborescence T. Toutefois, au lieu d’avoir un pointeur sur
chacun de ses fils, chaque nceud x ne posséde que deux pointeurs :

1) fils-gauche[x] pointe sur le fils le plus a gauche du nceud x et

2) frere-droite[x] pointe sur le frere de x situé immédiatement a sa droite.

Sile nceud x n’a aucun fils, alors fils-gauche[x] = NIL, et si x est le fils le plus a droite
de son pere, alors frere-droit[x] = NIL.

¢) Autres représentations d’arborescences

Il arrive qu’on représente autrement les arborescences. Au chapitre 6, par exemple,
nous avons représenté un tas, basé sur une arborescence binaire complete, par un
tableau unique et un indice. Les arborescences que nous étudierons au chapitre 21
sont parcourues uniquement du bas vers le haut, ce qui permet de ne garder que les
pointeurs parent ; il n’existe aucun pointeur vers un fils. De nombreux autres schémas
sont possibles. Le meilleur choix dépend de 1’application.
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racine [T)]

Figure 10.10 La représentation fils-gauche, frére-droite d'une arborescence 7. Chaque nceud x
possede les champs p[x] (parent), fils-gauche[x] (en bas a gauche) et frére-droit{x] (en bas a
droite). Les clés n'apparaissent pas sur la figure.

Exercices

10.4.1 Dessiner I’arborescence binaire dont I’indice de la racine est 6 et qui est représentée
indice clé gauche droite

1 12 7 3
2 15 8 NIL
3 4 10 NIL
4 10 5 9
par les champs suivants. 5 2 NIL NIL
6 18 1 4
7 7 NIL NIL
8 14 6 2
9 21 NIL NIL
10 5 NIL NIL

10.4.2 Ecrire une procédure récursive en O(n) qui, étant donné une arborescence binaire a n
nceuds, affiche la clé de chaque nceud de 1’arborescence.

10.4.3 Ecrire une procédure non-récursive en O(n) qui, étant donné une arborescence binaire
a n neeuds, affiche la clé de chaque nceud de I’arborescence. Utiliser une pile comme structure
de données auxiliaire.

10.4.4 Ecrire une procédure en O(n) qui affiche toutes les clés d’une arborescence arbitraire
an nceuds, I’arborescence étant modélisée a 1’aide de la représentation fils-gauche, frére-droit.
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10.4.5 « Ecrire une procédure non récursive en O(n) qui, étant donné une arborescence bi-
naire a n nceuds, affiche la clé de chaque nceud. On n’utilisera qu’un espace constant en plus
de I’arborescence elle-méme et I’on ne modifiera pas 1’arborescence, méme temporairement,
durant la procédure.

10.4.6 x La représentation fils-gauche, freére-droit d’une arborescence arbitraire utilise trois
pointeurs a chaque noceud : fils-gauche, frére-droite et pére. Quel que soit le nceud, son parent
est accessible et identifiable en temps constant; tous ses enfants sont accessibles et iden-
tifiables en temps linéaire par rapport au nombre d’enfants. Montrer comment, en utilisant
uniquement deux pointeurs et une valeur booléenne en chaque nceud, on peut atteindre et
identifier le parent ou tous les enfants d’un nceud en un temps qui est linéaire par rapport au
nombre d’enfants.

PROBLEMES

10.1. Comparaisons entre listes

Pour chacun des quatre types de liste du tableau suivant, quel est le temps d’exé-
cution asymptotique dans le cas le plus défavorable pour chacune des opérations
d’ensembles dynamiques énumérées ?

chainée chainée chainée chainée
simple, simple, double, double,
non-triée triée non-triée triée

RECHERCHER(L, k)

INSERER(L, x)

SUPPRIMER(L, x)

SUCCESSEUR(L, x)

PREDECESSEUR(L, x)

MINIMUM(L)

MAXIMUM(L)

10.2. Tas fusionnables avec des listes chainées

Un tas fusionnable supporte les opérations suivantes : CONSTRUIRE-TAS (qui crée
un tas vide), INSERER, MINIMUM, EXTRAIRE-MIN et UNION. () Montrer comment
implémenter les tas fusionnables a I’aide de listes chainées dans chacun des cas sui-
vants. Essayer de rendre chaque opération aussi efficace que possible. Analyser le
(1) Comme on a défini un tas fusionnable pour qu’il reconnaisse MINIMUM et EXTRAIRE-MIN, on peut

parler de tas min fusionnable. Inversement, si le tas reconnait MAXIMUM et EXTRAIRE-MAX, on parlera de
tas max fusionnable.
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temps d’exécution de chaque opération en fonction de la taille du ou des ensembles
dynamiques sur lesquels elles agissent.

a. Les listes sont triées.
b. Les listes ne sont pas triées.

¢. Les listes ne sont pas triées et les ensembles dynamiques a fusionner sont disjoints.

10.3. Parcours d’une liste triée compacte

L’exercice 10.3.4 demandait de maintenir a jour une liste a n éléments confinés dans
les n premiéres positions d’un tableau. On supposera que toutes les clés sont distinctes
et que la liste compacte est également triée, autrement dit que clé[i] < clé[succli]]
pourtouti =1,2,... ntel que succli] # NIL. Partant de ces hypotheses, vous allez
montrer que 1’algorithme randomisé suivant peut servir a faire des recherches dans la
liste avec un temps attendu O(y/n).

RECHERCHE-LISTE-COMPACT(L, n, k)
1 i« téte[L]
2 tant que i # NIL and clé[i] < k

3 faire j < RANDOM(1, n)

4 si clé[i] < clé[j] and clé[j] < k
5 alors i «—j

6 sicléli] =k

7 alors retourner |
8 i < succli]

9 sii=NILouclé[i] >k
10 alors retourner NIL
11 sinon retourner i

Si I’on ignore les lignes 3—7 de la procédure, on a un algorithme classique de
recherche dans une liste chainée triée, I’indice i pointant vers chaque position de la
liste a tour de rdle. La recherche se termine quand I’indice i « dépasse » la fin de la
liste ou quand clé[i] > k. Dans ce dernier cas, si clé[i] = k, alors on a visiblement
trouvé une clé ayant la valeur k. Si, en revanche, clé[i] > k, alors il n’existe aucune
clé ayant la valeur k, auquel cas la seule chose a faire est de mettre immédiatement
fin a la recherche.

Les lignes 3—7 essaient de sauter a une position j choisie aléatoirement. Un tel saut
est intéressant si clé[j] est supérieur a clé[i] mais pas a k ; en pareil cas, j représente un
emplacement de la liste que i aurait di atteindre de la maniere séquentielle classique.
Comme la liste est compacte, on sait qu’'un choix quelconque de j entre 1 et n indexe
un objet de la liste, et non un emplacement de la liste libre.

Au lieu d’analyser les performances de RECHERCHE-LISTE-COMPACTE direc-
tement, on va analyser un algorithme voisin, RECHERCHE-LISTE-COMPACTE', qui
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exécute deux boucles séparées. Cet algorithme prend un parametre supplémentaire ¢
qui définit un majorant pour le nombre d’itérations de la premiére boucle.

RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, n, k, t)
1 i+ téte[L]
2 pourg«— lat
3 faire j «— RANDOM(1, n)
4 si cléli] < clé[j] and clé[j] < k
5 alors i «—j
6 siclé[il=k
7 alors retourner ;
8 tant que i # NIL et clé[i] < k

9 faire i «— succli]
10 sii=NIL ou clé[i] > k
11 alors retourner NIL
12 sinon retourner i

Pour comparer I’exécution des algorithmes RECHERCHE-LISTE-COMPACTE(L, k) et
RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, k, f), on supposera que la suite d’entiers retour-
née par les appels RANDOM(1, n) est la méme pour les deux algorithmes.

a. Supposez que RECHERCHE-LISTE-COMPACTE(L, k) prenne ¢ itérations de la
boucle tant que des lignes 2—8. Prouver que RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, k, t)
retourne la méme réponse et que le nombre total d’itérations des deux boucles
pour et tant que de RECHERCHE-LISTE-COMPACTE' est au moins ¢.

Dans I’appel RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, k, f), soit X, la variable aléatoire
qui décrit la distance, dans la liste chainée (c’est-a-dire, a travers la chaine des poin-
teurs succ), entre la position i et la clé désirée k, apres ¢ itérations de la boucle pour
des lignes 2-7.

b. Prouver que le temps d’exécution attendu de RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, k, f)
est O(t + E [X{]).

Montrer que E [X;] < >/, (1 — r/n). (Conseil : Utiliser I’équation C.24).
Montrer que > "' ¥ < n™*! /(1 + 1).
Prouver que E [X;] < n/(t+1).

Montrer que RECHERCHE-LISTE-COMPACTE'(L, k, f) s’exécute en un temps at-

tendu de O(t + n/t).

g. En conclure que RECHERCHE-LISTE-COMPACTE s’exécute en un temps attendu
de O(\/n).

h. Pourquoi suppose-t-on que toutes les clés sont distinctes dans RECHERCHE-

LI1STE-COMPACTE ? Prouver que les sauts aléatoires n’améliorent pas forcément
le temps d’exécution asymptotique si la liste contient des doublons.

Sh e A D
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NOTES

Aho, Hopcroft et Ullman [6] et Knuth [182] sont d’excellentes références pour les structures
de données élémentaires. Il existe beaucoup d’autres ouvrages qui traitent des structures de
données fondamentales et de leurs implémentations dans tel ou tel langage de programma-
tion. Citons, entre autres, Goodrich et Tamassia [128], Main [209], Shaffer [273] et Weiss
[310, 312, 313]. Gonnet [126] fournit des données expérimentales sur les performances de
nombreuses opérations de structure de données.

L origine des piles et des files comme structures de données informatiques n’est pas cer-
taine, puisque ces notions existaient déja en mathématiques et dans les bureaux avant I’intro-
duction des ordinateurs. Knuth [182] attribue a A. M. Turing le développement de piles pour
gérer les liens entre sous-programmes en 1947.

Les structures de données basées sur les pointeurs semblent également provenir de la vie
quotidienne. Selon Knuth, les pointeurs étaient apparemment utilisés dans les tout premiers
ordinateurs avec mémoire a tambours. Le langage A-1 développé par G. M. Hopper en 1951
représentait les formules algébriques sous la forme d’arborescences binaires. Knuth attribue
au langage IPL-II, développé en 1956 par A. Newell, J. C. Shaw et H. A. Simon, la le fait
d’avoir reconnu I’importance des pointeurs et d’avoir popularisé leur emploi. Leur langage
IPL-III, développé en 1957, incluait des opérations de pile explicites.
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Chapitre 11

Tables de hachage

De nombreuses applications font appel a des ensembles dynamiques qui ne sup-
portent que les opérations de dictionnaire INSERER, RECHERCHER et SUPPRIMER.
Par exemple, un compilateur doit gérer une table de symboles, dans laquelle les clés
des éléments sont des chaines de caracteres arbitraires qui correspondent aux identi-
ficateurs du langage. Une table de hachage est une structure de données permettant
d’implémenter efficacement des dictionnaires. Bien que la recherche d’un élément
dans une table de hachage puisse étre aussi longue que la recherche d’un élément
dans une liste chainée (@ (n) dans le cas le plus défavorable), en pratique le hachage
est tres efficace. Avec des hypotheses raisonnables, le temps moyen de recherche
d’un élément dans une table de hachage est O(1).

Une table de hachage est une généralisation de la notion simple de tableau ordi-
naire. L’adressage direct dans un tableau ordinaire utilise efficacement la possibilité
d’examiner une position arbitraire dans un tableau en temps O(1). La section 11.1
étudie plus en détail I’adressage direct. L’adressage direct est applicable lorsqu’on
est en mesure d’allouer un tableau qui possede une position pour chaque clé possible.

Quand le nombre des clés effectivement stockées est petit comparé au nombre
total des clés possibles, les tables de hachage remplacent efficacement 1’adressage
direct d’un tableau, puisqu’une table de hachage utilise généralement un tableau de
taille proportionnelle au nombre des clés effectivement stockées. Au lieu d’utiliser
la clé directement comme indice du tableau, 1’indice est calculé & partir de la clé.
La section 11.2 présentera les concepts fondamentaux, et notamment le « chalnage »
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comme méthode de gestion des « collisions » (il y a collision quand plusieurs clés
donnent le méme indice de tableau). La section 11.3 expliquera comment des indices
de tableau sont calculés a partir de clé via des fonctions de hachage. Nous présente-
rons et analyserons plusieurs variantes du mécanisme de base. La section 11.4 étu-
diera I’ « adressage ouvert », qui est une autre technique de gestion des collisions. La
conclusion de tout cela est que le hachage est une technique extrémement efficace
et commode : les opérations fondamentales de dictionnaire ne prennent qu’un temps
O(1) en moyenne. La section 11.5 expliquera comment le « hachage parfait » permet
de faire de recherches avec un temps O(1) dans le cas le plus défavorable, quand
I’ensemble des clés stockées est statique (c’est-a-dire, quand il ne change plus une
fois qu’il a été stocké).

11.1 TABLES A ADRESSAGE DIRECT

L’adressage direct est une technique simple qui fonctionne bien lorsque 1’univers
U des clés est raisonnablement petit. Supposons qu’une application ait besoin d’un
ensemble dynamique dans lequel chaque élément posséde une clé prise dans I’univers
U={0,1,...,m— 1}, ol m n’est pas trop grand. On supposera que deux éléments
ne peuvent pas avoir la méme clé.

Pour représenter 1’ensemble dynamique, on utilise un tableau, aussi appelé table a
adressage direct, T|0 . . m — 1], dans lequel chaque position, ou alvéole, correspond a
une clé de I'univers U. La figure 11.1 illustre cette approche ; I’alvéole k pointe vers
un élément de I’ensemble ayant pour clé k. Si I’ensemble ne contient aucun élément
de clé k, alors T[k] = NIL.

T
/ 0
/ . clé données satellites

v \

(univers des clés) >
0e =12
>3

4

5

(clés
réelles)

\‘\\ N
é é
L

Figure 11.1 Implémentation d'un ensemble dynamique a l'aide d'une table a adressage di-
rect T. Chaque clé de l'univers U = {0,1,...,9} correspond a un indice de la table. L'ensemble
K = {2,3,5,8} des clés réelles détermine les alvéoles de la table qui contiennent des pointeurs
vers des éléments. Les autres alvéoles, en gris foncé, contiennent NIL.
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L’implémentation des opérations de dictionnaire est triviale :

RECHERCHER-ADRESSAGE-DIRECT(T, k)
retourner 7'[k]

INSERER-ADRESSAGE-DIRECT(T, x)
Tlclé[x]] < x

SUPPRIMER-ADRESSAGE-DIRECT(T, x)
T[clé[x]] <+ NIL

Chacune de ces opérations est rapide : un temps O(1) suffit.

Pour certaines applications, les éléments de I’ensemble dynamique peuvent se
trouver eux-mémes dans la table a adressage direct. C’est-a-dire qu’au lieu de sto-
cker la clé et les données satellite d’un objet en dehors de la table, avec un pointeur
partant d’une alvéole de la table et pointant vers 1’objet, on peut conserver 1’objet
entier dans 1’alvéole, pour économiser de 1’espace. Par ailleurs, il est souvent inutile
de conserver le champ clé de 1’objet, puisque si I’on dispose de 1’indice d’un objet
dans la table, on a aussi sa clé. Toutefois, si les clés ne sont pas conservées, il faut se
ménager un moyen de savoir si I’alvéole est vide.

Exercices

11.1.1 Soit un ensemble dynamique S, représenté par une table a adressage direct 7' de
longueur m. Décrire une procédure qui trouve 1’élément maximal de S. Quelle est I’efficacité
de votre procédure dans le cas le plus défavorable ?

11.1.2 Un vecteur de bits est tout simplement un tableau de bits (0 et 1). Un vecteur de
bits de longueur m prend beaucoup moins d’espace qu’un tableau de m pointeurs. Décrire
comment on pourrait utiliser un vecteur de bits pour représenter un ensemble dynamique
d’éléments distincts sans données satellites. Les opérations de dictionnaire devront s’exécuter
dans un temps O(1).

11.1.3 Donner une suggestion d’implémentation d’une table a adressage direct dans laquelle
les clés des éléments stockés ne sont pas nécessairement distinctes et ou les éléments peuvent
comporter des données satellites. Les trois opérations de dictionnaire (INSERER, SUPPRIMER
et RECHERCHER) devront s’exécuter dans un temps O(1). (Ne pas oublier que SUPPRIMER
prend comme argument un pointeur vers un objet a supprimer, et non une clé.)

11.1.4 x On souhaite implémenter un dictionnaire en utilisant 1’adressage direct sur un
tres grand tableau. Au départ, les entrées du tableau peuvent contenir des données quel-
conques ; I’initialisation complete du tableau s’avere peu pratique, a cause de sa taille. Décrire
un schéma d’implémentation de dictionnaire via adressage direct sur un trés grand tableau.
Chaque objet stocké devra consommer un espace O(1) ; les opérations RECHERCHER, INSE-
RER et SUPPRIMER devront prendre chacune un temps O(1) ; et I’initialisation des structures
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de données devra se faire en un temps O(1). (Conseil : Utiliser une pile supplémentaire,
dont la taille est le nombre des clés effectivement stockées dans le dictionnaire, pour aider a
déterminer si un élément donné du grand tableau est valide ou non.)

11.2 TABLES DE HACHAGE

L’inconvénient de I’adressage direct est évident : si 'univers U est grand, gérer une
table T de taille |U| peut se révéler compliqué, voire impossible, compte tenu de
la mémoire généralement disponible dans un ordinateur. Par ailleurs, I’ensemble K
des clés réellement conservées peut étre tellement petit comparé a U que la majeure
partie de I’espace alloué pour T est gaspillé.

Lorsque I’ensemble K des clés stockées dans un dictionnaire est beaucoup plus
petit que I'univers U de toutes les clés possibles, une table de hachage requiert moins
de place de stockage qu’une table a adressage direct. En particulier, les besoins en
espace de stockage peuvent étre réduits a O(|K|), bien que la recherche d’un élément
dans la table de hachage s’effectue toujours en O(1). (Le seul hic est que cette borne
concerne le temps moyen, alors que pour 1’adressage direct, elle est valable pour le
temps le plus défavorable.)

Avec I’adressage direct, un élément de clé k est conservé dans I’alvéole k. Avec
le hachage, cet élément est stocké dans 1’alvéole h(k) ; autrement dit, on utilise une
Jonction de hachage h pour calculer I’alvéole a partir de la clé k. Ici, i établit une
correspondance entre 1’univers U des clés et les alvéoles d’une table de hachage
T[0..m—1] :

h:U—{0,1,....m—1} .

On dit qu’un élément de clé k est haché dans 1’alvéole (k) ; on dit également que
h(k) est 1a valeur de hachage de la clé k. La figure 11.2 en illustre le principe. Le but
de la fonction de hachage est de réduire I’intervalle des indices de tableau a gérer. Au
lieu de |U| valeurs, il suffit de gérer m valeurs. Les besoins en stockage sont réduits
en conséquence.

L’inconvénient de cette idée est que deux clés peuvent étre hachées vers la méme
alvéole, entrainant ainsi une collision. Heureusement, il existe des techniques effi-
caces pour résoudre les conflits créés par les collisions.

Bien siir, la solution idéale serait d’éviter complétement les collisions. On peut
essayer d’atteindre ce but en choisissant de facon pertinente la fonction de hachage
h. Une idée est de faire que h paraisse « aléatoire », ce qui permet d’éviter les
collisions ou au moins d’en limiter le nombre. Le terme méme de « hacher » traduit
Iesprit de cette approche, en évoquant une découpe désordonnée en petits morceaux.
(Bien sir, une fonction de hachage h doit étre déterministe au sens ol une entrée
donnée k doit toujours produire la méme sortie A(k).) Toutefois, comme |U| > m,
il existe forcément au moins deux clés ayant la méme valeur de hachage ; éviter
completement les collisions est donc impossible. Bien qu’une fonction de hachage
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h(ky)
hky)

k,
(clés h(ky) = h(ks)
réelles)

hk)

m—1

Figure 11.2 Utilisation d'une fonction de hachage h pour faire correspondre les clés a des al-
véoles d'une table de hachage. Les clés k, et ks correspondent a la méme alvéole et entrent donc
en collision.

bien congue, imitant « 1’aléatoire », puisse minimiser le nombre de collisions, une
méthode de résolution des collisions est donc indispensable.

La suite de cette section aborde la technique de résolution des collisions la plus
simple, appelée chainage. La section 11.4 introduit une autre méthode, appelée adres-
sage ouvert.

a) Résolution des collisions par chainage

Avec le chainage, on place dans une liste chainée tous les éléments hachés vers la
méme alvéole, comme le montre la figure 11.3. L’alvéole j contient un pointeur vers
la téte de liste de tous les éléments hachés vers j ; si aucun n’élément n’est présent,
I’alvéole j contient NIL.

Les opérations de dictionnaire sur une table de hachage T sont faciles a implémen-
ter lorsque les collisions sont résolues par chainage.
INSERER-HACHAGE-CHAINEE(T, x)
insere x en téte de la liste T[h(clé[x])]

RECHERCHER-HACHAGE-CHAINEE(T, k)
recherche un élément de clé k dans la liste T[h(k)]

SUPPRIMER-HACHAGE-CHAINEE(T, x)
supprime x de la liste T'[h(clé[x])]

Le temps d’exécution de I’insertion est O(1) dans le cas le plus défavorable. La
procédure d’insertion est rapide, en partie parce qu’elle suppose que 1’élément x en
cours d’insertion n’est pas déja présent dans la table ; on peut, si nécessaire, vérifier
cette hypotheése (moyennant un coit supplémentaire) en procédant a une recherche
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U
(univers des clés)

(clés
réelles)

Figure 11.3 Résolution des collisions par chainage. Chaque alvéole de la table de hachage
T[j] contient une liste chainée de toutes les clés dont la valeur de hachage est j. Par exemple
h(ky) = h(ks) et h(ks) = h(ky) = h(k7).

avant insertion. Pour la recherche, le temps d’exécution du cas le plus défavorable est
proportionnel a la longueur de la liste ; nous analyserons cette opération plus précisé-
ment un peu plus loin. La suppression d’un élément x peut se faire en temps O(1) si
les listes sont doublement chainées. (Notez que SUPPRIMER-HACHAGE-CHAINEE
prend en entrée un élément x et non sa clé k, de sorte qu’il n’est pas nécessaire de
commencer par chercher x. Si les listes étaient a chalnage simple, il ne serait pas
d’une grande aide de prendre en entrée 1’élément x au lieu de la clé k. Il faudrait en-
core trouver x dans la liste T[h(clé[x])], de facon que le lien succ du prédécesseur de
x puisse étre réinitialisé comme il faut et contourner x. En pareil cas, suppression et
recherche auraient fondamentalement le méme temps d’exécution.)

b) Analyse du hachage avec chainage

Quelle est I'efficacité du hachage avec chainage ? En particulier, combien de temps
faut-il pour rechercher un élément dont on connait la clé ?

Etant donnée une table de hachage T 4 m alvéoles qui stocke n éléments, on définit
pour 7 le facteur de remplissage o par n/m, ¢’est-a-dire le nombre moyen d’éléments
stockés dans une chaine. Notre analyse se fera en fonction de o qui peut étre inférieur,
égal ou supérieur a 1.)

Le comportement, dans le cas le plus défavorable, du hachage avec chainage est
trés mauvais : les n clés sont toutes hachées vers la méme alvéole, y formant une liste
de longueur n. Le temps d’exécution de la recherche est alors ®(n) plus le temps de
calcul de la fonction de hachage ; pas mieux que si I’on avait utilisé une seule liste
chainée pour tous les éléments. Manifestement, les tables de hachage ne sont pas
choisies pour leurs performances dans le cas le plus défavorable. (Le hachage parfait,
présenté a la section 11.5, fournit toutefois de bonnes performances pour le cas le
plus défavorable, quand I’ensemble des clés est statique.)
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Les performances moyennes du hachage dépendent de la maniere dont la fonction
de hachage A répartit en moyenne I’ensemble des clés a stocker parmi les m alvéoles.
La section 11.3 étudie les diverses possibilités, mais pour I’instant, on suppose que
chaque élément a la méme chance d’étre haché vers I’une quelconque des alvéoles,
indépendamment des endroits ol les autres éléments sont allés. Cette hypothese est
dite de hachage uniforme simple.

Pourj=0,1,...,m — 1, notons la longueur de la liste T[] par n;, de sorte que
n=ng+ny+---+n,_1, (11.1)
et la valeur moyenne de n; est E [nj] = o = n/m.

On suppose que la valeur de hachage h(k) peut étre calculée en temps O(1), de sorte
que le temps requis par la recherche d’un élément de clé k dépend linéairement de la
longueur de la liste T[A(k)]. En plus du temps O(1) requis par le calcul de la fonction
de hachage et ’acces a 1’alvéole h(k), on considere le nombre attendu d’éléments
examinés par 1’algorithme de recherche, ¢’est-a-dire le nombre d’éléments de la liste
Th(k)] qui sont testés pour voir si leur clé est égale a k. On consideérera deux cas.
Dans le premier, la recherche échoue : aucun élément de la table ne possede la clé k.
Dans le second, la recherche permet de trouver un élément de clé k.

Théoreme 11.1 Dans une table de hachage pour laquelle les collisions sont réso-
lues par chainage, une recherche infructueuse prend un temps moyen O(1 + ), sous
U’hypothese d’un hachage uniforme simple.

Démonstration : Si I’on suppose que le hachage est uniforme simple, toute clé k
a des chances égales d’étre hachée vers 1’'une quelconque des m alvéoles. Le temps
moyen pour la recherche infructueuse d’une clé k est le temps moyen pour la pour-
suite de la recherche jusqu’a la fin de la liste T[h(k)], qui a une longueur moyenne
E [nh4)] = a. Donc, le nombre moyen d’éléments examinés dans une recherche in-
fructueuse est o, et le temps total requis (y compris le temps de calcul de A(k)) est
Ol + o). a

La situation pour une recherche réussie est quelque peu différente, vu que chaque
liste n’a pas la méme probabilité d’étre examinée. Ici, la probabilité qu’une liste soit
examinée est proportionnelle au nombre de ses éléments. Néanmoins, le temps de
recherche moyen est encore O(1 + o).

Théoreme 11.2 Dans une table de hachage pour laquelle les collisions sont réso-
lues par chainage, une recherche réussie prend en moyenne un temps O(1 + ), sous
I’hypothese d’un hachage uniforme simple.

Démonstration : On suppose que 1’élément recherché a une probabilité égale d’étre
I’un quelconque des n éléments stockés dans la table. Le nombre d’éléments examinés
lors d’une recherche fructueuse portant sur un élément x est égal a 1 plus le nombre
d’éléments qui apparaissent avant x dans la liste de x. Les éléments placés avant x dans
la liste ont tous été insérés apres x, vu que les nouveaux éléments sont placés au début
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de la liste. Pour trouver le nombre moyen d’éléments examinés, on prend la moyenne
sur les n éléments x de la table, de 1 plus le nombre moyen d’éléments ajoutés a la
liste de x apres que x a été ajouté a la liste. Soit x; le ieme élément inséré dans la table,
avec i = 1,2,...,n, et soit k; = clé[x;]. Pour les clés k; et k;, on définit la variable
indicatrice X;; = I{h(k;) = h(k;)}. En supposant qu’il y a hachage uniforme simple,
on a Pr{h(k;) = h(k;)} = 1/m, et donc d’apres le lemme 5.1, E[X;;] = 1/m. Donc, le
nombre moyen d’éléments examinés dans une recherche réussie est

(5 (ie3on)

i=1 J=i+l

1 n n
= = Z <1 + Z E [Xl-j]> (d’apres la linéarité de 1’espérance)
g

J=i+l
- n < — m
i=1 J=i+l

1 n
= 1+ — —1
am 217

1 n n )
= 1+%<§n—;l>

1 +1
= 1+— (n2 — M) (d’apres 1’équation (A.1))

nm 2
n—1
= 1+ o
.
2 2n
Ainsi, le temps total requis par une recherche réussie (y compris le temps pour calculer
la fonction de hachage) est (2 + o/2 — a/2n) = O(1 + a). d

Que signifie cette analyse ? Si le nombre d’alvéoles de la table de hachage est
au moins proportionnel au nombre d’éléments de la table, on a n = O(m) et, par
conséquent, « = n/m = O(m)/m = O(1). Donc, la recherche prend un temps constant
en moyenne. Comme I’insertion prend un temps O(1) dans le cas le plus défavorable,
et que la suppression prend un temps O(1) dans le cas le plus défavorable si les listes
sont doublement chainées, toutes les opérations de dictionnaire peuvent donc se faire
en temps O(1) en moyenne.

Exercices

11.2.1 Supposons qu’on utilise une fonction de hachage A pour hacher n clés dis-
tinctes vers un tableau 7 de longueur m. Si le hachage est uniforme simple, quel est
le nombre moyen de collisions ? Plus précisément, quelle est la cardinalité attendue de
{k,]) : k # leth(k) = h(D)}?
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11.2.2 Montrer comment on réalise I’insertion des clés 5,28, 19, 15,20,33, 12,17, 10 dans
une table de hachage ou les collisions sont résolues par chainage. On suppose que la table
contient 9 alvéoles et que la fonction de hachage est 4(k) = k mod 9.

11.2.3 Le professeur Moriarty pense qu’on peut obtenir des gains de performance substan-
tiels si I’on modifie le schéma de chainage de telle maniere que chaque liste soit triée. Com-
ment la modification du professeur affecte-t-elle le temps d’exécution des recherches réussies,
des recherches infructueuses, des insertions et des suppressions ?

11.2.4 Proposer une fagon d’allouer et libérer I’espace de stockage des éléments a I’intérieur
de la table elle-méme en chalnant toutes les alvéoles inutilisées pour former une liste libre.
On supposera qu’une alvéole peut contenir un indicateur plus, soit un élément et un pointeur,
soit deux pointeurs. Toutes les opérations de dictionnaire et de liste libre devront s’exécuter
en temps O(1). La liste libre doit-elle étre doublement chainée, ou une chaine simple suffit-
elle ?

11.2.5 Montrer que, si |U| > nm, il existe un sous-ensemble de U de taille n qui est constitué
de clés toutes hachées vers la méme alvéole ; de sorte que le temps de recherche, dans le cas
le plus défavorable, pour le hachage avec chailnage est O(n).

11.3 FONCTIONS DE HACHAGE

Dans cette section, nous étudierons certaines possibilités quant a la conception de
bonnes fonctions de hachage, puis nous présenterons trois schémas de création. Deux
de ces mécanismes, le hachage par division et le hachage par multiplication, sont heu-
ristiques par nature, alors que le troisiecme mécanisme, le hachage universel, utilise la
randomisation pour offrir des performances bonnes et prouvables comme telles.

a) Qu’est-ce qui fait une bonne fonction de hachage ?

Une bonne fonction de hachage vérifie (approximativement) I’hypotheése du hachage
uniforme simple : chaque clé a autant de chances d’étre hachée vers I’une quelconque
des m alvéoles, indépendamment des endroits ot sont allées les autres clés. Malheu-
reusement, il est impossible en général de vérifier cette condition ; en effet, il est rare
que I’on connaisse la distribution de probabilité selon laquelle les clés sont tirées, et
les clés peuvent ne pas étre tirées de facon indépendante.

Il peut advenir, a I’occasion, que 1’on connaisse la distribution. Par exemple, sup-
posons que les clés soient kK nombres réels aléatoires, distribués indépendamment et
uniformément dans I’'intervalle O < k < 1. Dans ce cas, la fonction de hachage

h(k) = |km]|

satisfait a la condition du hachage uniforme simple.
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En pratique, on peut souvent faire appel a des techniques heuristiques pour créer
une fonction de hachage efficace. On a parfois besoin, pour ce processus de concep-
tion, de connaitre des informations qualitatives sur la distribution des clés. Considé-
rons, par exemple, la table des symboles d’un compilateur, dans laquelle les clés sont
des chaines de caracteres arbitraires représentant les identificateurs d’un programme.
Il arrive souvent que des symboles proches, comme pt et pts, soient employés dans
le méme programme. Une bonne fonction de hachage minimise le risque que ces
variantes se retrouvent dans la méme alvéole.

Une approche courante est de former la valeur de hachage de maniere a la rendre
indépendante des motifs (patterns) susceptibles d’exister dans les données. Par
exemple, la « méthode de la division » (étudiée plus loin) calcule la valeur de
hachage comme reste de la division de la clé par un nombre premier particulier. A
moins qu’il n’existe des relations entre ce nombre premier et des motifs figurant dans
la distribution des clés, cette méthode donne de bons résultats.

Finalement, on remarque que certaines applications des fonctions de hachage
risquent d’exiger des propriétés plus fortes que le hachage uniforme simple. Par
exemple, on pourrait souhaiter que les clés qui sont « proches » dans un certain sens
génerent des valeurs de hachage trés éloignées les unes des autres. (Cette propriété
est particuliecrement souhaitable quand on utilise le sondage linéaire, défini a la
section 11.4.) Le hachage universel, présenté a la section 11.3.3, offre souvent les
propriétés souhaitées.

b) Clés interprétées comme des entiers naturels

La plupart des fonctions de hachage supposent que 1’univers des clés est I’ensemble
N = {0,1,2,...} des entiers naturels. Donc, si les clés ne sont pas des entiers na-
turels, on doit trouver un moyen de les interpréter comme des entiers naturels. Par
exemple, une clé sous forme de chaine de caractéres peut étre interprétée comme un
entier exprimé dans une base adaptée. Ainsi, I’identificateur pt pourrait étre inter-
prété comme la paire d’entiers décimaux (112, 116), puisque p = 112 et t = 116 dans
I’ensemble des caracteres ASCII ; ensuite, en 1I’exprimant en base 128, pt devient
(112-128) + 116 = 14452. Le plus souvent, il est facile de trouver une méthode aussi
simple pour une application donnée quelconque, permettant d’interpréter chaque clé
comme un entier naturel (potentiellement grand). A partir de maintenant, nous sup-
poserons que les clés sont des entiers naturels.

11.3.1 Méthode de la division

Dans la méthode de la division, pour créer des fonctions de hachage, on fait corres-
pondre une clé k avec ’'une des m alvéoles en prenant le reste de la division de k par
m. En d’autres termes, la fonction de hachage est

h(k) =k mod m .
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Par exemple, si la table de hachage a une taille m = 12 et que la clé est k = 100,
alors h(k) = 4. Comme il ne demande qu’une seule opération de division, le hachage
par division est tres rapide.

Lorsqu’on utilise la méthode de la division, on évite en général certaines valeurs de
m. Par exemple, m ne doit pas étre une puissance de 2 car, si m = 27, h(k) est constitué
des p bits de poids faible de k. A moins que 1’on ne sache que tous les motifs des p
bits d’ordre inférieur sont équiprobables, il vaut mieux faire dépendre la fonction
de hachage de tous les bits de la clé. Comme ’exercice 11.3.3 vous demandera de le
montrer, choisir m = 2P —1 quand k est une chaine de caracteres interprétée en base 27,
risque d’€tre un choix malheureux, car la permutation des caracteres de k ne modifie
pas sa valeur de hachage. Un nombre premier pas trop proche d’une puissance exacte
de 2 est souvent u bon choix pour m. Par exemple, supposons qu’on souhaite allouer
une table de hachage, avec résolution des collisions par chainage, pour gérer environ
n = 2000 chaines de caracteres, avec des caracteres sur 8 bits. L’examen de 3 éléments
en moyenne en cas de recherche infructueuse n’est pas catastrophique et on alloue
donc une table de hachage de taille m = 701. On prend le nombre 701 parce qu’il
est premier et proche de 2000/3, sans étre proche d’une puissance de 2. Si 1’on traite
chaque clé k comme un entier, notre fonction de hachage devient

h(k) = k mod 701 .

11.3.2 Méthode de la multiplication

La méthode de la multiplication pour créer des fonctions de hachage agit en deux
étapes. D’abord, on multiplie la clé k par une constante A de I’intervalle 0 < A < 1
et on extrait la partie décimale de kA. Ensuite, on multiplie cette valeur par m et on
prend la partie entiere du résultat. En résumé, la fonction de hachage vaut

h(k) = |[m (kA mod 1)] ,
ol « kA mod 1 » représente la partie décimale de kA, c’est-a-dire kA — |kA|.

Un avantage de la méthode par multiplication est que la valeur de m n’est pas
critique. On choisit en général une puissance de 2 (m = 2P pour un certain entier p)
ce qui permet d’implémenter facilement la fonction sur la plupart des ordinateurs
de la maniere suivante : supposons que la taille du mot sur la machine concernée
soit w bits et que k tienne dans un seul mot. On limite A a une fraction de la forme
§/2%, ol s est un entier de la plage 0 < s < 2". En se référant a la figure 11.4, on
commence par multiplier k par I’entier a w bits s = A-2". Le résultat est une valeur a
2w bits r12" + rg, ou r est le mot de poids fort du produit et ry est le mot de poids
faible du produit. La valeur de hachage a p bits désirée se compose des p bits les plus
significatifs de rg.

Bien que cette méthode fonctionne pour n’importe quelle valeur de la constante
A, elle fonctionne mieux pour certaines valeurs que pour d’autres. Le meilleur choix
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r | | ro
~———— extraction p bits

h(k)

Figure 11.4 La méthode de hachage par multiplication. La représentation w bits de la clé k est
multipliée par la valeur w bits s = A-2%. Les p bits de poids faible de la moitié inférieure (w bits)
du produit forment la valeur de hachage désirée h(k).

dépend des caractéristiques des données a hacher. Knuth [185] suggere que
A~ (V5—1)/2=0,6180339887. .. (11.2)

a de bonnes chances de bien marcher.

Par exemple, prenons k = 123456, p = 14, m = 2'* = 16384 et w = 32. En
reprenant ’idée de Knuth, on choisit pour A la fraction de la forme s/2%? qui
est la plus proche de (v/5 — 1)/2, de sorte que A = 2654435769/232. Alors,
k-s = 327706022297664 = (76300-23%) + 17612864, et donc r; = 76300
et ro = 17612864. Les 14 bits les plus significatifs de ry donnent la valeur A(k) = 67.

11.3.3 Hachage universel

Siun ennemi choisit les clés a hacher via une fonction de hachage figée, il peut choi-
sir n clés qui sont toutes hachées vers la méme alvéole, ce qui entraine un temps de
recherche de ®(n) en moyenne. Toute fonction de hachage fixée a 1’avance est vulné-
rable a ce type de comportement de cas le plus défavorable ; le seul moyen efficace
d’améliorer cette situation est de choisir la fonction de hachage aléatoirement, c’est-
a-dire indépendamment des clés qui vont étre réellement stockées. Cette approche,
appelée hachage universel, donne de bonnes performances en moyenne, quelles que
soient les clés choisies par I’ennemi.

Le principe du hachage universel est de sélectionner la fonction de hachage au
hasard, a partir d’une classe de fonctions soigneusement congue, au début de I’exé-
cution. Comme pour le tri rapide, la randomisation garantit qu’aucune entrée parti-
culiere ne provoquera systématiquement le comportement du cas le plus défavorable.
A cause de la randomisation, 1’algorithme peut se comporter différemment a chaque
exécution, méme sur une entrée identique ; cette approche garantit de bonnes perfor-
mances en moyenne, quelles que soient les clés fournies en entrée. Si ’on revient
a I’exemple de la table des symboles d’un compilateur, on s’apercoit que le choix
du programmeur pour les identificateurs ne peut plus maintenant provoquer systé-
matiquement de mauvaises performances de hachage. Ces mauvaises performances
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n’apparaissent que si le compilateur choisit une fonction de hachage aléatoire qui
provoque le mauvais hachage de 1’ensemble des identificateurs, mais la probabilité
pour que cela se produise est faible et est la méme pour n’importe quel ensemble
d’identificateurs de la méme taille.

Soit H une collection finie de fonctions de hachage qui créent une correspondance
entre un univers U de clés et I'intervalle {0, 1,...,m — 1}. On dit d’une telle collec-
tion qu’elle est universelle si, pour chaque paire de clés k, [ € U distinctes, le nombre
de fonctions de hachage h € H pour lesquelles h(k) = h(l) vaut au plus |H| /m. Au-
trement dit, avec une fonction de hachage choisie aléatoirement dans 7, les chances
de collision entre des clés distinctes k et / ne sont pas plus grandes que la chance 1/m
d’avoir une collision si A(k) et h(l) sont choisies aléatoirement et indépendamment
dans I’ensemble {0, 1,...,m — 1}.

Le théoréme suivant montre qu’une classe universelle de fonctions de hachage
offre un bon comportement dans le cas moyen. Rappelons-nous que n; désigne la
longueur de la liste 7T'[i].

Théoreme 11.3 Supposons qu’une fonction de hachage h soit choisie dans une col-
lection universelle de fonctions de hachages et utilisée pour hacher n clés vers une
table T de taille m, avec emploi du chainage pour gérer les collisions. Si la clé k
n’est pas dans la table, alors la longueur moyenne E [ny)] de la liste vers laquelle
la clé k est hachée est d’au plus a. Si la clé k est dans la table, alors la longueur
moyenne E [nyx)] de la liste contenant la clé k est d’au plus 1 + o

Démonstration : Notez que les espérances ici sont calculées a partir du choix de
la fonction de hachage, et qu’elles ne dépendent d’aucunes hypothéses concernant
la distribution des clés. Pour toute paire k et [ de clés distinctes, on définit la va-
riable indicatrice Xy, = [ {A(k) = h(])}. Comme, d’apres la définition, une paire de clés
a une probabilité de collision d’au plus 1/m, on a Pr{h(k) = h(l)} < 1/m, et donc le
lemme 5.1 entraine que E [X};] < 1/m.

Définissons ensuite, pour chaque clé k, la variable aléatoire Y} qui est égale au nombre
de clés autres que k qui sont hachées vers 1’alvéole de k, de sorte que

YFZXH.

leT
1#k

On a donc
E[Y:] = E

Z X

leT
I#k

= ZE[sz] (d’apres la linéarité de 1’espérance)

leT
1#k

1
< —.
< 2

leT
I1#k

Le reste de la démonstration dépend de savoir si la clé k est dans la table 7.
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- Sik € T, alors Ny = Y et ‘{l leTetl # k}‘ = n. Donc, E[nh(k)] = E[Yi]
<n/m=a.

— Sik € T, alors comme la clé k figure dans la liste T[h(k)] et que le compteur Y
n’inclut pas la clé k, on a mygy = Yi + let [{{: 1€ Tetl+# k}| =n— 1. Donc
Elmpl=EY]+1<(n—1)/m+1=1+a—1/m<1+a Q

Le corollaire suivant dit que le hachage universel fournit le résultat désiré : il est
désormais impossible a un ennemi de sélectionner une suite d’opérations qui force le
temps d’exécution le plus défavorable. En randomisant intelligemment le choix de la
fonction de hachage au moment de 1’exécution, on a la garantie que toute séquence
d’opérations pourra étre traitée avec un bon temps attendu d’exécution.

Corollaire 11.4 En combinant hachage universel et gestion des collisions par chai-
nage dans une table a m alvéoles, il faut un temps moyen ®(n) pour traiter une suite
quelconque de n opérations INSERER, RECHERCHER ef SUPPRIMER contenant O(m)
opérations INSERER.

Démonstration : Comme le nombre d’insertions est O(m), on a n = O(m) et donc
a = O(1). Les opérations INSERER et SUPPRIMER prennent un temps constant et,
d’apres le théoreme 11.3, le temps moyen de chaque opération RECHERCHER est
O(1). D’apres la linéarité de I’espérance, le temps moyen pour 1’ensemble de la sé-
quence d’opérations est donc O(n). a

a) Conception d’une classe universelle de fonctions de hachage

Il est assez simple de concevoir une classe universelle de fonctions de hachages,
comme nous le verrons en nous aidant d’un peu de théorie des nombres. Commencez
par relire le chapitre 31 si vous n’étes pas tres familier de la théorie des nombres.

On commence par choisir un nombre premier p assez grand pour que toute clé
possible k soit dans I'intervalle O a p — 1, bornes comprises. Soit Z, I’ensemble
{0,1,...,p — 1}, et soit Z; I’ensemble {1,2,...,p — 1}. Comme p est premier, on
peut résoudre les équations modulo p avec les méthodes vues au chapitre 31. Comme
on suppose que la taille de 1’univers des clés est supérieure au nombre d’alvéoles de
la table de hachage, on a p > m.

Définissons maintenant la fonction de hachage h, , pour touta € Z; ettoutb € Z,,
en utilisant une transformation linéaire suivie de réductions modulo p puis modulo m :
hap(k) = ((ak + b) mod p) mod m . (11.3)

Par exemple, avec p = 17 et m = 6, on a h3 4(8) = 5. La famille de toutes ces fonctions
de hachages est

Hpm = {hap:a € Lieth € Ly} . (11.4)

Chaque fonction de hachage h,; définit une correspondances de Z, vers Z,,. Cette
classe de fonctions de hachage présente I'intéressante propriété que la taille m de
I’intervalle de sortie est arbitraire (et pas forcément une valeur premiere) ; nous ferons
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usage de cette caractéristique a la section 11.5. Comme il y a p — 1 choix pour a et p
choix pour b, il y a p(p — 1) fonctions de hachages de H,, ,,.

Théoréeme 11.5 La classe 'H,,, de fonctions de hachages définie par les équa-
tions (11.3) et (11.4) est universelle.

Démonstration : Soient deux clés distinctes k et [ de Z,, de sorte que k # [. Pour
une fonction de hachage donnée 4, 5, soit

r (ak+b) mod p

s (al+b)mod p .

Notez, pour commencer, que r # s. Pourquoi ? Observez que
r—s=atk—10) (modp).

Il s’ensuit que r # s parce que p est premier et parce que a et (k — /) sont tous les
deux non nuls modulo p, ce qui fait que leur produit est forcément non nul modulo p
d’apres le théoreme 31.6. Par conséquent, lors du calcul d’un quelconque 4, , de H), ,
a des entrées distinctes k et / sont associées des valeurs distinctes r et s modulo p; il
n’y a pas de collisions, tout au moins au « niveau modulo p ». En outre, chacun des
p(p — 1) choix possibles pour la paire (a,b) avec a # 0 donne une paire résultante
(r,s) différente avec r # s, car on peut résoudre a et b a partirde r et s :

a ((r — $)((k — 1)~! mod p)) mod p ,

b

(r —ak) mod p ,

ot (k—1)~! mod p) désigne I’inverse multiplicatif unique, modulo p, de k—I. Comme
iln’y a que p(p—1) paires possibles (r, s) avec r # s, il existe une bijection entre paires
(a,b) avec a # 0 et paires (r, s) avec r # 5. Donc, pour toute paire donnée d’entrées
k et I, si I'on choisit (a, b) aléatoirement de maniere uniforme dans Z; x Z,, alors
la paire résultante (7, s) a la méme probabilité d’étre I’une quelconque des paires de
valeurs distinctes modulo p.

Il s’ensuit que la probabilité que des clés distinctes k et / entrent en collision est égale
a la probabilité que » = s (mod m) quand r et s sont choisis aléatoirement comme
valeurs distinctes modulo p. Pour une valeur donnée de r, parmi les p — 1 autres
valeurs possible de s, le nombre de valeurs s telles que s # rets = r (mod m) est au
plus

[p/m]—1 < (p+m—1)/m)—1 (d’apres I'inégalité (3.6))
@—D/m.

La probabilité que s entre en collision avec r, apres réduction modulo m, est au plus
égalea (p — H/m)/(p — 1) =1/m.
En conclusion, pour toute paire de valeurs distinctes k,[ € Z,,,

Pr {ha,h(k) = ha,h(l)} g 1/m 5

et donc H,, ;, est bien universelle. a
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Exercices

11.3.1 Supposons qu’on souhaite parcourir une liste chainée de longueur n, dans laquelle
chaque élément contient une clé k en plus d’une valeur de hachage h(k). Chaque clé est une
chaine de caracteres longue. Comment pourrait-on tirer parti des valeurs de hachage pendant
la recherche d’un élément de clé donnée ?

11.3.2 Supposons qu’une chaine de r caractéres soit hachée dans m alvéoles en étant traitée
comme un nombre en base 128 auquel on applique la méthode de la division. Le nombre
m est facilement représenté par un mot mémoire sur 32 bits, mais la chaine de r caracteres,
traitée comme un nombre en base 128, occupe plusieurs mots. Comment peut-on appliquer
la méthode de la division pour calculer la valeur de hachage de la chaine de caracteres sans
utiliser plus qu'un nombre de mots constant pour le stockage, en dehors de la chaine elle-
méme ?

11.3.3 On consideére une variante de la méthode de la division dans laquelle A(k) = k mod m,
o m = 27 — 1 et k est une chaine de caractéres interprétée en base 2”. Montrer que si la
chaine x peut étre déduite de la chaine y par permutation de ses caractéres, alors x et y ont
méme valeur de hachage. Donner un exemple d’application pour laquelle cette propriété de
la fonction de hachage serait indésirable.

11.3.4 On considere une table de hachage de taille m = 1000 et la fonction de hachage

h(k) = [m (kA mod 1)| pour A = (/5 — 1)/2. Calculer les emplacements correspondant aux
clés 61, 62, 63, 64 et 65.

11.3.5 % On dit qu'une famille H de fonctions de hachage reliant un ensemble fini U a un
ensemble fini B est e-universelle si, pour toute paire d’éléments distincts k et / de U,

Pr{h(k) = h(D} < &,
la probabilité étant défini par le tirage aléatoire de la fonction de hachage h dans la famille
‘H. Montrer qu’une famille e-universelle de fonctions de hachage doit vérifier

11
B Ul

&z

11.3.6 x Soit U I’ensemble des n-uplets dont les valeurs sont tirées de Z,, et soit B = Z,,
avec p premier. Définir la fonction de hachage h, : U — B pour b € Z, sur un n-uplet en
entrée (ag,ai, . . .,a,—1) dans U, sous la forme

n—1
hb(<a03a17 s 7an*1>) = Zalb]

J=0

etsoit H = {h, : b € Z,}. Montrer que H est ((n — 1) /p)-universelle d’apres la définition de
e-universelle de I’exercice 11.3.5. (Conseil : Voir exercice 31.4.4.)
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11.4 ADRESSAGE OUVERT

Dans 'adressage ouvert, tous les éléments sont conservés dans la table de hachage
elle-méme. En d’autres termes, chaque entrée de la table contient soit un élément de
I’ensemble dynamique, soit NIL. Lorsqu’on recherche un élément, on examine systé-
matiquement les alvéoles de la table jusqu’a trouver I’élément souhaité, ou jusqu’a
ce qu’on s’apergoive que I’élément n’appartient pas a la table. Il n’existe ni listes ni
éléments conservés hors de la table, comme c’était le cas pour le chainage. En adres-
sage ouvert, la table de hachage peut donc se remplir entierement, de telle maniere
que plus aucune insertion ne soit possible ; le facteur de remplissage « ne peut jamais
étre supérieur a 1.

Bien siir, on pourrait conserver les listes chainées servant au chainage a 1’inté-
rieur de la table de hachage, dans les alvéoles inutilisées (voir exercice 11.2.4), mais
I’avantage de I’adressage ouvert est qu’il évite compleétement le recours aux poin-
teurs. Au lieu de suivre des pointeurs, on calcule la séquence d’alvéoles a exami-
ner. La mémoire supplémentaire libérée par la non conservation des pointeurs per-
met d’augmenter le nombre d’alvéoles de la table pour la méme quantité de mé-
moire, ce qui engendre potentiellement moins de collisions et des recherches plus
rapides.

Pour effectuer une insertion a 1’aide de 1’adressage ouvert, on examine Successive-
ment, on sonde comme on dit, la table de hachage jusqu’a ce qu’on trouve une alvéole
vide dans laquelle placer la clé. Au lieu de suivre ’ordre 0, 1, . . . ,m—1 (qui demande
un temps de recherche ®(n)), la séquence des positions sondées dépend de la clé a
insérer. Pour déterminer les alvéoles a sonder, on étend la fonction de hachage pour
y inclure le nombre de sondages (en partant de 0) comme second argument. Ainsi, la
fonction de hachage devient

h:Ux{0,1,....m—1} —-{0,1,..., m—1} .
Avec I’adressage ouvert, il faut que pour chaque clé k, la séquence de sondage
(h(k,0), h(k, 1), ... h(k,m — 1))

soit une permutation de (0, 1, ..., m — 1), de fagon que chaque position de la table
de hachage finisse par étre considérée comme une alvéole pour une nouvelle clé lors
du remplissage de la table. Dans le pseudo-code suivant, on suppose que les éléments
de la table de hachage T sont des clés dépourvues d’informations satellites ; la clé k
est identique a 1’élément contenant la clé k. Chaque alvéole contient soit une clé, soit
NIL (si I’alvéole est vide).
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INSERER-HACHAGE(T, k)

1 i<0

2 répéter j— h(k,i)

3 si T[j] = NIL

4 alors T[j] < k

5 retourner j
6 sinon i «+— i+ 1

7 jusquai=m

8 erreur « débordement de la table de hachage »

L’ algorithme de recherche d’une clé k sonde la méme séquence d’alvéoles que 1’algo-
rithme d’insertion étudié lorsqu’il fallait insérer la clé k. Du coup, la recherche peut
se terminer (par un échec) lorsque elle rencontre une alvéole vide, puisque k aurait
été inséré ici et pas plus loin dans la séquence de sondage. (Cette démonstration
suppose que les clés ne sont pas supprimées de la table de hachage.) La procédure
RECHERCHER-HACHAGE prend en entrée une table de hachage T et une clé k et elle
retourne j s’il s’avere que I’alvéole j contient la clé k, ou NIL si la clé k n’est pas
présente dans la table 7.

RECHERCHER-HACHAGE(T, k)

1 i<0
2 répéter j— h(k,i)
3 siT[jl=k

4 alors retourner j
5 i—i+1

6 jusqu’a T[j]=NILoui=m
7 retourner NIL

La suppression dans une table a adressage ouvert est difficile. Quand on supprime une
clé dans I’alvéole i, on ne peut pas se contenter de marquer 1’alvéole comme étant
vide en y plagant NIL : cela pourrait rendre impossible ’acces a une clé k durant
I’insertion de laquelle on aurait sondé 1’alvéole i et trouvé qu’elle était occupée. Une
solution est de marquer 1’alvéole en y stockant la valeur spéciale SUPPRIMEE au lieu
de NIL. Nous pourrions alors modifier la procédure INSERER-HACHAGE pour traiter
ce type d’alvéoles comme s’il s’agissait d’alvéoles vides susceptibles de recevoir de
nouvelles clé. RECHERCHER-HACHAGE ne nécessite aucune modification, puisque
les valeurs SUPPRIMEE sont sautées lors de la recherche. Toutefois, lorsqu’on pro-
cede de cette manicre, les temps de recherche ne dépendent plus du facteur de rem-
plissage a et on préfere en général choisir la technique de chainage pour résoudre les
collisions lorsque des clés doivent €tre supprimées.

Dans notre analyse, nous faisons 1’hypothese d’un hachage uniforme : on suppose
que chacune des m! permutations possibles de {0, 1,...,m — 1} a autant de chances
de constituer la séquence de sondage de chaque clé. Le hachage uniforme généra-
lise la notion de hachage uniforme simple définie précédemment aux contextes ol
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la fonction de hachage ne produit pas un nombre unique, mais un séquence de son-
dage complete. Cela dit, le véritable hachage uniforme est difficile & implémenter et,
en pratique, on utilisera des approximations pertinentes (comme le double hachage,
défini plus loin).

Trois techniques sont souvent utilisées pour calculer les séquences de sondage
requises pour I’adressage ouvert : le sondage linéaire, le sondage quadratique et le
double hachage. Ces techniques garantissent toutes que (h(k, 0), h(k, 1), ..., h(k,
m — 1)) est une permutation de (0, 1,...,m— 1) pour chaque clé k. Toutefois, aucune
de ces techniques ne vérifie entierement I”hypothése du hachage uniforme, car aucune
d’elles n’est capable de générer plus de m? séquences de sondage différentes (au lieu
des m! requises par le hachage uniforme). Le double hachage détient le plus grand
nombre de séquences de sondage et, comme on pouvait s’y attendre, semble donner
les meilleurs résultats.

a) Sondage linéaire

Etant donnée une fonction de hachage ordinaire /' : U — {0,1,...,m — 1}, appelée
ici fonction de hachage auxiliaire, 1a méthode du sondage linéaire utilise la fonction
de hachage

h(k,i) = (W' (k) + i) mod m

pouri = 0,1,...,m — 1. Etant donnée une clé k, la premiere alvéole sondée est
T[K (k)], ¢’ est-a-dire ’alvéole donnée par la fonction de hachage auxiliaire. On sonde
ensuite 1’alvéole T[A'(k) + 1] et ainsi de suite jusqu’a I’alvéole T[m — 1]. Puis, on
revient aux alvéoles T[0], T[1], .. ., jusqu’a sonder finalement 1’alvéole T[A'(k) — 1].
Comme le sondage initial détermine la séquence de sondage toute enticre, le sondage
linéaire n’utilise que m séquences de sondage distinctes.

Le sondage linéaire est facile a implémenter, mais il souffre d’un probléme dit
grappe premiere. De longues suites d’alvéoles occupées se créent, augmentant ainsi
le temps de recherche moyen. Il se forme des grappes, puisqu’une alvéole vide pré-
cédée de i alvéoles pleines sera la prochaine a étre remplie avec une probabilité de
(i + 1)/m. Les suites d’alvéoles occupées tendent a s’allonger et le temps moyen de
recherche & augmenter.

b) Sondage quadratique

Le sondage quadratique fait appel a une fonction de hachage de la forme

h(k,i) = (W (k) +cyi + cziz) mod m , (11.5)
ou /' est une fonction de hachage auxiliaire, c; et ¢c; # 0 sont des constantes auxi-
liaires et i = 0, 1,...,m — 1. La premiére position sondée est T[/'(k)] ; les positions

suivantes sont décalées selon des valeurs qui forment une fonction quadratique du
numéro de sondage i. Cette méthode fonctionne beaucoup mieux que le sondage li-
néaire, mais pour utiliser completement la table de hachage, les valeurs de ¢y, c; et
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m sont imposées. (Le probleme 11.3 montrera une fagon de choisir ces parametres).
De plus, si la premiere position de sondage est la méme pour deux clés quelconques,
alors leurs séquences de sondage sont les mémes, puisque A(k, 0) = h(k,, 0) implique
h(ky, i) = h(ka, i). Cela conduit a une forme bénigne de la maladie de la grappe, appe-
1ée grappe secondaire. Comme pour le sondage linéaire, le sondage initial détermine
la séquence toute entiere, de sorte que I’on n’a besoin que de m séquences de sondage
distinctes.

¢) Double hachage

Le double hachage est I'une des meilleures méthodes connues pour 1’adressage ou-
vert, car les permutations générées ont nombre des caractéristiques des permutations
choisies aléatoirement. Le double hachage utilise une fonction de hachage de la
forme

h(k, i) = (hy(k) + ihp(k)) mod m |

ou h; et hy sont des fonctions de hachage auxiliaires. La position initiale de sondage
est T[hi(k)] ; les positions de sondage suivantes s’obtiennent par décalage a partir
des positions précédentes, décalage valant /,(k) modulo m. Ainsi, contrairement au
cas des sondages linéaire ou quadratique, la séquence de sondage dépend ici de deux
manieres de la clé k, puisque la position initiale, le décalage, ou les deux, peuvent
varier. La figure 11.5 donne un exemple d’insertion par double hachage.

0
11 79
2
3
41 69
51 98
6
70 72
8
91 14
10
11| 50
12

Figure 11.5 Insertion par double hachage. Nous avons ici une table de hachage de taille 13 avec
hq(k) = k mod 13 et hy(k) = 1 + (k mod 11). Puisque 14 = 1 mod 13 et 14 = 3 mod 11, la clé 14
sera insérée dans |'alvéole vide 9, apres que les alvéoles 1 et 5 auront été examinées et trouvées
occupées.

Le nombre £, (k) doit étre premier avec la taille m de la table de hachage pour que
la table soit parcourue entierement. (Voir exercice 11.4-3.) Un moyen commode de
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garantir cette condition est de prendre pour m une puissance de 2 et de concevoir /)
pour qu’elle produise toujours un nombre impair. Une autre possibilité est de choisir
m premier et de concevoir /i, pour qu’elle retourne toujours un entier positif inférieur
a m. Par exemple, on pourrait prendre m premier et avoir

hi(k) = kmodm,

hy (k) 1 + (k mod m') ,
ol m’ est pris légerement inférieur a m (disons, m — 1). Par exemple, si k = 123456,
m =701 etm’ =700, 0nah;(k) =80 ethy(k) = 257, ce qui donne 80 comme premiére

position de sondage et permet ensuite d’examiner une alvéole sur 257 (modulo m)
jusqu’a ce que la clé soit trouvée ou que chaque alvéole ait été examinée.

Le double hachage représente une amélioration par rapport aux sondages linéaire
et quadratique, au sens ou @(m?) séquences de sondage sont utilisées au lieu de O(m),
puisque chaque paire (h;(k), hy(k)) possible engendre une séquence de sondage dis-
tincte. Ainsi, les performances du double hachage semblent tres proches de celle du
schéma « idéal » du hachage uniforme.

d) Analyse de I'adressage ouvert

Notre analyse de I’adressage ouvert, comme celle du chainage, s’exprime en fonction
du facteur de remplissage a = n/m de la table de hachage, quand n et m tendent vers
I’infini. Bien siir, avec I’adressage ouvert, on a au plus un élément par alvéole et donc
n < m, ce qui implique o < 1.

On suppose qu’on utilise un hachage uniforme. Dans ce schéma idéalisé, la sé-
quence de sondage (h(k, 0), h(k, 1), ..., h(k, m — 1)) employée pour insérer ou re-
chercher chaque clé k la méme probabilité d’étre ’'une quelconque des permutations
de (0,1,...,m—1). Bien sir, une clé donnée est associée a une séquence de sondage
unique ; ce qu’on entend par 12 est que, si ’on considere la distribution de probabi-
lité sur I’espace des clés et I’action de la fonction de hachage sur les clés, toutes les
séquences de sondage possibles sont équiprobables.

Nous allons maintenant analyser le nombre attendu de sondages pour le hachage
par adressage ouvert dans 1’hypotheése d’un hachage uniforme, en commencant par
une analyse du nombre de sondages effectués lors d’une recherche infructueuse.

Théoreme 11.6 Etant donnée une table de hachage pour adressage ouvert avec un
facteur de remplissage o = n/m < 1, le nombre moyen de sondages pour une re-
cherche infructueuse vaut au plus 1/(1 — ), si I’on suppose que le hachage est
uniforme.

Démonstration : Lors d’une recherche infructueuse, chaque sondage hormis le
dernier accede a une alvéole occupée qui ne contient pas la clé voulue et la der-
niere alvéole sondée est vide. Définissons la variable aléatoire X comme étant le
nombre de sondages faits au cours d’une recherche infructueuse, et définissons 1’évé-
nement A;, pour i = 1,2,..., comme étant I’événement dans lequel il y a un ieme
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sondage qui détecte une alvéole occupée. Alors, I’événement {X > i} est I'intersec-
tion des événements A; N A, N --- N A;_;. Nous allons borner Pr {X > i} en bornant
Pr{A;NA,N---NA;_}. D apres I’exercice C.26,

PI‘{A] ﬂAzﬂ ﬂAi_l} =PI'{A1} 'PI‘{A2 ‘Al} 'PI‘{A3 |A1 ﬂAz}
PI'{Ai_l |A1 ﬂAzﬂ ﬂAi_z} .

Comme il y a n éléments et m alvéoles, Pr {A;} = n/m. Pour j > 1, la probabilité qu’il
y ait un jéme sondage qui détecte une alvéole occupée, sachant que les j — 1 premiers
sondages avaient détecté des alvéoles occupées, est (n — j + 1)/(m — j + 1). Cette
probabilité s’explique ainsi : on est en train de trouver I’'un des (n — (j — 1)) éléments
restants dans 1’une des (m — (j — 1)) alvéoles non examinées ; or, d’apres 1’hypothese
de hachage uniforme, la probabilité est le rapport de ces quantité. En observant que
n < m entraine que (n — j)/(m —j) < n/m pour tout j tel qu 0 < j < m, on a pour tout
itelque 1 <i<m,

n n—1 n—2 n—i+2

PriX>i = .
r{ i} m m—1 m—2 m—i+2

()

i—1

N

= a

Nous utilisons maintenant 1’équation (C.24) pour borner le nombre attendu de son-
dages :

E[X]

i Pr{X >i}
i=1

/A
™
Q& .

\

l—o Qa

La borne précédente 1+o+a>+a+- - - aune interprétation intuitive. Il y a toujours
au moins un sondage. Avec une probabilité d’environ «, le premier sondage trouve
une alvéole occupée, ce qui justifie alors un second sondage. Avec une probabilité
d’environ o, les deux premicres alvéoles sondées sont occupées, de sorte qu’il faut
un troisieme sondage, etc.

Si a est une constante, le théoreme 11.6 prédit qu’une recherche infructueuse
s’exécute en temps O(1). Par exemple, si la table de hachage est a moitié pleine, le
nombre moyen de sondages d’une recherche infructueuse est au plus 1/(1 —0,5) = 2.
Si elle est remplie 2 90%, le nombre moyen de sondages vaut au plus 1 /(1—0,9) = 10.

Le théoreme 11.6 donne les performances de la procédure INSERER-HACHAGE
presque immédiatement.
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Corollaire 11.7 Insérer un élément dans une table de hachage pour adressage ouvert
dotée d’un facteur de remplissage o demande au plus 1 /(1—a) sondages en moyenne,
dans I’hypothese ou il y a hachage uniforme.

Démonstration : Un élément n’est inséré que s’il y a de la place dans la table, et
donc que si a < 1. L’insertion d’une clé équivaut a une recherche infructueuse, suivie
du placement de la clé dans la premiere alvéole trouvée. Donc, le nombre attendu de
sondages vaut au plus 1/(1 — o). Qa

Le calcul du nombre attendu de sondages pour une recherche réussie demande un
peu plus de travail.

Théoreme 11.8 Etant donnée une table de hachage pour adressage ouvert ayant un
facteur de remplissage o < 1, le nombre moyen de sondages pour une recherche
Sfructueuse vaut au plus

1 1
—In
a |1—«o

9

en supposant que le hachage est uniforme et que chaque clé de la table a autant de
chance d’étre recherchée que les autres.

Démonstration : La recherche d’une clé k suit la méme séquence de sondage que
celle utilisée pour insérer I’élément de clé k. D’apres le corollaire 11.7, si k était la
(i + 1)ieme clé insérée dans la table de hachage, le nombre attendu de sondages effec-
tués lors d’une recherche de la clé k vaut au plus 1/(1 — i/m) = m/(m — i). Si 'on
fait la moyenne sur les n clés de la table de hachage, on obtient le nombre moyen de
sondages lors d’une recherche fructueuse :

1"21 m B mel
ne—m-—i T oon —m — i
i=0 i=0
1
= a(Hm_Hmfn)a

oOuH,; = E;zl 1 /j est le iéme nombre harmonique (tel que défini dans 1’équation (A.7)).
En utilisant la technique décrite a la section A.2 consistant a borner une sommation
par une intégrale, on obtient

1 1 m
—(H,, — H,,_, 1/k
—( ) >

k=m—n+1

N

/ (1/x)dx (d’apres I'inégalité (A.12))

m

—_—
=

1
l—a
comme borne pour le nombre attendu de sondages lors d’une recherche fructueuse. U4

RiIm Q= R~
=3

3

|

S
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Si la table de hachage est a moitié remplie, le nombre attendu de sondages lors
d’une recherche fructueuse est inférieur a 1,387. Si la table de hachage est remplie a
90 %, ce nombre moyen est inférieur a 2,559.

Exercices

11.4.1 On considere I'insertion des clés 10,22,31,4,15,28,17, 88,59 dans une table de
hachage de longueur m = 11 en utilisant I’adressage ouvert avec pour fonction de hachage
auxiliaire 4’(k) = k mod m. Tllustrer le résultat de 1’insertion de ces clés par sondage linéaire,
par sondage quadratique avec ¢ = 1 et ¢, = 3, et par double hachage avec h,(k) = 1 + (k mod

(m —1)).

11.4.2 Ecrire un pseudo code pour la procédure SUPPRIMER-HACHAGE telle que définie
dans le texte, et modifier INSERER-HACHAGE pour qu’elle geére la valeur spéciale SUPPRI-
MEE.

11.4.3 x Supposons que I’on utilise le double hachage pour gérer les collisions ; autrement
dit, on utilise la fonction de hachage h(k,i) = (h;(k) + ihy(k)) mod m. Montrer que, si m et
hy (k) ont un plus grand commun diviseur d > 1 pour une certaine clé k, alors une recherche
infructueuse de la clé k examine (1/d) % de la table de hachage avant de revenir a 1’alvéole
hi(k). Donc, quand d = 1, auquel cas m et h,(k) sont premiers entre eux, la recherche risque
de balayer toute la table de hachage. (Conseil : Voir chapitre 31).

11.4.4 On considere une table de hachage a adressage ouvert avec hachage uniforme. Don-
ner des majorants pour le nombre moyen de sondages par recherche infructueuse et pour le
nombre attendu de sondages par recherche fructueuse, pour un facteur de remplissage égal a
3/4 puis a7/8.

11.4.5 x On considere une table de hachage a adressage ouvert ayant un facteur de remplis-
sage a. Trouver la valeur non nulle o pour laquelle le nombre moyen de sondages dans une
recherche infructueuse vaut deux fois le nombre moyen de sondages dans une recherche fruc-
tueuse. Utiliser les majorants donnés par les théoremes 11.6 et 11.8 concernant ces nombres
moyens de sondages.

11.5*HACHAGE PARFAIT

Le hachage s’utilise le plus souvent pour ses excellentes performances moyennes,
mais il donne aussi des performances excellentes dans le cas le plus défavorable
quand I’ensemble des clés est statique : une fois les clés stockées dans la table, I’en-
semble des clés ne change plus. Certaines applications gerent des ensembles statiques
de clés : ensemble des mots réservés d’un langage de programmation ; ensemble des
noms de fichier sur un CD-ROM ; etc. On dit d’une technique de hachage que c’est
un hachage parfait si le nombre d’acces mémoire requis pour faire une recherche
est, dans le cas le plus défavorable, O(1).
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L’idée fondamentale pour créer un mécanisme de hachage parfait est simple. On
utilise une stratégie de hachage a deux niveaux, avec un hachage universel a chaque
niveau. La figure 11.6 illustre cette démarche.

Le premier niveau est essentiecllement le méme que pour le hachage avec chai-
nage : les n clés sont hachées vers m alvéoles, a 1’aide d’une fonction de hachage &
soigneusement sélectionnée dans une famille de fonctions de hachage universelles.

Mais au lieu de créer une liste des clés dont le hachage a abouti a 1’alvéole j,
on utilise une petite fable de hachage secondaire S; ayant une fonction de hachage
associée h;. En choisissant avec soin les fonctions de hachage hj, on peut garantir
qu’il n’y aura pas de collisions au niveau secondaire.

Pour assurer qu’il n’y aura pas de collisions au niveau secondaire, nous devons
cependant faire en sorte que la taille m; de la table de hachage S; soit le carré du
nombre n; de clés hachées vers I’alvéole j. Ce genre de dépendance quadratique entre
mj et n; peut sembler de nature a engendrer des besoins excessifs en matiere de ca-
pacité globale de stockage ; mais nous montrerons que, si I’on choisit bien la fonc-
tion de hachage du premier niveau, la quantité totale attendue d’espace est encore
O(n).

T mgy ag bojo\
of —f={1]o]o0 |10\
WL my ay by ° 52
o —>{4 |10|18|60|75|/|/|
L
WL L ms ds bsfi
si —t>{1]0]o]70]
6 / my a; by /_/SR
1 —>9 |23|88I40|/|/|37|/|/|/|/|22\
s
Figure 11.6 Utilisation du hachage parfait pour stocker I'ensemble

= {10,22,37,40,60,70,75}. La fonction de hachage extérieure est h(k) = ((ak + b) mod
p)modm, aveca =3, b =42, p = 101 et m = 9. Par exemple, h(75) = 2, et donc la clé 75 est
hachée vers I'alvéole 2 de la table T. Une table de hachage secondaire S; stocke toutes les clés
hachées vers I'alvéole j. La taille de la table de hachage S; est m;, et la fonction de hachage
associée est h;(k) = ((ajk + bj) mod p) mod m;. Comme h,(75) = 1, la clé 75 est stockée dans
I'alvéole 1 de la table de hachage secondaire S,. Comme il ny a pas de collisions dans aucune
des tables de hachage secondaires, la recherche prend un temps constant dans le cas le plus
défavorable.

Nous utilisons des fonctions de hachage prises dans les classes universelles de
fonctions de hachage de la section 11.3.3. La fonction de hachage de premier niveau
est choisie dans la classe H), ,, ou, comme a la section 11.3.3, p est un nombre pre-
mier plus grand que toutes les valeurs de clé. Les clés hachées vers 1’alvéole j sont
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rehachées vers une table de hachage secondaire S; de taille m;, via une fonction de
hachage h; choisie dans la classe H,, ;. ("

Nous allons procéder en deux temps. Primo, nous allons voir comment garantir
que les tables secondaires n’aient pas de collisions. Secundo, nous allons montrer
que la quantité attendue de mémoire utilisée en tout (table de hachage principale,
plus toutes les tables de hachage secondaires) est O(n).

Théoréme 11.9 Si [’on stocke n clés dans une table de hachage de taille m = n?

via une fonction de hachage h choisie aléatoirement dans une classe universelle de
fonctions de hachage, alors la probabilité d’avoir des collisions est inférieure a 1 /2.

Démonstration : 1y a ( ) paires de clés susceptibles d’entrer en collision ; chaque
paire présente une probabilité de collision de 1/m si h est choisie aléatoirement dans
une famille universelle H de fonctions de hachage. Soit X une variable aléatoire qui
compte le nombre de collisions. Quand m = n2, le nombre attendu de collisions est

()

n—n 1

E[X]

< 1/2.

(Notez que cette analyse ressemble a celle du paradoxe des anniversaires, vu a la
section 5.4.1.) En appliquant 1’inégalité de Markov (C.29), Pr{X >t} < E[X] / f,
avec ¢ = 1 on termine la démonstration.

Dans la situation décrite dans le théoreme 11.9, ol m = n?, il s’ensuit qu’une
fonction de hachage & choisie aléatoirement dans H a plus de chances de ne pas avoir
de collisions que d’en avoir. Etant donné I’ensemble K des n clés a hacher (rappelez-
vous que K est statique), il est donc facile de trouver une fonction de hachage 4 sans
collision avec quelques essais aléatoires.

Cependant, quand 7 est grand, une table de hachage de taille m = n” est excessive.
On adopte donc une stratégie de hachage & deux niveaux, et I’on utilise la démarche
du théoréeme 11.9 uniquement pour hacher les éléments au sein de chaque alvéole.
Une fonction de hachage h extérieure (de premier niveau) sert a hacher les clés vers
m = n alvéoles. Ensuite, si nj clés sont hachées vers I’alvéole j, une table de hachage
secondaire S; de taille m; = nj2 permet de faire des consultations en temps constant et
sans risque de collision.

Attaquons-nous maintenant au probleme de garantir que la mémoire globalement
utilisée est O(n). Comme la taille m; de la jéme table de hachage secondaire croit de
fagon quadratique avec le nombre n; de clés stockées, il y a risque que la quantité
totale de mémoire soit excessive.

(1) Quand n; = m; = 1, on n’a pas vraiment besoin de fonction de hachage pour I’alvéole j ; quand on choisit
une fonction de hachage h, ;(k) = ((ak + b) mod p) mod m; pour une telle alvéole, on se contente de faire
a=b=0.
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Si la taille de la table de premier niveau est m = n, alors la quantité de mémoire
consommeée est O(n) pour la table de hachage principale, pour le stockage des tailles
mj des tables de hachage secondaires et pour le stockage des parametres a; et b;
définissant les fonctions de hachage secondaires /; extraites de la classe Hp,,; de la
section 11.3.3 (sauf quand n; = 1 et que I’on fait a = b = 0). Le théoreme suivant et
un corollaire fournissent une borne pour les tailles combinées attendues de toutes les
tables de hachage secondaires. Un second corollaire borne la probabilité que la taille
combinée de toutes les tables de hachage secondaires soit supra linéaire.

Théoréme 11.10 Si on stocke n clés dans une table de hachage de taille m = n via une
fonction de hachage h choisie aléatoirement dans une classe universelle de fonctions

de hachage, alors
m—1
e[S <2

Jj=0
o n; est le nombre de clés hachées vers ’alvéole j.

Démonstration : Nous commencerons par I’identité suivante, vérifiée pour tout

entier non négatif a :
a2=a+2<‘2’>. (11.6)

Ona

m—1
|3
j=0
m—1 n
= E [Z <nj +2 ( 2’) ﬂ (d’apres I’équation (11.6))
j=0

m—1
Z (nj )] (d’apres la linéarité de 1’espérance)

m—1
= E[n]+2E [Z ("fﬂ (d’aprés I"équation (11.1))

- 2
J=0
m—1 n:
= n+2E [Z ( 2’ ] (car n n’est pas une variable aléatoire) .
j=0

c —1 :
Pour évaluer la somme Z;io ('), observons que c’est en fait le nombre total de

collisions. D’apres les propriétés du hachage universel, la valeur attendue de cette

somme est au plus
n\ 1 nn—-1 n-1
2)m- 2m 2
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carm =n.D’ou,

7

m—1
-1
Elanl <n+2nT=2n—1<2n.
=0

Corollaire 11.11 Si [’on stocke n clés dans une table de hachage de taille m = n, via
une fonction de hachage h choisie aléatoirement dans une classe universelle de fonc-
tions de hachage, et si l’on prend pour chaque table de hachage secondaire une taille
mj = nJ2 (pour j = 0,1,...,m — 1), alors la quantité moyenne de mémoire requise
par toutes les tables de hachage secondaires d’une stratégie de hachage parfait est
inférieure a 2n.

Démonstration : Puisque m; = nj2 pourj=0,1,...,m—1,le théoréme 11.10 donne
m—1 m—1

Elzmj] =E[Zn}‘| <2n, (11.7)
=0 j=0

ce qui termine la démonstration. a

Corollaire 11.12 Si [’on stocke n clés dans une table de hachage de taille m = n,
via une fonction de hachage h choisie aléatoirement dans une classe universelle de
fonctions de hachage, et si I’on prend pour chaque table de hachage secondaire une
taille m; = ng (pour j = 0,1,...,m — 1), alors la probabilité que l’espace total
consommé pour les tables de hachage secondaires dépasse 4n est inférieure a 1/2.

Démonstration :  On applique derechef I'inégalité de Markov (C.29),
Pr{X > t} < E[X] /1, cette fois pour I’inégalité (11.7), avec X = Zj";al mjett=4n:

m—1 m—1
B[N m]  2n
Pr ij>4n} = Y
{1':0 4n 4n

Q

D’apres le corollaire 11.12, on voit que, si I’on teste un petit nombre de fonctions
de hachage choisies aléatoirement dans la famille universelle, on obtient tres vite une
fonction qui consomme un volume raisonnable de mémoire.

Exercices

11.5.1 x Supposons que 1’on insere n clés dans une table de hachage de taille m, via adres-
sage ouvert et hachage uniforme. Soit p(n, m) la probabilité qu’il n’y ait pas de collisions.
Montrer que p(n,m) < e~ ""=D/2"_(Conseil : Voir équation (3.11).) Prouver que, quand n
dépasse +/m, la probabilité d’éviter les collisions tend rapidement vers zéro.
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PROBLEMES

11.1. Borne de plus long sondage pour hachage

Une table de hachage de taille m sert a stocker n éléments, avec n < m/2. Les colli-
sions sont résolues par adressage ouvert.

a. En faisant I’hypothese d’un hachage uniforme, montrer que pouri = 1,2,...,n,
la probabilité pour que la iéme insertion nécessite plus de k sondages vaut au plus
27k,

b. Montrer que, pouri = 1,2, ..., n, la probabilité pour que la iéme insertion néces-
site plus de 2 1g n sondages est au plus 1/n2.

Soit la variable aléatoire X; représentant le nombre de sondages requis par la iéme
insertion. On a montré dans la partie (b) que Pr {X; > 21gn} < 1/n?. Soit la variable
aléatoire X = max;;<, X; représentant le nombre maximal de sondages requis par
I’une quelconque des n insertions.

¢. Montrer que Pr{X > 2lgn} < 1/n.

d. Montrer que la longueur attendue E [X] de la séquence de sondage la plus longue
est O(lgn).

11.2. Borne de la taille d’une alvéole pour chainage

On suppose qu’on a une table de hachage avec n alvéoles et que les collisions sont
résolues par chainage, et on suppose que n clés sont insérées dans la table. Chaque clé
a des chances égales d’étre hachée vers chaque alvéole. Soit M le nombre maximal
de clés dans une alvéole quelconque, apres que toutes les clés ont été insérées. Votre
mission est de prouver un majorantO(lg n/ 1glg n) sur E [M], espérance de M.

a. Montrer que la probabilité O pour que k clés exactement soient hachées vers une
alvéole particuliere est donnée par la formule

N 1\"*(n
=(-) (1--) .
O (n) ( n (k>
b. Soit Py la probabilité pour que M = k, c’est-a-dire pour que I’alvéole contenant le
plus de clés en contienne k. Montrer que Py < nQk.
¢. Utiliser la formule de Stirling (équation (3.17)) pour montrer que Oy < ek / K~
d. Silon définit ko = clgn/lglgn, montrer qu’il existe une constante ¢ > 1 telle
que Ok, < 1/n*. En déduire que Py < 1/n? pour k > ko = clgn/lIglgn.
e. Montrer que
1 1 1
EM]<PriM> 200 yprdmg SELL 8
Iglgn Iglgn] lglgn
En déduire que E [M] = O(lgn/1g1gn).
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11.3. Sondage quadratique

Supposons qu’on doive rechercher une clé k& dans une table de hachage comportant
les emplacements 0, 1,...,m — 1 et qu’on dispose d’une fonction de hachage & éta-
blissant une correspondance entre 1’espace des clés et I’ensemble {0, 1,...,m — 1}.
Le schéma de recherche est le suivant.

1) Calcul de la valeur i < h(k) et initialisation de j < O.

2) Sondage de la position i pour la clé k désirée. En cas de succes, ou si la position
est vide, stopper la recherche.

3) Initialisation de j «— (j + 1) mod m et i < (i +j) mod m, et retourner a 1’étape 2.
On suppose que m est une puissance de 2.

a. Montrer que ce schéma est un cas particulier du schéma général du « sondage
quadratique », en exhibant les constantes c¢; et ¢, idoines pour 1’équation (11.5).

b. Démontrer que, dans le cas le plus défavorable, cet algorithme examine chaque
position de la table.

11.4. Hachage k-universel et authentification

Soit H = {h} une classe de fonctions de hachage dans laquelle chaque fonction &
établit une correspondance entre I’univers U des cléset {0, 1,...,m — 1}. On dit que
'H est k-universelle si, pour toute séquence fixée de k clés distinctes (xj,x2, ..., Xg)
et pour toute fonction A choisie au hasard dans H, la séquence (h(x)), A(x2), ...,
h(x)) a des chances égales d’étre I’'une quelconque des m* séquences de longueur k
d’éléments pris dans {0, 1,...,m — 1}.

a. Montrer que, si H est 2-universelle, alors elle est universelle.

b. Soit U I’ensemble des n-uplets de valeurs prises dans Z,, et soit B = Z,, ou p
est premier. Pour tout n-uplet a = (ao, ay, ..., a,—1) de valeurs de Z,, et pour
tout b € Z,, on définit la fonction de hachage h,;, : U — B qui, a un n-uplet
x = (xg,x1,...,X,—1) de U, associe

n—1
Bap(x) = <Z axj + b) mod p

J=0

et soit H = {h,;}. Montrer que H est 2-universelle.

¢. Alice et Bob se sont secretement entendus pour choisir une fonction de hachage
hap dans une famille 2-universelle H de fonctions de hachage. Pus tard, Alice
envoie un message m a Bob via Internet, avec m € U. Elle authentifie ce message
pour Bob en envoyant également une balise d’authentification = h, ;(m), et Bob
vérifie que la paire (m, 1) qu’il regoit satisfait a = h, ;(m). Supposez qu’un espion
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intercepte (m, f) en route et essaie de tromper Bob en remplacant la paire par une
autre paire (m’,t'). Montrer que la probabilité pour que I’espion réussisse a duper
Bob en lui faisant accepter (m’, ') est au plus 1/p, quelle que soit la puissance de
traitement informatique dont dispose I’espion.

NOTES

Knuth [185] et Gonnet [126] sont d’excellentes références pour 1’analyse des algorithmes
de hachage. Knuth attribue a H. P. Luhn (1953) I’invention des tables de hachage, ainsi que
la méthode de résolution des collisions par chainage. A peu prés a la méme époque, G. M.
Amdahl jeta les bases de I’adressage ouvert.

Carter et Wegman ont introduit la notion de classes universelles de fonctions de hachage
en 1979 [52].

Fredman, Komlés et Szemerédi [96] ont inventé la stratégie du hachage parfait pour en-
sembles statiques, étudiée a la section 11.5. Une extension de leur méthode aux ensembles
dynamiques, avec gestion des insertions et des suppressions en temps moyen amorti O(1), a
été donnée par Dietzfelbinger et d’autres. [73].
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Chapitre 12

Arbres binaires de recherche

Les arbres'" de recherche sont des structures de données pouvant supporter nombre
d’opérations d’ensemble dynamique, notamment RECHERCHER, MINIMUM, MAXI-
MUM, PREDECESSEUR, SUCCESSEUR, INSERER et SUPPRIMER. Un arbre de re-
cherche peut donc servir aussi bien de dictionnaire que de file de priorités.

Les opérations basiques sur un arbre binaire de recherche dépensent un temps pro-
portionnel a la hauteur de I’arbre. Pour un arbre binaire complet a n noeuds, ces opé-
rations s’exécutent en @(lgn) dans le cas le plus défavorable. En revanche, quand
I’arbre se réduit a une chaine linéaire de n nceuds, les mémes opérations requierent un
temps O(n) dans le cas le plus défavorable. Nous verrons a la section 12.4 que la hau-
teur attendue d’un arbre binaire de recherche construit aléatoirement est O(Ign), ce
qui fait que les opérations de base d’ensemble dynamique sur un tel arbre requicrent
un temps O(lgn) en moyenne.

En pratique, on ne peut pas toujours assurer que les arbres binaires de recherche
sont construits aléatoirement, mais certaines variantes de ces arbres permettent de
garantir de bonnes performances dans le cas le plus défavorable pour les opérations
fondamentales. Une de ces variantes, les arbres rouge-noir dont la hauteur est O(1g n),
est présentée au chapitre 13. Le chapitre 18 introduit les B-arbres, qui sont parti-
culicrement efficaces pour gérer des bases de données sur des espaces de stockage
secondaire (disques) a acces aléatoire.

Apres une présentation des propriétés fondamentales des arbres binaires de re-
cherche, les sections suivantes expliquent comment parcourir un tel arbre pour affi-
cher les valeurs en ordre trié, comment y rechercher une valeur particulieére, comment

(1) Dans cette section, ainsi qu’aux chapitres 13 et 14, nous emploierons le terme « arbre » par abus de
langage, en lieu et place « d’arborescence ». (Voir annexe B .)
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trouver I’élément minimal ou maximal, comment trouver le prédécesseur ou le suc-
cesseur d’un élément et comment insérer ou supprimer un élément. Les propriétés
mathématiques fondamentales des arbres sont présentées a I’annexe B.

12.1 QU’EST-CE QU'UN ARBRE BINAIRE DE RECHERCHE ?

Comme son nom 1’indique, un arbre binaire de recherche est organisé comme un
arbre binaire, ainsi qu’on peut le voir a la figure 12.1. On peut le représenter par
une structure de données chainée dans laquelle chaque nceud est un objet. En plus du
champ clé et des données satellites, chaque nceud contient les champs gauche, droite
et p qui pointent sur les nceuds correspondant respectivement a son enfant de gauche,
a son enfant de droite et a son parent. Si le parent, ou I’'un des enfant, est absent,
le champ correspondant contient la valeur NIL. Le nceud racine est le seul nceud de
I’arbre dont le champ parent vaut NIL.

(a) (b)

Figure 12.1 Arbres binaires de recherche. Pour un nceud x, les clés du sous-arbre de gauche
de x valent au plus clé[x] et celles du sous-arbre de droite valent au moins clé[x]. Des arbres
binaires de recherche différents peuvent représenter le méme ensemble de valeurs. Le temps
d’exécution, dans le cas le plus défavorable, pour la plupart des opérations d'arbre de recherche
est proportionnel a la hauteur de I'arbre. (a) Un arbre binaire de recherche de 6 nceuds et de
hauteur 2. (b) Un arbre binaire de recherche moins efficace de hauteur 4, contenant les mémes
clés.

Les clés d’un arbre binaire de recherche sont toujours stockées de maniére a satis-
faire a la propriété d’arbre binaire de recherche

Soit x un neeud d’un arbre binaire de recherche. Si y est un nceud du sous-arbre de
gauche de x, alors clé[y] < clé[x]. Siy est un nceud du sous-arbre de droite de x, alors
clélx] < clély].

Ainsi, dans la figure 12.1(a), la clé de la racine est 5, les clés 2, 3 et 5 de son sous-
arbre de gauche sont inférieures ou égales a 5 et les clés 7 et 8 de son sous-arbre de
droite sont supérieures ou égales a 5. La propriété reste valable pour chaque nceud de
I’arbre. Par exemple, la clé 3 de la figure 12.1(a) n’est pas inférieure a la clé 2 de son
sous-arbre de gauche, ni supérieure a la clé 5 de son sous-arbre de droite.
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La propriété d’arbre binaire de recherche permet d’afficher toutes les clés de
I’arbre dans 1’ordre trié a ’aide d’un algorithme récursif simple, appelé parcours
infixe : 1a clé de la racine d’un sous-arbre est imprimée entre les clés du sous-arbre de
gauche et les clés du sous-arbre de droite. (De mé&me, un parcours préfixe imprimera
la racine avant les valeurs de chacun de ses sous-arbres et un parcours postfixe
imprimera la racine apres les valeurs de ses sous-arbres.) Pour imprimer tous les
éléments d’un arbre binaire de recherche 7" a ’aide de la procédure suivante, on
appelle PARCOURS-INFIXE(racine[T]).

PARCOURS-INFIXE(x)

1 six # NIL

2 alors PARCOURS-INFIXE(gauche[x])
3 afficher clé[x]

4 PARCOURS-INFIXE(droite[x])

Par exemple, le parcours infixe imprimera les clés de chacun des deux arbres de la fi-
gure 12.1 dans ’ordre 2,3, 5,5, 7, 8. La validité de I’algorithme se déduit directement
par récurrence de la propriété d’arbre binaire de recherche. Le parcours d’un arbre
binaire de recherche a n nceuds prend un temps @ (n) puisque, apres le premier appel,
la procédure est appelée récursivement exactement deux fois pour chaque nceud de
I’arbre (une fois pour son enfant de gauche et une fois pour son enfant de droite). Le
théoreme suivant donne une démonstration plus formelle du fait qu’il faut un temps
linéaire pour faire un parcours infixe de 1’arbre.

Théoreme 12.1 Si x est la racine d’un sous-arbre a n nceuds, alors I’appel
PARCOURS-INFIXE(x) prend un temps O(n).

Démonstration : Soit T(n) le temps que met PARCOURS-INFIXE quand on I’appelle
pour la racine d’un sous-arbre a n nceuds. PARCOURS-INFIXE prend une petite quan-
tité de temps constante pour un sous-arbre vide (pour faire le test x # NIL), et donc
T(0) = c ou c est une certaine constante positive.

Pour n > 0, supposons que PARCOURS-INFIXE soit appelée sur un nceud x dont le
sous-arbre de gauche a k nceuds et dont le sous-arbre de droite an — k — 1 nceuds. Le
temps d’exécution de PARCOURS-INFIXE(x) est T(n) = T(k)+T(n—k—1)+d, d étant
une constante positive qui reflete le temps d’exécution de PARCOURS-INFIXE quand
on ne tient pas compte du temps consommé dans les appels récursifs.

On va utiliser la méthode de substitution pour montrer que 7(n) = O(n) en prouvant
que T(n)=(c+dn+c.Pourn=0,ona(c+d)-0+c=c=T(0).Pourn > 0,0na

T(n) = Tk)+Tn—k—1)+d
= (c+dk+c)+(c+d)(n—k—1)+c)+d
= (c+dn+c—(c+d)+c+d
= (c+dn+c,
ce qui termine la démonstration. u
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Exercices

12.1.1 Dessiner des arbres binaires de recherche de hauteur 2,3,4,5 et 6 pour le méme
ensemble de clés {1,4,5,10,16,17,21}.

12.1.2 Quelle est la différence entre la propriété d’arbre binaire de recherche et la propriété
de tas min (voir page 123) ? Est-ce que la propriété de tas min permet d’afficher en ordre trié
et en temps O(n) les clés d’un arbre de n nceuds ? Justifier la réponse.

12.1.3 Donner un algorithme non récursif qui effectue un parcours infixe. (conseil : 1l existe
une solution simple qui fait appel a une pile comme structure de données auxiliaire et une
solution plus compliquée, mais plus €légante, qui n’utilise aucune pile mais qui suppose
qu’on peut tester 1’égalité de deux pointeurs.)

12.1.4 Donner des algorithmes récursifs qui effectuent les parcours préfixe et postfixe en un
temps @(n) sur un arbre a n neeuds.

12.1.5 Montrer que, puisque le tri de n éléments prend un temps (n1g n) dans le cas le plus
défavorable dans le modele de comparaison, tout algorithme basé sur ce modele qui construit
un arbre binaire de recherche a partir d’une liste arbitraire de n éléments s’effectue au pire en
Qnlgn).

12.2 REQUETE DANS UN ARBRE BINAIRE DE RECHERCHE

Une opération trés courante sur un arbre binaire de recherche est la recherche d’une
clé stockée dans 1’arbre. En dehors de I’opération RECHERCHER, les arbres binaires
de recherche peuvent supporter des requétes comme MINIMUM, MAXIMUM, SUC-
CESSEUR et PREDECESSEUR. Dans cette section, on examinera ces opérations et on
montrera que chacune peut s’exécuter dans un temps O(h) sur un arbre binaire de
recherche de hauteur 4.

a) Recherche

On utilise la procédure suivante pour rechercher un nceud ayant une clé donnée dans
un arbre binaire de recherche. Etant donné un pointeur sur la racine de 1’arbre et une
clé k, ARBRE-RECHERCHER retourne un pointeur sur un nceud de clé & s’il en existe
un ; sinon, elle retourne NIL.

ARBRE-RECHERCHER(x, k)
1 six=NIL ouk = clé[x]

2 alors retourner x
3 sik < clé[x]
4 alors retourner ARBRE-RECHERCHER(gauche|[x], k)

5 sinon retourner ARBRE-RECHERCHER ((droite[x], k)
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La procédure commence sa recherche a la racine et suit un chemin descendant,
comme le montre la figure 12.2. Pour chaque nceud x qu’elle rencontre, elle com-
pare la clé k avec clé[x]. Si les deux clés sont égales, la recherche est terminée. Si
k est plus petite que clé[x], la recherche continue dans le sous-arbre de gauche de
x puisque la propriété d’arbre binaire de recherche implique que k ne peut pas se
trouver dans le sous-arbre de droite. Symétriquement, si k est plus grande que clé[k],
la recherche continue dans le sous-arbre de droite. Les nceuds rencontrés pendant la
récursivité forment un chemin descendant issu de la racine de ’arbre, et le temps
d’exécution de ARBRE-RECHERCHER est donc O(h) si & est la hauteur de 1’arbre.

Figure 12.2 Interrogations d'un arbre binaire de recherche. Pour rechercher la clé 13 dans
I'arbre, on suit le chemin 15 — 6 — 7 — 13 en partant de la racine. La clé minimale de |'arbre
est 2, qu’on peut atteindre en suivant les pointeurs gauche a partir de la racine. La clé maxi-
male 20 est trouvée en suivant les pointeurs droite a partir de la racine. Le successeur du nceud
de clé 15 est le nceud de clé 17, puisque c’est la clé minimale du sous-arbre de droite de 15. Le
noeud de clé 13 ne possédant pas de sous-arbre de droite, son successeur est le premier de ses
ancétres (en remontant) dont I'enfant de gauche est aussi un ancétre. Ici, c’est donc le nceud de
clé 15.

La méme procédure peut étre réécrite de facon itérative, en « déroulant » la récur-
sivité pour en faire une boucle tant que. Sur la plupart des ordinateurs, cette version
est plus efficace.

ARBRE-RECHERCHER-ITERATIF(x, k)

1 tant que x # NIL et k # clé[x]
2 faire si k < clé[x]

3 alors x < gauche[x]
4 sinon x < droite[x]
5