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CHAPTER 1

Fonctions spéciales

Dans ce chapitre, nous allons étudier les propriétés de certaines fonctions spéciales
qui ont des propri¢tés intéressantes et utiles en physique, en méchanique, en ingénicrie
et dans d’autres domaines scientifiques. Elles apparaissent fréquemment dans la résolution
d’équations différentielles et d’autres problemes mathématiques complexes. Plus précisément,

nous allons nous concentrer sur les fonctions Gamma d’Euler, Beta et Mittag-Leffler.

1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1. On appelle fonction Gamma (la fonction factorielle), la fonction définie

par l'intégrale suivant, ou la variable apparait comme un paramétre:
o0
['(«) :/ t*te7tdt, a > 0. (1.1)
0

L’intégrale (1.1) est uniformément convergente pour tout « € [a,b], avec 0 < a < b < 0.
Dong, I'(a) est une fonction continue pour tout a > 0.

Une autre définition pour la fonction Gamma comme limite est donnée par:

lpya—1
['(a) = lim BT Ya>0.
n—oo (),

(a+n—1)(a+n—-2)...(a+ Dafa—1)!
(a—1)!

(@), =

=(a+n—-1)(a+n—-2)..(a+1a
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Propriétés de fonction Gamma
L. T(a+1) =al'(a), Ya € RY .
2. T'(n)=(n—1)!, Vn € N*.
3. (1) =1
4. 0() = /().
Preuve
1. En faisant une intégtration par parties de (1.1), on obtient

Y(a) = [—e 1t HE + (a — 1)/ e 2 dt
0

=(a—1DI'(a—1), Va > 1.

2. En particulier, quand o = n un entier positive, on utilise la premiere propriété, on

obtient
v(n) = -1l —-1)
=(n—1)L
3. Remplagons « par 1, on obtient T'(1) = /OO e tdt =1
0
4. Posons t = u? dans (1.1), pour obtenir

INa) = 2/ e du, a >0,
0

1 o
pour a = 1, on trouve F(é) = 2/ e du = 2@ = /(7).
0

Utilisons la premiere propriété, on peut obtenir F(%), F(g), F(%), o D(2EL),
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Remarque 1. La fonction Gamma peut étre aussi définie pour les valeurs négative de «

comme suit:

Propréités:

2. T()T(a+ 1) = YO (2a).

3. D(a)T(1—a) = —=

sin(mar)

Exemples.

/ tPetdt = T'(9).

0

/ e~ 7dt = 71T(9).
0

1.2 Fonction Beta

Définition 2. On appelle fonction Beta, notée par B(a, ), la fonction définie par

I'intégrale:

B(a, ) = /01 t7 (1 =) dt, o, B € RY. (1.2)

La fonction Beta peut étre aussi définie par B(«, §) = Flfé"ii(lgﬁ)

Propréités:
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3. B(a, ) = 254 Bla — 1,5).

Exemples.
).

1
/ (1 —t)2dt = B(2,
0
12

1
7351 —t)75dt = B(5, ).
[ rta—nta= g3

N Ot

1.3 Fonction Mittag-Leffler

Définition 3. On appelle fonction de Mittag-Leffler de paramétre «, la fonction définie

par la somme
E, = —, a € R".
(z) ; Tlak+1)

La généralisation de Mittag-Leffler & deux paramétre est donnée par la formule suivante

., r,BER, a € R,
Z I'( ak: + 6)’ b
k=0
De la définition, on a:
o Fip=e",
[ ] E172 == %(G’L — 1),
« Biy= (e~ —1),
* Bun =i (¢ - SIS )

Remarque 2. Sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique sont des cas particulier de la

fonction Mittag-Leffler

Eon(2?) = ch(z), Esa(a?) = ésh@).
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Propriétés de fonction Mittag-Lefller
1. E,p(x) = ﬁ + 2By 018(2).

2. %Ea,ﬁ(‘@ = OTII {Eap-1(x) = (8 — 1) Eap(2)}.

Preuve

= —+[L‘Eaa+13(l‘). (13)

2. Posons [ = Eqp11(2) + azik Fy 541 ()

N k
I'=BBapla) +args 2:% T(ok+ B +1)
:;F(ak+ﬁ+1 +;Fozk+ﬁ+1)
— (ak+ B)at
_;P(ak—kﬁ—i—l)
_;F(ak—i—ﬁ)
= Fap(x). (1.4)

Dou - Bope1(7) = 57 {Bas(x) = (8) Eapsi ()}

En eemplagant S par § — 1, on obtient le résultat.
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Généralisation de la fonction Mittag-Lefller. Une généralisation de Mittag-Lefller

est donnée par

B (7)xz" T(y+k)
a,5($) = F(Oék—k“‘ﬁy (V) = TV)



