N. Belmahi 11

CHAPTER 2
Intégrale et dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville

Les opérateurs d’intégration et de dérivation fractionnaires de Riemann-Liouville sont
des généralisations des opérateurs d’intégration et de dérivation classiques a des ordres
non entiers. Ces opérateurs ont des applications importantes dans divers domaines scien-
tifiques. ils ont des propriétés intéressantes, telles que la linéarité, la regle de Leibniz et
le théoreme fondamental du calcul. Ils peuvent étre utilisés pour résoudre des équations

différentielles fractionnaires et pour modéliser des phénomenes physiques complexes.

2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f une fonction définie sur [a, b], notons par J!f la primitive f qui s’annule en a,

t
welat, A0 = [ fr)dr
L’itération de J!f permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a. De plus,

d’aprés le théoreme de Fubinni
(L) = (1) e (1) (0 = [ [ s(rydrau
= /t(t — 1) f(T)dT.

Soit n € N*, notons (J! f)" la n-iéme itération de J!f, une récurrence directe montre que

()" ) = gy [ (6= (e
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Généralisons cette derniére par la fonction Gamma, quand n est réel, on obtient

() = ﬁ / (t — )" f(r)dr.

Définition 4. Soit n € R, Popérateur J' défini sur L4[a, b] par

I fla) = %n) / ) f(r)dr, a < < b

est appelé l'opérateur d’intégrale fractionnaire au sens de R-L d’ordre n.

Pour n = 0, on écrit JO = I 'opérateur identité.

Il est évident que intégrale au sens de R-L coincide avec la définition classique de J!' dans
le cas n € N sauf qu’on a prolonger le domain de fonctions intégrables au sens de Riemann
aux fonctions Lebesgue intégrable.

En plus, dans le cas n > 1, il est claire que U'intégrale J f existe pour tout z € [a, b] car
c’est le produit d’'une fonction f intégrable et une fonction continue (z — .)""!. Pour le

cas 0 < n < 1, la situation est compliqué.

Théoréme 1. Soit f € Li[a,b] et n > 0, alors J f(x) existe pour tout = € [a, b].

De plus, la fonction J!' elle méme est un élément de f € L[a, b].

Remarque 3. La définition de l'intégrale de R-L & deux types basée sur les limites
d’intégration:
x
o Jf(x) = ﬁ/ (x — 7)™ ' f(7)drlintégrale & gauche.
b
o J'f(x)= ﬁ/ (7 — )"~ f(7)drlintégrale & droite.
T

Théoréme 2. Soit n,m > 0 et ¢ € Ly[a, b] alors

JrIG = J e, p.p sur [a, bl
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si, de plus ¢ € Cla,b] or m+n > 1.

L’identité est satisfaite partout sur [a, b].

Preuve

On a

1 T t
m n — —t m—1 t— n—1 drdt
T2 I20(e) = gz [ @ =y ot
Ce intégrale existe car ¢ € Ly[a,b] donc J!'¢ € Ly[a,b], et alors J"¢ € Ly[a,b] et par le

théoreme de Fubini, on peut interchanger les ordres de I'intégration

e m)lr / / Ut — ) Lg(r)dedr

_ W /“7 o) (/T (2 — )"t — r)"‘ldt) dr.

Faisant le changment de variable ¢t = 7 + s(x — 7), on obtient

i Jad(x) = m /w (1) /O 1(;,; _ Al — syl (g — 1) (g — 7)dsdr
= w07t [0
= Fiff’rmr)z) o) = ryemtar
- T : o(r) (@ — 1)
= J;""(x)

presque partout sur [a, b].

Théoréme 3. Les opérateurs {J” : Ly|a,b] — Li[a,b], n > 0} forment une semi groupe

commutative avec élément neutre JO.

Théoréme 4. Soit n > 0, on assume que (f;)re; est une suite de fonctions uniformément

convergente sur [a, b] alors on peut interchanger entre l'intégrale fractionnaire et la limite,
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(Jalim—soo(fr) (2) = Limp oo (S fi) (2)-

En particulier, la suite (J? fi)%2; est uniformément convergente.

Preuve

On note la limite de (fx)32; par f, il est claire que f est continue, on a

n — J"f(x L v N T — n—1
T2 a) = T @) € s [ A0 = Ol =

< ﬁ | fe— f Il / (v — ty—tat
1 n

Sm” fo = f s (z —a)

<ty =l (0= 0

qui converges vers zero quand k tend vers oo pour tout x € [a, b].

Corollaire 5. Soit f une fonction analytique sur (a — h,a + h) pour quelque valeurs de

h >0, et n > 0 alors

f: k+n .
D f(z),
— k:' (n + k: (n)

pouragatga—i-%et

pour a < x < a+ h.

En particulier, J” f est analytique en (a,a + h).

Applications
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1. Soit f(z) = (x — a)?, B> —1 et n > 0 alors

T () = ﬁ / o — (¢ — a)ft,

Posons t = a + s(x — a) on obtient

Jrf(x) = ﬁ(az — a)"+5/0 s7(1— s)"ds
_ F(ﬁ + 1) (x _ a)n+5
CT(n+B8+1) ‘

2. Soit f(z) = ¢, avec ¢ une constante arbitraire

T f(z) = ﬁ /x(a: ) ledt

3. Calculer l'intégrale de R-L _,.J"f(z) pour n > 0 de la fonction e

oo f(2) = _oo T

_L * T — n—lebt
_F(n)/_oo( 1) Lettds.

Posons t = z — s, alors
b 1 % 1 bla—s)
sodlet = —— sV e\ T dt
o I'(n) /0

1, /OO ~1 b
= e’ s et
['(n) 0

Set u = bs, donc

1 o 1
—odl f(z) = 61’””/ (E)"_le_"gdu
0

['(n) b
1 ebz * n—1_-—u
= _F(n) E /0 u" e "du
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2.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Il existe plusieurs définition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette
partie les définitions de Riemann-Liouville, Grunwall-Letnikov et Caputo qui sont les
plus utilisées.

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Sim > 0, on note [n] la partie entiére de n ou [n] est le seul entier qui vérifier [n] < n <
n] + 1.

d d

Soit f : [a,b] — R, en s’inspirant de la relation classique % = d—; o J! on peut dséfinir

une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < n < 1 par

d" d 1-n
an d T

Plus généralment, si n > 0 et m = [n] + 1, on peut poser

dn dm S
= (¢]
v dtm

On obtient la dérivée de R-L définie par

Définition 5. Soit n > 0, m = [n] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de R-L & gauche

de la fonction f d’ordre n est donné par Vz € [a, b]

Dif) = (1) o asw

1 ar [ 1
vl GRS (L

De plus, la définition d’intégrale a droite était associée a —%. Ce raisonment conduit &
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la définition suivante Vz € [a, b]

D)= (32) o gyt

() am
I(m — n) dt™

/:(7' —x)" " (1)dT.

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et

sont appelées dérivées de Liouville,

Définition 6. Soit n > 0, m = [n] + 1, la dérivée fractionnaire au sens de R-L & gauche

de la fonction f d’ordre n est donné par Vx € R

D3 = () e dr @)

1 am ¢ m—n—1

De plus, la définition d’intégrale & droite était associée & —%. Ce raisonment conduit &

la définition suivante Vo € R

D (e = (32) eyt

= %(Zt_: /:OC(T — )™ " (r)dr.

Remarque 4. 1. Pourn=0,m=1,ona DI f(z) =L (J}) = f(z)
2. Toutes ces dérivée coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers.
Théoréme 6. On assume que ny,ny > 0, de plus soit ¢ € Ly[a,b] et f = J' 2. Alors
DDy f = D .

Il n’est pas necessaire de savoir la forme explicite de la fonction, c¢’est suffisant de savoir

quelle exists.
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Preuve

Utilisons 'hypothése de f et la définition de la dérivée au sens de R-L, et pour m,

[n1] + 1, mg = [no] + 1 on obtient

DM Dnzf = D"t Dn2 J”l"'n?gb

— DM Jml—nleQsz—ann1+n2¢
a a a :
En utilisant, la propriété de semi groupe de J', on trouve

Dnan2f — D™ jJmi J-ni [yme Jme j-n2 Jn1+n2¢
= J ™ J—n2Jn1+n2(b

= ¢.

D’autre part, D™ f = ¢.

Théoréme 7. Soit n > 0, alors pour tout f € Lq[a, b]
DrIIf = .

Preuve

Pour n =0, c’est évident car D}, J sont les opérateurs identité.

Pour n > 0, soit m = [n] + 1. Alors par la définition de D et la propriété de semi groupe

de J?' et que pour m entier naturel D™ J™ f = f, on obtient

DL f = D"
— DWLJ;VZJ;’ILJZLJC
=D

= f.
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Théoréme 8. Soit n > 0, on assume que (f;)72; est une suite de fonctions uniformément
convergente sur [a,b] et que D7 fy exist pour tout k. De plus, assume que (D2 fx)72,

converges uniformément sur [a + €, b] pour tout € > 0, alors pour tout z € [a, b] on a

limy o0 (D fr) (2) = (Dglimyoo(fi)) (2)-
En particulier, la suite (J7? fi)52, est uniformément convergente.

Preuve

Rappelons que D'f = D™ J " f et on (JI" " fi)k>1 est uniformément convergente sur
la,b], et on peut interchanger l'intégrale fractionnaire et la limite et par hypothése D™
de cette série converges uniformément sur chaque compact semi-itervalle de [a,b]. D’od
par un théoreme standard de ’analyse, on peut interchanger entre la limite et 'opérateur

dérivé pour a < x < b.

Corollaire 9. Soit f une fonction analytique dans (a — h,a + h) pour quelque h > 0, et

- n () @=L h
soit n > 0 alors Daf<x)_k2:;<k>F(k—n+l)D f(z), pour a <z <a+ 3.
D"f(a:):iMDkf(a) poura<z<a-+h

“ —~D(k—n+1) ’ '

En particulier, D? f est analytique sur (a,a + h).

Remarque 5. Les coefficients binomials (Z) pour n € R, k € N* sont définies par

(Z) _n(n- 1)...k(!n —k+1)

Applications

1. Soit f(z) = (z — a)?, B> —1 et n > 0 alors

rpg+1)
'm—-n+pg+1)

DI'f(x)=D"J" " f(z) = (g — a)™ P,
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On calcule D™ (z — a)™"*# par réccurence, on obtient

n — P(B—i_ 1) m B—n
Daf(x)_F(ﬁ—Tl—F:DD (.13 a) ’
2. Soit f(x) = e, avec A > 0
Dy f(x) =D"J" " f(x)
=D"J! o
k=0
=D kz: Hja Xz
=0

o )\kxm—n—i-k
— D™
kzz% I'm-n+k+1

o )\k’xk’—n

kZOFk—n—I—l

2.3 Relations entre ’intégrale et la dérivée fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville

L’étude des dérivées et intégration de Riemann-Liouville séparément, c’est claire que
D™ est l'inverse & gauche de J” et le théoréme suivant preuve que dans certain conditions
a a bl

D7 est aussi I'inverse & droite.
Théoréme 10. Soit n > 0, 8'il existe ¢ € L'[a,b]/ f = J"p, alors
JoDof = F.

Preuve
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Par définition de f et l'effet que D' est I'inverse & gauche de J', on a

Ja Do = J3 (D ¢)
= Jio

= f.

Si f ne satisfait pas les conditions du théoréme, alors on obtient une présentation différente

pour J}D7 f.

Théoréme 11. Soit n > 0 et m = [n] + 1, on assume que f est une fonction qui vérifie

que J" " f € A™[a,b], alors

r—a

Jo Dy f () =f(x)_z(1“(n——k)

m—1 )n—k—l

lim Dm k— 1Jm nf()

z—a™t

Développement de Taylor
Le théoreme de Taylor joue un role trés important dans l'analyse mathématique, ce

théoreme est généraliser dans le calcul fractionnaire.
Théoréme 12. (Cas classique) Les deux assertions suivantes sont équivalentes:
1. f e A™a,b

2. Pour tout z,y € [a, b,

n—m m—1 k+n m

i, _yqe DM (2) 42D f (2).

p Fk:-l—n—m—f—l)
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Examples 14. Soit f(z) =2, a =0, n = 2.8, m = 3.

J3 28( ) JSZ(ZS): F(4) 3.2

D'ou J§ *%(2%) — 0 quand z — 0.

3! 3!
Dk 0273 3—k+0.2 _ 3.2—k
) = 3 —hr0221) 32— k)~

D’ou D¥7%2(23) — 0 quand z — 0% (car 3.2 — k > 0).

Alors f(x) = JEED28(23) = 23.

Théoreme 15. La formule de Liebniez pour les opérateurs R-L, soit n > 0, et soit f, g

des foncions analytiques sur (a — h,a + h) pour quelque h > 0. Alors

Ln)

Do) =X ()0 Nt +§() W) @),

k=0
poura<a:<a+%.
Preuve

Utilisons la formule dans corollaire (9), on obtient
(z —a)*~ Dk
(i 1) DH(fg)(x)

(5 (o

=0

i ( ) % <k> D’ f(x) D" g(x)

o e ()

Utilisant la relation suivante (;‘) ("l_j ) = (lJ;.j ) (lj:j), on obtient

I
M8

Dy(fg)(x)

B
Il

0

Mg

k

0

I
NE

<.
I

<

[
NE

<.
Il
o

Ln) [n]

D@ = 3 ()Nt + 3 () U0 e

k=0
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2.4 La dérivée fractionnaire de Griunwald—Letnikov

Dans le calcul différentiel, il est bien connu que la dérivée peut étre éxprimer comme

quotient différentille. La dérivée d’ordre 1 d’une fonction f est définie par

flx) = fle—h)
h

Df(z) = f'(z) = limaso

Appliquons cette définitions deux fois donne la dérivée seconde

f(x) =2f(x —h) + f(z — 2h)
h? ’

D*f(z) = f"(x) = limy_y
ct par induction, pour n € N,
D" f(x) = fU"(x) = lzmh_mﬁ —1) f(x — kh).
k=0

Notation.

On conclure le résultat suivant.

Théoréme 16. Soit n € N, f € C"[a,b] et a < x < b, alors

. 1
D"f(x) = ,1713}) i

Aqf(x).

La dérivée de Griinwald-Letnikov est une généralisation de la dérivée donnée dans le

théoreme précédent. L’idée derriére ¢a, que h — 0 quand n — 4o00.

n

n!

Dg f(z) = lim h™" > (—1)kmf(x — kh)
N I'(n)
= pmh (_1)kkzr(n—k+1)f($_kh)'

k=0
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n

k) = 0 pour k > n, n € N, supposons que h prend les valeurs hy

Tanque (

N =1,2,... Alors

L . T'(n)
Dn =1 h n -1 k
of (@) ooV k:O( ) Ell'(n—k+1)

f(]} — khN)

Tanque N — oo quand hy — 0, la définition suivante est justifier.

Définition 7. Soit n > 0, f € C™[a,b] et a < x < b, alors

N
" 7 1 n 71 1 k(T
DL) = Jim, e 58, (5) = Jim e S0 (1) e = k)
est appelée la dérivée de Griinwald—Letnikov d’ordre n de la fonction f.
Théoréme 17. Soit n > 0, f € C™[a,b] et a < 2 < b, alors

Dl f(z) = D} f(x).

Théoréeme 18. Soit n > 0, f € Cla,b] et a < x < b avec hy = %, on a

T ) = Jim, h%é(—l)’“(_]j)ﬂx ki)



