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Solution

TD6-Vibration forcée d’un systéme a un degré de liberté

Exercice 1

Pour le systeme illustré ci-dessous, x et y désignent respectivement les déplacements absolus
de la masse m et de lI'extrémité Q du k. m=2 kg;c= 4 Ns/m;k=100N/m ;Y =
lemetQ =20rad/s.

Déterminer I’équation de mouvement du systéme.

Calculer la pulsation propre, I’amortissement critique et le facteur d’amortissement.

Donner I’expression de la réponse X, (t) dans le cas ou y(t) =0.

Calculer le déplacement statique X, de msi y(t) =Y.
Calculer I’amplitude et la phase de la réponse forcée X, (t)
Donner la réponse totale dans le cas ou les conditions initiales sont nulles.
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Solution

L’équation de mouvement de la masse
On isole la masse m

fa<— m _>fr

e On applique la loi de la dynamique

ma, = ZFx

may = —fo + fr
e On relie les forces aux variables
fao=cx
fr=k(y—x)
mix = —cx + k(y —x)
e On réarrange
mx + cx + kx = ky

L’équation de mouvement
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mx + cx + kx = kY cos Qt

. c . k kY
X+—x+—x =—cosQt
m m m

. . o kY
X+ 28 wpxX + wpx = Ecos Ot

e La pulsation propre

Avec w,, = \/% = ’% = 7.071rad/s

e L’amortissement critique

cc = 2Vkm = 2100 x 2 = 28.284 Ns/m

e Facteur d’amortissement

C
=—= =0.14142
d c, 28284

y(t) =0 L’équation de mouvement devient mX + cx + kx = 0
Comme ¢ < 1 le mouvement est sous amorti est la solution est de la forme

e L’expression de la réponse X, (t)

xp(t) = e $9nt{A, coswyt + A, sin w it}

AveC wy = wp/1—E2=7.071Vv1 —0.141%2 = 7.0 rad/s

e y(t)=Y L’équation de mouvement devient mX + cx + kx = kY
Le second membre est une force constante impligque la solution particuliére est constante

x(t) = X
() = 0
%) =0
kX, = kY

e Le déplacement statique

_kY_lOOXl

0= 100 =10 cm

La solution particuliere de mi + cx + kx = kY cos Qt
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(kY /k)
V(A =72)2 + (2¢1)?

Le rapport des fréquences

x,(t) = cos(Qt —a) avecX, = (kY/k) =1.0cm

LI 2.8285
"Tw, 7071~
L’amplitude forcée

X, 1.0

X = =
JA =122+ (2612 /(1 —2.832)2 + (2 % 0.141  2.83)2
et la phase de la réponse forcee X (t)

=0.142 cm

a= arctanzir2
1-r
a = arctanw : —0.11379
1-2.83
a=-0.11379 + Tt = 3.0278
La phase
a = 3.028 rad
a=3.028 %22 =173,5°

s
x,(t) = 0.142 cos(20t — 3.03) cm
La solution compléte
x(8) = xp(8) + 2 (2)
x(t) = e $@nt{A coswyt + A, sin wyt}+X cos(Qt — a)
x(t) = —e~@nt{Ew, A; cos wyt + EwpA, sin wyt — wgd, cos wyat + wgaA, sin wgt}-
QX sin(Qt — a)

Conditions initiales

x(0)=0

e%{A;cos0+ A,sin0}+ X cos(0 —a) =0

A; = —X cos(a)

A; = —0.142 cos(3.03) = 0.141 cm

%(0) =0

—e%(EwpA; c0s0 + EwpA, sin 0 —wyA, cos 0 +wyA; sin0) — QXsin(—a) = 0

_ §wpA; — OXsin(a)

(OF)

0.1414%7.071%0.141 —20%0.142xsin(3.03) —
A, = - =-25x10"2%cm

A,

La solution compléte est :

x(t) = e t(0.142 cos 7t — 0.025 sin 7t) + 0.142 cos(20t — 3.03)
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Une tige AB de masse m, de longueur [ et de moment d’inertie I, = 1—12ml2, est articulée au

point A . Au point C est fixé un amortisseur de coefficient d’amortissement c, et au point D est

fixé un ressort de constante de raideur k.

(En équilibre statique la tige est horizontale, c-a-d son poids est compense.)

a) Déterminer 1’équation de mouvement du systéme (6 est faible). En déduire la pulsation
propre wy,.

b) Quelle est la valeur de ¢ qui correspond a I’amortissement critique ?

c) Latige est soumise a une moment harmonique M (t) = M, sin Qt. Quelle la réponse totale

du systéme dans le cas d’un amortissement Sous critique et de contions initiales nulles

6(0) =6(0)=0.
£ > M(t) i >
At LS gyt g
AN C /G D
L] "
C

Solution Exercice 2

Le moment d’inertie par rapport a I’axe de rotation passant par A.
2

S 1 [
I, = I; + mAG? = Eml2 + m(§>

IA == émlz

Les déplacements x. et x en fonction de I’angle de rotation 0.
0 est faible = sin@ =6 et cosf =1

XD - X A—
Ag'==::::Z::4::::::::::-_-_::__-.____—_—_{ _______ 2 ; ________ T ;(D ‘1E sin 6 z l‘)
) B AB sin@ = l0

Représentation des forces appliquées sur la tige (force d’amortissement, force de
rappels,).
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Les forces appliauées Les moments par rapport
PRi9 au centre de rotation A
L2 force d | 31 3l 3l 9
a force de rappe fr:kxD:kzg Mfr/A:kZHXZ:Ekl 2
, . . . [, .
La force d’amortissement | f, = cx, = CZH My ja = CZH X1 = ECIZH
La réaction du support R, (Inconnue) Mg/a=0
Le Moment extérieur M(t) = M, sin Qt M (t)/a = My sinQt

Isoler la tige et appliquer la loi de la dynamique.
Somme des moments par rapport au point de rotation A est égale au moment d’inertie massique
par rapport a A multiplier par 1’accélération angulaire

L’équation de mouvement libre

+L5 Mfi/A = IAQ

— 2 k120 — L c126 = miI?d.
16 16 3

1 126 + 1 120 + i kl?6 =0

7 16°¢ 1677

Sous la forme 6 + 28w, 0 + w26 = 0

La pulsation propre w,,.

3v3 |k
“n="3" Im

Le facteur d’amortissement Valeur de I’amortissement critique

3¢ 3V3 |k 3¢ 3X4 ¢ [m
Son=m = S fmm3m T T xaamk
€
6_8\/3km

Valeur de ’amortissement critique

c

E=— pouré =1 =c=c
C

c. = 8V3km

L’équation de mouvement forcé

+0 Mfi/o = IAG
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! 126 + ! l29+9k129—M inQt = (9'+3 Cé+27k9—3M° in Ot
3™ 16°¢ 16 7 T Mosin 16m. "1em.  me ™"

) ., 3M, .
0 + 2¢w,0 + w;;0 = Wsmﬂt

Pour un amortissement sous critique

La solution homogene est donnée par ), (t) = e~$“nt{A; cos wyt + A, sin w,t}

La solution permanente est donnée par 6, (t) = A, sin(Qt — a)

1 . 1 .. 9 _
—ml?0 + —cl?6 + Eklze = M, sin Qt

3 16
On pose B, = =2 = 19—6%M0
16m
_ @0 _ -1 2{7‘
Avec A, = TGy et a=tan (—(1_r))

L’expression du déplacement angulaire

0(t) = e $“nt{A; coswyt + A, sinwgt} + A4, sin(Qt — a)

L’expression de la vitesse angulaire

0(t) = e *nt{(A,wy — A1 wy) cos wat + (—Ajwg — A€ wy) sin wgt} + QA, cos(Qt — a)

Conditions initiales

0(0) =0 = e $“n0{A; cos0 + A, sin0} + A, sin(—a) =0

A+ Apsin(—a) =0=

A; = —Apsina

6(0) =0 = e’{(Ad,wq — A1éwy) cos0 + (—A wg — Ayéwy,) sin 0} + QA cos(—a) = 0

Aéwy + QA, cosa
2 =

Wq
Qcosa — fwnsinaA

2 wg4 P




