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Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, dire si la proposition est vraie ou fausse
tout en justifiant votre réponse:
1. Az e R e* = 1.
est une proposition vraie, car il existe un seul réel £ = 0 qui vérifie I’équation
e’ =1.
2. Jy € R,Vz € R, (x <y) est une proposition fausse, car si z = y + 1, on
trouve (y + 1 < y) qui est impossible.
3. Vz € R,Jy € R, (x < y) est une proposition vraie, car pour tout réel x on
peut prendre y = x + 1 qui vérifie (z < y).
4. Iz € R, (x+3 =0 et 2z — 5 = 0) est une proposition fausse, car on ne peut
pas trouver un réel x qui vérifie les deux équations.
5. Gz €eR,2+3=0) et (Jz € R, 22 — 5 = 0) est une proposition vraie, car
il existe un réel x = —3 qui vérifie la premiére équation et il existe un autre réel
y = g qui vérifie la deuxiéme équation. Finalement on trouve conjonction de
deux propositions vraies.
6. Vz € R,(z+1+#0oux+2#0) est une proposition vraie, car c’est la né-
gation de la proposition suivante:

JxeR (z+1=0etz+2=0),
qui est une proposition fausse (d’apres 4).
7. (VxeR,x4+1+#£0) ou (Vx € R,z + 2 #0) est une proposition fausse, car
c’est la négation de la proposition suivante:

FreRzxz+1=0)et (IxreR, 2+2=0),

qui est une proposition vraie.

Exercice 2
1. Donner la négation des propositions suivantes:
a- La négation de: Vo € R, 6x > z est

dreR, 6z <z
b- La négation de: Vx € R,z > 0 = /T existe est
Jz € R, (z > 0) et (v/x n’existe pas)
c- La négation de: 3z € R tel que f (z) =0 est

Vz €R, f(z)#£0



2. Ecrire la contraposée des implications suivantes:
a- La contraposée de (Vn € N,n premier = n = 2 ou n est impair) est

Vn € Nyn # 2 et n est pair = n n’est pas un premier
b- La contraposée de (zy # 0 = x # 0 et y # 0) est

(x=0o0uy=0)=2y=0

Exercice 3

Soient E et F' deux ensembles. Soit f une application qui a tout élément de E
fait correspondre un élément, noté f () de F.

Soit la proposition Va € E,Vy € E, f (z) = f (y) =z =y.

1. Ecrire la négation la négation ainsi que la contraposée de cette
proposition:

La négation

e Bk (f(x)=F(y) et (z#y).

La contraposée

Vec ENNyc Ex#y= f(z)# f(y).

2. Ecrire la négation de la contraposée ainsi obtenue

e B3y eB (xty) et (f@)=f(y).

3. Comparer les deux négations obtenues en (1) et (2).
On obtient la méme proposition (les deux propositions sont équivalentes).

Exercice 4

1. Montrer par récurrence que:

a-VneN 1.114+2204+ . +nnl=Mn+1)-1

Soit P (n) la proposition: 1.11+2.2! 4+ ...+ n.n! = (n+ 1)! — 1.

Etape 1: (Initialisation) On prouve que P (ng) est vraie avec ng = 1.
Pour n =1, on a:

Lll=1cet (n+1)—1=2—1=1,

donc, la proposition est vraie pour le rang ny.
Etape 2: (Héridété) On montre que P(n) = P(n+ 1)
Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est a dire

114221+ . +nnl=(Mn+ 1) -1,



et montrons que la proposition P(n + 1) est vraie c’est a dire
L4221+ +nnl+(n+1).(n+ 1) =(n+2)! -1
On a:
L4220+ . +nnl+(n+1).(n+ 1) =0+ =1+ n+1).(n+1)!
=n+1)!I1+(n+1)-1
=+ (n+2)-1
=Mn+2)! -1

Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.

Etape 3: (Conclusion) D’aprés le principe de raisonnement par récurrence
la proposition P(n) est vraie pour tout entier naturel n # 0.

b- k2 = 2ECD vy o e,
k=1

n
Soit P (n) la proposition: Y k? = M.
k=1
Dans ce cas, on a: ng = 1.

Etape 1: On prouve que P (ng) est vraie
Pour n =1, on a:

n
kzlkz —12 =1 et n(n+1)6(2n+1) _ 1><g><3 -1
Donc, la proposition est vraie pour le rang ng.
Etape 2: On montre que P(n) = P(n+1)

n
Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est a dire kz_jle = % et
Ml (i )(n42)(2n43)
.o . : b Y 1 J—
montrons que la proposition P(n+1) est vraie c’est a dire ) | k* = ==,

k=1
On a:

n+1 n 9
1= () + e+ )
k=1 k=1

_ n(n+1)6(2n+1) + (n+ 1)2

= ) (0 (20 + 1) + 6 (n + 1))

- (”gl) (2n? + Tn +6)

_ (n+1)(n+2)(2n+3)
—

Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.
Conclusion: D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition



P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1.

c- Vn € N* 2" > n.

Soit P (n) la proposition: 2™ > n.

Etape 1: On prouve que P (ng) est vraie avec ng = 1.
Pour n =1, on a:

2m0 = 2 > p.

Donc, la proposition est vraie pour le rang ng.
Etape 2: On montre que P(n) = P(n+ 1)
Supposons que la proposition P(n) est vraie c’est & dire 2" > n et montrons
que la proposition P(n + 1) est vraie c’est a dire 2" > n 4 1.
On a:
2" >n =2 x 2" >2n = 2"l > 2

et comme

n>n+1, carn>1l=n+n>1+n

alors
’ ontl > p 41

Ce qui montre que la proposition P(n + 1) est vraie.

Conclusion: D’aprés le principe de raisonnement par récurrence la proposition
P(n) est vraie pour tout entier naturel n > 1.

2. Montrer que la proposition:

V(a,b) € R? |la+b] = a+b,

est fausse.
Pour (a,b) = (1,—2), on a:

la+b=1#a+0,

donc d’apres le raisonnement par un cotre exemple, on déduit que la proposition
est fausse.
3. Montrer que: Vx € R, |z — 1| < 2% — 2z + 1.
On sait que:
r—1, sixz>1
o —1] =
—xz+1, siz<1

Pour z € [1,400[ :
2 —z+l—-|r-1=22-z+1-(x-1)
=22 -2z +2

=(x-1>+1>0.



Pour z € |—o0,1] :

?—ax+l—|zv—1l=2-z+1—(—z+1)

=z2>0.

Dans tous les cas, on déduire que |z — 1] < 22—z + 1.
Alors, d’aprés le principe de raisonnement par cas par cas, on déduit que
«VzeR|z—1] <z -2+ 1.

Exercice 5

Soit n un entier relatif et P (n) la proposition: (n? est pair)=- (n est pair).
1. Ecrire la contraposée de P(n):

(n est impair=- n? est impair).

Montrer que P(n) est vraie.:

On démontre que: (n est impair=- n? est impair).

Supposons que n est impair, alors n =2k +1 avec k € N,

on a
n? = (2k + 1)

=4k +4k+1

=2(2k* +2k) +1

Donc, (n?) est impair.
Alors d’aprés le principe de raisonnement par contraposée, on déduit que la
proposition P(n) est vraie.
2. Montrer en utilisant le raisonnement par contraposée que:
Si a? n’est pas un multiple entier de 16, alors % n’est pas entier pair.
On sait que:
(A=B)& (B=A4),
alors,
« a? n’est pas un multiple entier de 16 = 5 n’est pas entier pair» équivalente
4 «g est entier pair = a? est un multiple entier de 16».
On a:
§ est entier pair = § =2k = a =4k = a®? = 16k% = a? est un multiple entier
de 16.
Alors, d’aprés le principe de raisonnement par contraposée, on déduit que:
Si a? n’est pas un multiple entier de 16, alors 5 n’est pas entier pair.
Exercice 6
1. Démontrer par ’absurde que:
v/2 est un nombre irrationnel.
Supposons que v/2 est rationnel. Alors



avec p € Z,q € Z* et p et ¢ sont premiers entre eux (pged(p,q) = 1).
On a: .
ﬁ:%éQ:%épzzhf.

Commme p? = 2¢? alors p? est pair, alors p est pair.
Comme p est pair, alors 3py € Z tel que p = 2py.
Donc
2
p? =2¢° = (2p0)” = 2¢* = ¢*> = 2p¢.

Commme ¢? = 2p? alors ¢? est pair, alors ¢ est pair.
Comme ¢ est pair, alors Jqy € Z* tel que g = 2qp.
Ce qui donne une contradiction, car pged(p, q) = 1.
Alors, d’aprés le principe de raisonnement par absurde, on déduit que v/2 est
irrationnel.
2. Démontrer par ’absurde la proposition suivante:
Si n est le carré d’un nombre entier non nul, alors 2n n’est pas le caré d'un
nombre entier.
Supposons que:
(n est le carré d’un nombre entier non nul) et (2n est le caré d’un nombre entier).
On a:
(n = k2) et (2n = pz) ,

donc
on = 2k? = (kv2)”.

Ce qui donne une contradiction, car 2n est le caré d’un nombre entier.

Alors, d’aprés le principe de raisonnement par absurde, on déduit que:

Si n est le carré d’'un nombre entier non nul, alors 2n n’est pas le caré d’un
nombre entier.



