
Corrigé de �che TD 2 (ALG I)
INF-L1 (2023-2024)

Exercice 1
1. On peut écrire

(a)� a 2 E (c)� fag � E (e)�? � E:

(a)� a 2 E vraie, car a est un élément de l�ensemble E.
(b)� a � E n�a pas de sens puisque a n�est pas un ensemble.
(c)� fag � E vraie, car fag est un sous ensemble de E.
(d)�? 2 E;n�a pas de sens puisque l�ensemble vide n�est pas un élément de

E.
(e)�? � E vraie, l�ensemble vide est inclu dans tous les ensembles.
(f)�f?g � E n�a pas de sens puisque l�ensemble vide n�est pas un élément

de E.
2. Décrire les ensembles A\B;A[B;A�B;B�A;A\C; (A�B)\(B �A) ;
et P (A)

A = f1; 2g ; B = f2; 3g ; C = f3; 6; 9g

� A \B : Par dé�nition, on a

A \B = fx= x 2 A et x 2 Bg = f2g :

� A [B : Par dé�nition, on a

A [B = fx= x 2 A ou x 2 Bg = f1; 2; 3g :

� A�B : Par dé�nition, on a

A�B = f(x; y) = x 2 A et y 2 Bg

=
�
(1; 2) ; (1; 3) ; (2; 2) ; (2; 3)

	
:

� B �A

B �A = f(x; y) = x 2 B et y 2 Ag

=
�
(2; 1) ; (2; 2) ; (3; 1) ; (3; 2)

	
:

� A \ C

A \ C = fx= x 2 A et x 2 Cg = ?:
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� (A�B) \ (B �A)
(A�B) \ (B �A) = f(a; b) = (a; b) 2 A�B et (a; b) 2 B �Ag

= f(2; 2)g :

� P (A)
P (A) = f?; f1g ; f2g ; f1; 2gg :

Exercice 2
Soient A;B et C trois parties d�un ensemble E: Montrer que:

� CA\BE = CAE [ CBE
Soit x 2 CE (A \B) :

x 2 CE (A \B)) (x 2 E et x =2 A \B)

) (x 2 E ) et (x =2 A ou x =2 B)

) (x 2 E et x =2 A) ou (x 2 E et x =2 B)

) (x 2 CEA) ou (x 2 CEB)

) x 2 CEA [ CEB;
d�où l�inclusion

CE (A \B) � CEA [ CEB:

Réciproquement, Soit x 2 CEA [ CEB:
Si x 2 CEA; alors x =2 A donc x =2 A \B; et par suite x 2 CE (A \B) :
De même si x 2 CEB; alors x =2 B donc x =2 A \ B; et par suite x 2

CE (A \B) :
Dans les deux cas

x 2 CE (A \B) :
D�où l�inclusion

CEA [ CEB � CE (A \B) :
La première égalité est donc démontrée.

� CA[BE = CAE \ CBE
Pour la deuxième égalité, en posant A1 = CEA, B1 = CEB et en utilisant
CE (CEA) = A: Donc

CA1

E [ CB1

E = CA1\B1

E , A [B = CA1\B1

E

, CA[BE = A1 \B1

, CA[BE = CEA \ CEB
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� (A \B) [ C = (A [ C) \ (B [ C)
Soit x 2 A \ (B [ C)

x 2 A \ (B [ C), (x 2 A) ^ (x 2 B [ C)

, (x 2 A) ^ ((x 2 B) _ (x 2 C))

, ((x 2 A) _ (x 2 B)) ^ ((x 2 A) _ (x 2 C))

, (x 2 A [B) ^ (x 2 A [ C)

, (A [B) \ (A [ C)

D�où A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C) :

� A \B = A [B , A = B
()) Supposons que A \B = A [B:
Soit x 2 A

x 2 A) x 2 A [B

) x 2 A \B ( car A \B = A [B)

) x 2 B
d�où

A � B
Soit x 2 B

x 2 B ) x 2 A [B

) x 2 A \B ( car A \B = A [B)

) x 2 A
d�où

B � A

(() Supposons que A = B:
Donc

A \B = A = B = A [B

� A [B = A \ C , B � A � C
()) Supposons que A [B = A \ C
Soit x 2 B

x 2 B ) x 2 A [B

) x 2 A \ C ( car A [B = A \ C)

) x 2 A

3



d�où
B � A

Soit x 2 A
x 2 A) x 2 A [B

) x 2 A \ C ( car A [B = A \ C)

) x 2 C
d�où

A � C

(() Supposons que B � A � C
Donc

A [B = A = A \ C

� A � B| {z }
(1)

, CBE � CAE| {z }
(2)

, A [B = B| {z }
(3)

, A \B = A| {z }
(4)

(1),(2)
A � B , 8a; a 2 A) a 2 B

, 8a; a =2 B ) a =2 A

, 8a; a 2 CEB ) a 2 CEA

, CEB � CEA

(1),(3)
(A � B), (A [B = B)

(1),(4)

(A � B), (A \B = A)

On peut montrer que

(1)) (2)) (3)) (4)

et

(4)) (1)
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� (A [B)� C = (A� C) [ (B � C)
Soit (x; y) 2 (A [B)� C:

(x; y) 2 (A [B)� C , (x 2 A [B et y 2 C)

, (x 2 A ou x 2 B ) et (y 2 C)

, (x 2 A et y 2 C) ou (x 2 B et y 2 C)

, ( (x; y) 2 A� C) ou ( (x; y) 2 B � C)

, (x; y) 2 (A� C) [ (B � C) ;

d�où
(A [B)� C = (A� C) [ (B � C) :

Exercice 3
Soient f : R! R et g : R! R deux applications dé�nies par

f (x) = 2x+ 3 et g (x) = x2 � 5

A-t-on: f � g = g � f

� f � g : R! R
Soit x 2 R; on a:

(f � g ) (x) = f (g (x)) = 2g (x) + 3 = 2x2 � 7

� g � f : R! R
Soit x 2 R; on a:

(g � f ) (x) = g (f (x)) = (f (x))2 � 5 = 4x2 + 12x+ 4:

Pour x = 0; on a

(f � g ) (0) = �7 et (g � f ) (0) = 4;

donc, 9x = 0 2 R tel que (f � g ) (0) 6= (g � f ) (0), alors f � g 6= g � f:

Exercice 4
Les applications suivantes sont-elles surjectives? injectives? bijec-
tives?
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1. f1 : N! N avec f1 (n) = n (n+ 1)
Surjective?
Soit y 2 N, on cherche un élément x de N s�il existe tel que y = f1(x):
On a:

y = f1(x), y = x (x+ 1), x2 + x� y = 0

On a
� = 1 + 4y > 0

Pour y = 1: L�équation admet deux solutions

x1 =
�1�

p
1+4y
2 =2 N

x2 =
�1+

p
1+4y
2 =2 N

Donc, l�élément y = 1 n�a pas d�antécédent.
Alors, f1 n�est pas une application surjective.
Injective?
Soient x1; x2 2 N

f1 (x1) = f1 (x2)) x1 (x1 + 1) = x2 (x2 + 1)

)
�
x21 � x22

�
+ (x1 � x2) = 0

) (x1 � x2) (x1 + x2 + 1) = 0:

) x1 � x2 = 0 ( car x1 + x2 + 1 6= 0)

) x1 = x2

Alors, f1 est une application injective.
Bijective?
Comme l�application f1 n�est pas surjective, alors f1 n�est pas bijective.
2. f2 : R! R avec f2 (x) = x2 + 2x+ 3
Surjective?
Soit y 2 R, on cherche un élément x de R s�il existe tel que y = f2(x):
On a:

y = f2(x), x2 + 2x� y + 3 = 0

On a
� = 4y � 8

Cette équation n�admet pas des solutions pour y 2 ]�1;�2[ : Donc l�élément y
n�a pas d�antécédent. Alors, f2 n�est pas une application surjective.
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Injective?
Soient x1; x2 2 R

f2 (x1) = f2 (x2)) x21 + 2x1 + 3 = x
2
2 + 2x2 + 3

)
�
x21 � x22

�
+ 2 (x1 � x2) = 0

) (x1 � x2) (x1 + x2 + 2) = 0:

Donc, on peut trouver deux éléments di¤érents ont même image. Par exemple
pour x1 = 0 et x2 = �2;on a: f2 (x1) = f2 (x2) = 3:
Alors, f2 n�est pas une application injective.
Bijective?
Comme l�application f n�est pas injective et n�est pas surjective, alors f n�est
pas bijective.
3. f3 : ]1;+1[! R�+ avec f3 (x) = ln (x)
Surjective?
Soit y 2 R�+, on cherche un élément x de ]1;+1[ s�il existe tel que y = f3(x):
On a:

y = f3(x), y = ln (x), x = ey 2 ]1;+1[ :

Alors, pour tout y 2 R�+; il existe au moins un réel x 2 ]1;+1[ tel que y = f3(x):
D�où l�application f3 est surjective.
Injective?
Soient x1; x2 2 ]1;+1[

f3 (x1) = f3 (x2)) ln (x1) = ln (x2)) x1 = x2:

Alors, pour tout x1; x2 2 ]1;+1[ on a: f3 (x1) = f3 (x2) ) x1 = x2: D�où f3
est une application injective.
Bijective?
Comme l�application f3 est surjective et injective, alors f est bijective.

Exercice 5
Soit f : R! R l�application dé�nie par

f (x) = ln
�
jxj+ 1

e

�
:

f est-elle surjectives?
Soit y 2 R, on cherche un réel x s�il existe tel que y = f(x):
On a:

y = f(x), y = ln
�
jxj+ 1

e

�
, jxj = ey � 1

e

Pour y = �2, l�équation y = f(x) n�admet pas de solutions.
Donc f n�est pas une application surjective.
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f est-elle injectives?
Soient x1; x2 2 R

f (x1) = f (x2)) ln
�
jx1j+ 1

e

�
= ln

�
jx2j+ 1

e

�
) jx1j+ 1

e = jx2j+
1
e

) jx1j = jx2j :

Pour x1 = 1 et x2 = �1, on a:

f (x1) = f (x2) = ln
�
1 + 1

e

�
:

Alors, f n�est pas une application injective.
Montrer que la restriction g de f est une bijection

g : [0;+1[! [�1;+1[ , g (x) = f (x) :

(a)- Soit y 2 [�1;+1[, on cherche un réel x 2 [0;+1[ s�il existe tel que y =
f(x):
On a:

y = g(x), y = ln
�
jxj+ 1

e

�
, jxj+ 1

e = e
y

, jxj = ey � 1
e � 0

Donc, 8y 2 [�1;+1[ ;9x = ey � 1
e 2 [0;+1[ tel que y = g(x);alors g est une

application surjective.
(b)- Soient x1; x2 2 [0;+1[

g (x1) = g (x2)) ln
�
jx1j+ 1

e

�
= ln

�
jx2j+ 1

e

�
) jx1j+ 1

e = jx2j+
1
e

) jx1j = jx2j

) x1 = x2:

donc, g est injective.
Alors, g est une application bijective.
Calculer g�1 :

g�1 : [�1;+1[! [0;+1[

x 7! ex � 1
e

Exercice 6
Dans chacun des cas suivants, déterminer f (I) puis véri�er que f réalise une
bijection de I sur J = f (I) puis préciser f�1
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1. f (x) = 2x
x2+1 ; I = ]�1;�1] [ [1;+1[

Comme la fonction f : x 7! 2x
x2+1 est continue sur I et strictement décrois-

sante ( car f
0
(x) = 2�2x2

(x+2)2
� 0), alors f réalise une bijection de I sur

J = f (I) = [�1; 0[ [ ]0; 1] :
Préciser f�1

Soit y 2 J = f (I) = [�1; 0[ [ ]0; 1] et x 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ tel que
y = f (x)

y = f (x), y = 2x
x2+1

, yx2 + y = 2x

, yx2 � 2x+ y = 0
On a:

�
0
= (�1)2 � (y) (y) = 1� y2;

et comme y 2 [�1; 0[ [ ]0; 1], alors l�équation yx2 � 2x + y = 0 possède
deux solutions:

x1 =
1�
p
1�y2
y ; x2 =

1+
p
1�y2
y :

On a:

x1 =
1�
p
1�y2
y =

�
1�
p
1�y2

��
1+
p
1�y2

�
y
�
1+
p
1�y2

� = y

1+
p
1�y2

;

et

x2 =
1+
p
1�y2
y =

�
1+
p
1�y2

��
1�
p
1�y2

�
y
�
1�
p
1�y2

� = y

1�
p
1�y2

;

comme y 2 [�1; 0[ [ ]0; 1], donc on prend x2 2 ]�1;�1] [ [1;+1[ et on
rejette x1 car x1 =2 ]�1;�1] [ [1;+1[.
Donc, l�application f�1 est dé�nie par

f�1 : [�1; 0[ [ ]0; 1]! ]�1;�1] [ [1;+1[

y 7! 1+
p
1�y2
y ;

2. f (x) = x
1+jxj ; I = R

on a

f (x) =

8<:
x
1+x = 1�

1
1+x si x � 0

x
1�x = �1 +

1
1�x si x � 0

Pour x � 0, on a
1 = x+1

x+1 >
x
x+1 = f (x) � 0
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D�où
f ([0;+1[) � [0; 1[

Pour x � 0, on a

0 � x
x+1 = f (x) >

x�1
1�x = �1

D�où
f (]�1; 0]) � ]�1; 0]

Alors,
f (R) � ]�1; 1[

Véri�ons que f réalise une bijection de R sur ]�1; 1[ :
Soit y 2 [0; 1[ et x 2 R

y = f (x), y = x
1+x , x = y

1�y

Donc,
8y 2 [0; 1[ ;9!x 2 R = y = f (x)

Soit y 2 ]�1; 0] et x 2 R

y = f (x), y = x
1�x , x = y

1+y

Donc,
8y 2 ]�1; 0] ;9!x 2 R = y = f (x)

Finalement,
8y 2 ]�1; 1[ ;9!x 2 R = y = f (x)

Préciser f�1

L�application f�1 est dé�nie par

f�1 : ]�1; 1[! R

x 7!

8<:
x
1�x si x 2 [0; 1[

x
1+x si x 2 ]�1; 0]

f�1 (x) = x
1�jxj

Exercice 7
Soit f : R! R une application dé�nie par

f(x) = 2x
1+x2 :
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1. Déterminer l�ensemble f
��
�1; 0; 12 ; 2

	�
et f�1 (f1; 2g)

Par dé�nition, on a:

f
��
�1; 0; 12 ; 2

	�
=
�
f (x) 2 R= x 2

�
�1; 0; 12 ; 2

		
=
�
f (�1) ; f (0) ; f

�
1
2

�
; f (2)

	
=
�
�1; 0; 45

	
Par dé�nition, on a:

f�1 (f1; 2g) = fx 2 R= f (x) 2 f1; 2gg

On résout les équations suivantes: f (x) = 1 et f (x) = 2:
On a:

f (x) = 1, x2 � 2x+ 1 = 0, (x� 1)2 = 0, x = 1:

Et
f (x) = 2, x2 � x+ 1 = 0:

On a
� = (�1)2 � 4 (1) (1) = �3;

donc, l�équation n�admet pas de solution. Alors

f�1 (f1; 2g) = f1g :

2. L�application f est - elle surjective?
L�équation f (x) = 2 n�admet pas des solutions: Donc l�élément y = 2 n�a pas
d�antécédent. Alors, f n�est pas une application surjective.
L�application f est - elle injective?
On peut trouver deux éléments di¤érents ont même image. Par exemple pour
x1 =

1
2 et x2 = 2;on a: f (x1) = f (x2) =

4
5 : Alors, f n�est pas une application

injective.
3. Montrer que l�équation f(x) = y a des solutions si et seulement si
y 2 [�1; 1].
On résout l�équation f (x) = y
Pour x 2 R; on a

f (x) = y , yx2 � 2x+ y = 0:
On a

� = (�2)2 � 4 (y) (y) = 4
�
1� y2

�
;

donc l�équation admet des solutions si et seulement si

� � 0, 1� y2 � 0, y 2 [�1; 1] :
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Ainsi, on a exactement

f (R) = fy = f (x) =x 2 Rg = [�1; 1] :

4. Montrer que la restriction g : [�1; 1] ! [�1; 1], g(x) = f(x) est une
bijection.
Soit y 2 [�1; 1], on cherche un réel x 2 [�1; 1] s�il existe tel que y = g(x):
On a:

y = g(x), yx2 � 2x+ y = 0:
On a

� = (�2)2 � 4 (y) (y) = 4
�
1� y2

�
� 0;

Pour y = 1, la seule solution de l�équation g(x) = 0 est x = 1.
Pour y = �1, la seule solution de l�équation g(x) = 0 est x = �1.
Pour y = 0, la seule solution de l�équation g(x) = 0 est x = 0.
Pour y 2 ]�1; 0[ [ ]0; 1[ , les solutions possibles de l�équation g (x) = 0 sont

x =
1�
p
1�y2
y ou x =

1+
p
1�y2
y . la seule solution x 2 [�1; 1] est x = 1�

p
1�y2
y 2

[�1; 1] :
Alors, pour tout y 2 [�1; 1], il existe un seule élémént x 2 [�1; 1] tel que
y = g(x):D�où g est une application bijective.

f�1 : [�1; 1]! [�1; 1]

y 7!

8><>:
1+
p
1�y2
y si y 2 [�1; 0[ [ ]0; 1]

0 si y = 0

Exercice 8
Soit f : R! R une application dé�nie par

f(x) = x2:

Soient A = [�2; 1] et B = [�1; 4] :
1. Comparer f (A \B) et f (A) \ f (B)
On a:

A \B = fx = x 2 A et x 2 Bg = [�1; 1] :
Par dé�nition, on a:

f (A \B) = ff (x) = x 2 A \Bg

= ff (x) = x 2 [�1; 1]g = [0; 1] :
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f (A) = ff (x) = x 2 Ag

= ff (x) = x 2 [�2; 1]g = [0; 4]

f (B) = ff (x) = x 2 Bg

= ff (x) = x 2 [�1; 4]g = [0; 16]
Donc,

f (A) \ f (B) = [0; 4]

On remarque que
f (A \B) � f (A) \ f (B)

2. Comparer f (A [B) et f (A) [ f (B)
Par dé�nition, on a:

f (A [B) = ff (x) = x 2 A [Bg

= ff (x) = x 2 [�2; 4]g = [0; 16]

et on a:
f (A) [ f (B) = [0; 16]

On remarque que
f (A [B) = f (A) [ f (B)

3. Déterminer f
�
f�1 (A)

�
et f�1f (A)

On a:
f (A) = [0; 4]

et
f�1 (A) = fx 2 R = f (x) 2 Ag

=
�
x 2 R = x2 2 [�2; 1]

	
= [�1; 1]

donc
f
�
f�1 (A)

�
=
�
f (x) = x 2 f�1 (A)

	
= ff (x) = x 2 [�1; 1]g = [0; 1]

et
f�1f (A) = fx 2 R = f (x) 2 f (A)g

= fx 2 R = f (x) 2 [0; 4]g = [�2; 2]
On remarque que

f
�
f�1 (A)

�
6= f�1f (A)
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