Corrigé de fiche TD 2 (ALG I)

INF-L1 (2023-2024)

Exercice 1
1. On peut écrire

(a)—a€E (¢)—{a} CFE (e)— @ CE.

a) —a € E vraie, car a est un élément de ’ensemble E.

b) — a C F n’a pas de sens puisque a n’est pas un ensemble.

¢) — {a} C E vraie, car {a} est un sous ensemble de FE.

d) — @ € E;n’a pas de sens puisque I’ensemble vide n’est pas un élément de

(e) — @ C E vraie, 'ensemble vide est inclu dans tous les ensembles.
(f) — {9} C E n’a pas de sens puisque ’ensemble vide n’est pas un élément
de E.
2. Décrire les ensembles ANB, AUB, AxB,Bx A, ANC, (A x B)N(B x A),
et P(A)
A={1,2}, B={2,3}, C={3,69}
e AN B : Par définition, on a
ANB={z/zc A et zeB}={2}.
e AU B : Par définition, on a
AUB={z/zr€ A ou x€ B}={1,23}.
e A x B : Par définition, on a
AxB={(z,y)/ x€A et ye€B}
=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3) }.

e Bx A

BxA={(z,y)/ z€B et yecA}

:{ (2’1)’(2’2)7(3’1)’(372) }
e ANC

ANC={z/ z€ A et ze€C}=0.



e (AxB)N(Bx A)
(AxB)Nn(Bx A)={(a,b)/(a,b) e Ax B et (a,b) € Bx A}

={(2,2)}.

e P(A)
P(A) = {®7{1}7{2}7{172}}'

Exercice 2
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E: Montrer que:

e CANB =CAUCE
SOitIECE(AﬁB).
2€Cg(ANB)= (x€FEetx¢ ANB)

=z €e€FE)et (x¢ Aouzxé¢B)
= (reFetx¢d A ou(zeFE etx¢B)
= (z € CgA) ou (z € CgB)

=xe€ CgAUCEB,
d’ou I'inclusion
Cg (A N B) Cc CEAUCEgB.
Réciproquement, Soit © € Cp AU CgB.
Six € CgA, alors x ¢ A donc © ¢ AN B, et par suite x € Cg (AN B).
De méme si © € CgB, alors © ¢ B donc z ¢ AN B, et par suite z €
Dans les deux cas
z€Cg(ANB).

D’ou l'inclusion

CrAUCEB CCg(ANB).
La premiére égalité est donc démontrée.
e CAYBE =CcANCE

Pour la deuxiéme égalité, en posant A; = CgA, By = CgB et en utilisant
Cp (CgA) = A. Donc

CgtucCg =Cg™ & AuB=Ccp™™
<~ CSUB =A1NB;

& CAYB = CpANCpB



e (ANB)UC=(AUC)N(BUCQC)
Soit x € AN (BUC)

reAN(BUC) & (zre A)A(ze BUCQ)
s @eAAN(zeB)V(zeQ)
s(zeAV(@eB)A(zeAV(xel))
S (rxeAUB)A(xe AUCQ)

& (AUB)N(AUQ)

Doat AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

e ADNB=AUB& A=B
(=) Supposons que ANB =AU B.

Soit x € A
reEA=>2x€ AUB
=z €ANB (car ANB=AUB)
= x€B
d’ol
ACB
Soit x € B
reB=rec AUB
=z€ANB (car ANB=AUB)
= xecA
d’oul

BCA

(<) Supposons que A = B.
Donc

e AUB=ANnC<BCACC
(=) Supposons que AUB=ANC

Soit z € B
reB=xc AUB

=z ANC (car AUB=ANCQC)

>zecA



d’oll

BCA
Soit x € A
rcA=>xe€ AUB
=z ANC (car AUB=ANCQC)
=zelC
d’oll

AccC

(<) Supposons que BC AcC C
Donc
AUB=A=ANC

e ACBo&CEcCieAUB=BsANB=A
—

——
(1) (2) 3) (4)
(H=(2)

ACB&sVYa,ac A=>a€B
sVa,a¢ B=a¢ A
& Va,a € CgB=a€CgA

& CgB Cc CgA

(ACc B) & (AUB = B)

(ACB)« (ANB = A)

On peut montrer que



e (AUB)xC=(AxC)u(Bx(C)
Soit (z,y) € (AUB) x C.

(z,y) e (AUB)xC & (r€ AUB et yec ()
S ((xeAouxeB)et(yel)
SxeAetyeC)ou(zeBetyel)
< ((z,y) € AxC) ou ((z,y) € BxC)
& (z,y) € (AxC)U (B x(O),

d’ott

(AUB)xC=(AxC)Uu(BxC).

Exercice 3
Soient f: R — R et g : R — R deux applications définies par

f@)=22+3 et g(x)=22-5
A-t-on: fog=gof

e fog:R—R
Soit x € R, on a:

(fog)(x)=f(g(x) =29 () +3=22" -7

e gof:R—R
Soit € R, on a:

(gof)(x)=g(f(z)=(f(2)~5=42®+ 12z + 4.

Pour x =0, on a
(feg)(0)==T7 et (go0f)(0)=4,
donc, Ix =0€ R tel que (fog)(0)# (go f)(0), alors fog#go f.

Exercice 4
Les applications suivantes sont-elles surjectives? injectives?
tives?

bijec-



1. f/1i:N=>N avec fi(n)=n(n+1)
Surjective?
Soit y € N, on cherche un élément = de N g1l existe tel que y = f1(z).
On a:
y=fix)esy=c@+1)e2’+2-y=0

On a
A=1+4y>0

Pour y = 1. L’équation admet deux solutions

2y = 717\2/1+4y ¢ N
.’L‘Q = 7714»@ ¢ N

Donc, I’élément y = 1 n’a pas d’antécédent.
Alors, f; n’est pas une application surjective.
Injective?

Soient z1,z5 € N

Ji(@1) = fi(z2) = 21 (1 +1) = 22 (22 + 1)
= (23 —23) + (21 —22) =0
= (331 —.132)(@‘1 +$2+1) =0.
=xz1—x2=0 (carzy+a2+1#0)
= Tl = To
Alors, f1 est une application injective.
Bijective?
Comme 'application fi n’est pas surjective, alors f; n’est pas bijective.
2. fo:R—R avec fo(x)=22+22+3
Surjective?
Soit y € R, on cherche un élément = de R 8’1l existe tel que y = fo(x).

On a:
y=folr) 22 +2r—y+3=0

On a
A=4y—8

Cette équation n’admet pas des solutions pour y € |—o0, —2[. Donc I’élément y
n’a pas d’antécédent. Alors, fo n’est pas une application surjective.



Injective?
Soient x1,z2 € R

f2(f171):fQ(IL'Q):>$%+2$1+3:$%+2$2+3
é(x%fx§)+2(xlfx2):()
= (1 — x2) (X1 + 22 +2) = 0.

Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple
pour 1 =0 et 29 = —2,0n a: fo (z1) = f2 (x2) = 3.
Alors, fo n’est pas une application injective.
Bijective?
Comme D’application f n’est pas injective et n’est pas surjective, alors f n’est
pas bijective.
3. f3:]l,+0o[ = RY avec f3(z)=In(x)
Surjective?
Soit y € R% , on cherche un élément = de ]1,4o00[ §'il existe tel que y = f3(x).
On a:
y=fi(z) ey=h(z) e r=e €]l +oo.

Alors, pour tout y € RY, il existe au moins un réel « € |1, 400 tel que y = f3(x).
D’ou I'application f3 est surjective.

Injective?

Soient x1, za € |1, +00]

f3 ($1) = f3 ($2) = In (1‘1) =1In (ZEQ) = T = T3.

Alors, pour tout 1,22 € |1, 4+00[ on a: f3(x1) = f3(z2) = 1 = x2. D'ou f3
est une application injective.

Bijective?

Comme 'application f3 est surjective et injective, alors f est bijective.

Exercice 5
Soit f : R — R ’application définie par

f@)=Mm(o[+2).

f est-elle surjectives?
Soit y € R, on cherche un réel z s’il existe tel que y = f(x).

On a:
y=f@)ey=h(z[+;) = -
Pour y = —2, I'équation y = f(x) n’admet pas de solutions.

Donc f n’est pas une application surjective.



f est-elle injectives?
Soient x1,z2 € R

f(x1) = f(x2) = In (o] + i) =1In (|z2| + 1)
= |z 4 L = |zp] 4+ 2
= |@1| = |z2].
Pour zy =1 et = —1, on a:
fox) = flan) =ln (14 1)

Alors, f n’est pas une application injective.
Montrer que la restriction g de f est une bijection

90, +00[ = [=1,+oo[, g(z) = f(2).

(a)- Soit y € [—1,4o00[, on cherche un réel z € [0, +o0[ 8'il existe tel que y =

f(@).

On a: X
y=g(@)ey=m(z[+)

&z +I=ev

— 1
<:>|$‘—6y*g20

Donc, Yy € [—1,+oo[, 3z = ¥ — % € [0, 4o00] tel que y = g(x),alors g est une
application surjective.
(b)- Soient z1, s € [0, +00|

g(z1) =g (z2) = In (|ac1\ + %) =In (|z2| + é)

:>\$1|+%=\$2|+l

e
= |z1] = |22

= X1 = T2.

donc, g est injective.
Alors, g est une application bijective.
Calculer g~ !':
971t [=1,+oo[ = [0, 400
T et — 1
€
Exercice 6

Dans chacun des cas suivants, déterminer f (I) puis vérifier que f réalise une
bijection de I sur J = f (I) puis préciser f~!



1. f(x)= z?—jl, I =]—00,-1]UJ1,400]
Comme la fonction f : z — zf—frl est continue sur I et strictement décrois-

sante (car f (z) = (Qx_f;; < 0), alors f réalise une bijection de I sur
J=f()=[-1,0[U]0,1].

Préciser f~!

Soit y € J = f(I) = [-1,00U]0,1] et © € |]—o00,—1] U [1,+0o0[ tel que

y=f(z)

y=f(2) &y= 35

Sy’ +y=2x

syr? -2z +y=0
On a:
A= (1" = () (y) =197,
et comme y € [—1,0[U]0, 1], alors 'équation yz? — 2z + y = 0 posseéde
deux solutions:

xr1 = #7 Lo = #
On a:
VTE (R )
€T = y = (1+ 1— 2) :1+\/1_ 20
Yy Yy Yy
et
o VT (VTR (V)
Yy

y(lf\/lny) 17\/17y27

comme y € [—1,0[U]0, 1], donc on prend x5 € |]—o00,—1] U [1,4+o00[ et on
rejette zp car x1 ¢ |—o0, —1] U [1, +00].
Donc, 'application f~! est définie par

f1:[-1,0[U]0,1] — |00, =1] U [1, +o0[

14+4/1—9y2
Y= 7 )
2 f(x)zlflxl, I=R
on a
T 1
1+z_1 = St x>0
f(@)=
=1+ si 2<0



D’ou

Pour z <0, on a

D’ou
f(]—O0,0]) c ]_150]

Alors,
f (R) c ]_1a ]-[

Vérifions que f réalise une bijection de R sur |—1, 1].
Soit y € [0,1[et z € R
y=f)ey=7Zp er=74

Donc,
Vye 01,3z eR / y=f(2)

Soit y € |-1,0] et z € R

1—x = 1+y

Donc,
Vye}*l,O],H!QSGR / y:f(x)

Finalement,
Vyel-L1[, Mz eR / y=f(2)
Préciser !
L’application f~! est définie par
fL)-1,1—=R

%= stz €[0,1]
X —

Exercice 7
Soit f: R — R une application définie par

flz) = 1«2&2'

10



1. Déterminer Pensemble f({-1,0,3,2}) et f~! ({1,2})
Par définition, on a:

f({-1,0,3,2}) ={f(z) eR/ z€{-1,0,1,2}}
={f(=1,10),f(3),f(2)}
={-1,0,%
Par définition, on a:

L2y ={z eR/ f(z) € {1,2}}

On résout les équations suivantes: f(z) =1 et f(z) = 2.

On a:
f@)=1e12-22+1=0@xz—-1)2=0s2z=1.
Et
f@)=2e22—z+1=0.
On a

A=(-1)"—4(1) (1) = -3,

donc, ’équation n’admet pas de solution. Alors

f7H{L2h) = {1}.

2. L’application f est - elle surjective?
L’équation f (z) = 2 n’admet pas des solutions. Donc I’élément y = 2 n’a pas
d’antécédent. Alors, f n’est pas une application surjective.
L’application f est - elle injective?
On peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple pour
T = % et xzo =20n a: f (1) = f(z2) = %. Alors, f n’est pas une application
injective.
3. Montrer que 1’équation f(xz) =y a des solutions si et seulement si
y e [-1,1].
On résout équation f(x) =y
Pour z € R, on a

f@)=yeyr?-2r+y=0.

On a
A=(=2"-4(y)(y) =4(1-y?),

donc I’équation admet des solutions si et seulement si

A>0&1-y*>0sye[-1,1].

11



Ainsi, on a exactement

fR)={y=f(z)/zeR}=[-11].

4. Montrer que la restriction ¢ : [-1,1] — [-1,1], g(z) = f(x) est une
bijection.
Soit y € [—1,1], on cherche un réel x € [—1, 1] s’il existe tel que y = g(x).
On a:
y=g(z) e yr? —2r+y=0.

On a
A=(=2°=4(y)(y) =4(1—-9?) >0,

Pour y = 1, la seule solution de I’équation g(z) = 0 est x = 1.

Pour y = —1, la seule solution de 'équation g(x) =0 est z = —1.

Pour y = 0, la seule solution de I’équation g(z) = 0 est x = 0.

Pour y € ]-1,0[ U ]0,1[ , les solutions possibles de I’équation g (x) = 0 sont

1—4/1—y2 = 14+4/1—y2 1—4/1—y2 c
=5 V-9

r=——"ou
y y

[-1,1].

Alors, pour tout y € [—1,1], il existe un seule élémént = € [—1,1] tel que

y = g(z).D’oul g est une application bijective.

. la seule solution z € [—1,1] est = =

f71 : [71’1] - [71, 1]

’yb—)

Exercice 8
Soit f : R — R une application définie par

f(z) = 2%
Soient A = [-2,1] et B =[—1,4].
1. Comparer f(ANB)et f(A)Nf(B)

On a:
ANB={z /x€ A et € B} =[-1,1].

Par définition, on a:

f(ANnB)={f(z) / € AN B}
={f(@) / z€[-11]} =[0,1].

12



fA)={f(=) | zcA}

={f(2) / ze[-2,1]} =[0,4]
f(B)=A{f(z) / =B}
={f(z) / = €[-1,4]} =[0,16]
Donc,
fA)NF(B)=10,4]

On remarque que

f(AnB) cC f(A)nf(B)
2. Comparer f(AUB)et f(A)U f(B)
Par définition, on a:
[(AUB)={f (@) / € AUB)

={f(@) / ze[=2,4}=[0,16]

et on a:

f(A)Uf(B) =10,16]

On remarque que

f(AUB) = f(A)Uf(B)

3. Déterminer f (f~'(A)) et f71f(A)

On a:
f(A)=10,4]
et
fTHA)={zeR/ f(z) € A}
={zeR /2’ c[-21]} = [-1,1]
donc

FUHA) ={f@) /zef (A}

_{f@) Jre L1} =(0.1)
“ JF(A) = (e R/ [ (x) € f(4))

={zeR/ f(z) €[0,4} =[-2,2]
On remarque que

F(FHA) # 71 (4)
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