Corrigé de fiche TD 4 (ALG I)

INF-L1 (2023-2024)
Exercice 1
1. Soit * la loi de composition interne définie dans Q par
Tty

TrYy =75

Montrer que x n’est pas associative.
La loi * est dite associative si et seulement si:

Vae,y,z€ E, (xxy)xz=xx(yx2z).
La loi * n’est pas associative si et seulement si:
x,y,z€ B, (vxy)xz£x*(y*2).

Soient z,y,z € Q, on a

z+y
_ zty _ otz _ xtyd2z
(xxy)xz="Y %z = 25— = THE
et N
_ y+z _ o+4E  2a4y+z
v (y*2) =ax 55 = =55 = =R

Sion prend z =1,y = 2 et z =4, on trouve
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(xxy)xz= ",

et
z*(y*z)=2.

Donc, il existe z =1,y =2, 2 =4 € Q tel que (x xy) x 2z # x * (y * 2).
D’ou * n’est pas associative.
2. Soit T la loi de composition interne définie dans R par

aTy=ay+ (2> —1) (y* - 1).

Montrer que T n’est pas associative.
Soient z,y,z € R, on a

(aTy) Tz = (wy+ (2> = 1) (y* - 1)) Tz

= (ay+ (22 = 1) (¥ = 1) 2+ ((ay + (22 = 1) (1 = 1))" 1) (2 - 1),
et
aT (yT'z) =T ((yz+ (v* = 1) (2 - 1)))

:m(szr (nyl) (2271)) + (zzfl) ((yz+ (nyl) (2271))271)



Si on prend x = 2,y = 0 et z = 5, on trouve
(xTy) Tz =177,

et
T (yT'z) = 1677.

Dong, il existe z =2,y =0, z =5 € R tel que (2Ty) Tz # 2T (yTz) .
D’ou T n’est pas associative.

3. T admet-elle un élément neutre?

La loi T admet sur E un élément neutre (noté e), si et seulement si:

dee E,Vx € E, xTe=¢eTx=rx.
Soit = € R
aTe =z ve+ (22 —1) (1) ==z
Szle—1)+ (22 -1)(e2-1)=0
s e—1)(z+ (2?2 1) (e+1)) =0.
Pour e =1, on a
il =z x 1+ (22 =1) (1 = 1) ==,

et
1Tz =1xz+ (1) =1) (2 = 1) = a.

Dong, il existe e =1 € R,Vx € R, zTe =Tz = x.
Alors, T' admet un élément netre e = 1.
Exercice 2

1. Montrer que H est un sous groupe de (R?,+)

H={(z,y) eR*/ z—y=0}.

(i) H # 0, car Og= = (0,0) € H.
(ii) Soient u = (z,y),v = (2',y') € H

uwveEH=z—y=0ecta’ —y =0.

utv=|z+z,y+y |,
~—— \ v
a b

a—b=(z+2)—(y+y)

=(xz—y)+ ' —y)=0+0=0.



Alors, u+v € H.
(iii) Soit uw = (z,y) € H

uweH=z—y=0.

L’élément symétrique de u est

On a

(=) = (-y) = —(z—y) =0.
Alors, u=! € H.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que H est un sous groupe de (R? +).
2. Soit

K={(z,y) eR*/ z—y=1}.
K est-il un sous groupe de (RQ, —i—)?
On a Ogz = (0,0) ¢ K, car

Lo — Yope = 0#1.

Donc, K n’est pas un sous groupe de (RQ, +) .
Exercice 3

On considére les permutations suivantes

1 2 3 4 1 2 3 4
id = y 01 = )
1 2 3 4 2 3 4 1
1 2 3 4 1 2 3 4
02 = y 03 =
3 4 1 2 4 1 2 3

Calculer oi0 03,010 01,010 02,030 02,
1 2 3 4

' T c10 03(1) o010 03(2) o010 03(3) o010 03(4)
1 2 3 4
o1 (03(1)) o1 (03(2) o1 (03(3)) o1 (03(4))
1 2 3 4
g1 (4) g1 (1) 01 (2) g1 (3)
1 2 3 4

= =1d.
1 2 3 4



De la méme maniére on trouve:

1 2 3 4

010 01 = = 02.
3 4 1 2
1 2 3 4

010 09 = = 03.
4 1 2 3
1 2 3 4

030 092 = = 01.
2 3 41

Exercice 4
Montrer que les applications suivantes sont des homomorphismes
de groupes
1.
exp: (R, +) — (R%, x)
T+ expx

Soient z,y € R, on a:

exp (T +y) =TV =¢e% x e¥
=exp (z) x exp (y) .
Alors, exp est un homomorphisme de groupes de (R, +) sur le groupe (Rj_, ><) .
% F1(C4) = (C*, %)

T +— cosT + isinx

Soient z,y € C, on a:
fx+y)=cos(x+y)+isin(z+y)

t
‘ f(x)x f(y) = (cosz +isinzx) (cosy + isiny)

= cosxcosy + icosxsiny +isinxcosy — sinxsiny
= (cosz cosy — sinzsiny) + i (cos z siny + sin x cos y)
=cos(z+y)+isin(z+y)

=f(z+y)

Alors, f est un homomorphisme de groupes de (C, +) sur le groupe (C*, x).



Exercice 5
Soit * la loi de composition définie sur R — {—% par:

Vo,ye R— {3}, 2%y =+ y+3azy.

1. Montrer que (R — {—%} ,*) est un groupe commutatif
(a). Montrer que * est interne, c’est a dire

Vx,yeR—{—%}, x*yeR—{—%
Soient x,yeR—{—%}, donc,x;«é—% ety;«é—%.
Supposons que: x * y = —%, Alors
T * y:—%@x—i—y—i—?)xy:—%
< 3r+3y+92y+1=0
<3x(1+3y)+By+1)=0

< (143y)(1+32)=0

—

<Yy=—3 ou r=—

Ce qui donne une contradiction, alors d’apres le raisonnement par ’absurde,
on déduit que

x*y;«é—%
Donc,
r+y+3zyeR—{-1}.

On déduit que la loi * est interne dans R — {—% .
(b). La loi x est commutative, c’est a dire
Vm,yeR—{—% , THRY=Y*IT.
Soient z,y € R — {—%} ,on a:
T x y=x+y+3zy
=y+z+3yx
=yx*zx,

donc, * est commutative.



(c). La loi * est associative, c’est a dire
Vo,y,z e R—{—3}, ox(y*2) = (zxy) * 2.
Soient x,y,z € R — {—%} ,on a:

xx(y*xz)=xx*(y+ 2+ 3yz)
=z+4 (y+ 2+ 3yz) + 3z (y + z + 3yz)

=x+4+y+z+3yz+ 3zy + 3xz + 9zyz,

et
(xxy)xz=(x+y+3zy)*z

=(x+y+3zy)+2+3(@x+y+3zy) 2

=z +y+3zy+ 2+ 3xz + 3yz + 9zyz,

et donc on a

D’ou * est associative.

(d). La loi x est admet un élément neutre, c’est a dire
HEER—{—%},VLEER—{—%}, Txe=e*xT =2
SoitxeR—{—%},ona

rxe=x<Sxr+et+3re=x
<e(l+3z)=0

< e=0 car 143z #0,

et comme la loi * est commutative, alors * admet un élément neutre e = 0.

(e). Chaque élément de R — {f% admet un symétrique dans R —
{f%}, c’est a dire

VIERf{fé}, Hz’ERf{f%},x*x’:z’*x:e.

Soit x € R — {—%}, on cherche un élément z’ dans R — {—%} tel que
zxx =2 xx=e.

On a:
zxx' =eez+a +3z2' =0

<’ (143z)=—z

o' =—f, car 143z #£0.



= — eER - { }?

5w
Supposons que: ' = —%, alors
I —% S —1iE = —%
&S 3r =143z
S 0=1.

Ce qui donne une contradiction, alors d’apres le raisonnement par ’absurde,
on déduit que

£ —=
et comme la loi * est commutative, alors chaque élément z € R — { —z
admet un symétrique 2’ = — %= +3; dans R — {

Finalement, (R — {—% ,*) est un groupe commutatif.

. Soit H le sous ensemble de R — {—%} définie par H = [0, +o0].
(H %) est-il un sous groupe de (R — {—1},%)? justifier votre réponse.
(i)e=0¢€ H.
(ii) Soient x,y € H

On a:

=+ ( 1+3J) +3z <’ﬁ)

—p— Y 3zy
- 1+3y 1+3y
— ?
- 1+3u € HY

Pour x =1et y =3, on a:
x*y‘lz—%¢H.

Alors, H n’est pas un sous groupe de (R — {—%} ,*).
3. Soit f ’application définie par

foRx) = (R {3} %)
3

f est-elle un morphisme de groupes? justifier votre réponse.



Soient z,y € R*, on a:

et

=iz+iy—2+1(ay—az—-y+1)

=Sy~ 4= flaxy).

Alors, f est un homomorphisme de groupes de (R*, x) sur le groupe (R — {—4} ,%).
Exercice 6
Soit

A= {m m € Z, n entier naturel z'mpaz'r}

o
1. Démontrer que (A, +, X) est un anneau.
Démontrons que A est un sous-anneau de (Q, +, x).
Soient x = T,y = % € A, on a:

mq—pn

{L’+(*y):%*§: ngq

et

Ty = Z’—é’.
Comme ng, produit de deux nombres impairs, est impair, et que A # ()
(carlg =1 € A), on déduit que A est un sous-anneau de (Q, +, x).
2. Déterminons les inversibles de A.
Soit z = 7* € A inversible, et soit y = % € A tel que zy = 1.

xyzl@%z%@mq:np.

En particulier, m est nécessairement impair.
Réciproquement, si x = ™ avec m impair, alors y = = € A (si m <0, il
suffit d’écrire y = =2) et zy = 1.
. -m 1
Donc, les inversibles de A sont les éléments 7 avec m € Z,n € N* et m,n
impairs.

Exercice 7

On munit A = R x R de deux lois de composition interne:

(z,y) +(@y) = (z+2",y+vy)

(z,y) x (2',y') = (x2', 2y + ya')



1. Montrer que A muni de ces deux lois est un anneau commutatif unitaire.
1. (A,+) est un groupe abélien
(a). + est commutative

V(a,b),(c,d) € R?,  (a,b) + (¢,d) = (¢,d) + (a,b)
Soient (a,b), (c,d) € R?, on a
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
=(c+a,d+)
= (¢,d) + (a,b).
(b). + est associaive,
V(a,b),(c,d), (e, f) €R?, (a,b) + ((c,d) + (e, f)) = ((a,b) + (c,d)) + (e, f)
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? on a
(a,0) + ((¢c,d) + (e, f)) = (a,b) + (c+e,d + [)
=(at+c+eb+d+f)
=(a+c,b+d)+ (e f)
= ((a,b) + (¢;d)) + (e, f) .

(c). Elément neutre

J(e1,e2) € R%,V (a,b) € R?,  (a,b) + (e1,€2) = (e1,e2) + (a,b) = (a,b)
Soit (a,b) € R?, on a

(aa b) + (61’62) = (a,b) g (a +e1,b+ 62) = (a7 b)
at+e =a
-~

b+es =0

€1 = 0
g )

€y = 0

comme la loi + est commtative, alors

(e1,e2) + (a,b) = (a,b) + (e1,e2) = (a,b),

d’ot 4+ posséde un élément neutre Ogz = (0,0).



(d). Elément symétrique
V(a,b) € R2 3 (a/,0') € R%,  (a,b) + (a', V') = (a,b') + (a,b) = (e1,e2)
Soit (a,b) € R?,

(a,0) + (a/,0') = (0,0) & (a +d',b+ ') = (0,0)
a+a =0
&
b+b' =0

comme la loi 4 est commtative, alors
(a',V') + (a,b) = (a,b) + (a/, ') = (0,0),
D’otl tout élément (a,b) € R? est symétrisable et son symétrique est (a’,b') =

(—a,=b).
2. X est associative,

V(a,b),(c,d), (e, f) €R?,  (a,b) x ((¢,d) x (e, f)) = ((a;b) x (c,d)) x (e, f)
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R?, on a:
(a,0) x ((c,d) x (e, f)) = (a,b) x (ce, cf + ed)
= (a(ce),a(cf + ed) + b(ce))
= (ace, acf + aed + bee)

et
((a,b) x (¢,d)) x (e, f) = (ac,ad + be) x (e, f)

= ((ac) e, (ac) f + (ad + bc) €)

= (ace, acf + ade + bee) ,

et donc on a

(avb) X ((Cv d) X (eaf)) = ((avb) X (07 d)) X (ea f)
3. X est commtative,

V(a,b),(c,d) € R?,  (a,b) X (¢,d) = (¢,d) x (a,b)
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(a,b) x (¢,d) = (ac,ad + bc)

= (ca,cb+ da) = (¢,d) x (a,b).
4. x est distributive par rapport & +, V(a,b),(c,d), (e, f) € R?,

(a,b) x ((¢,d) + (e, ) = ((a, ) x (¢, d)) + ((a,b) x (e, [))
et
((¢,d) + (e, ) x (a,0) = (¢, d) x (a,b)) + ((e, ) x (a,D)).
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R2, on a
(a,b) x ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) x (c+ e, d+ f)
=(a(c+e),a(d+ f)+b(c+e))

= (ac+ ae,ad + af + bc + be) ,
et

((a,b) x (¢,d)) + ((a,b) x (e, f)) = (ac,ad + be) + (ae,af + be)
= (ac+ ae,ad + bec + af + be),

donc

(a,0) x ((¢,d) + (e, f)) = ((a,b) x (¢, d)) + ((a,b) x (e, f))

Comme la loi x est commtative, alors
((e;d) + (e, f)) x (a,0) = (a,b) x ((c,;d) + (e, [))
= ((a,b) x (c,d)) + ((a,b) % (e, f))
= ((¢,d) x (a,b)) + ((e, ) x (a,])),

d’out x est distributive par rapport a +.
5. Elément neutre par rapport a x

J(a1,as2) € RV (a,b) € R%,  (a,b) x (a1,az2) = (a1, a2) x (a,b) = (a,b)

Soit (a,b) € R?
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(a,b) x (a1, a2) = (a,b) < (aa1,aaz + bai) = (a,b)

aa, = a
=
aas +ba; = b
a1:1
= )
CLQZO

comme la loi x est commtative, alors
(a1, a2) X (a,b) = (a,b) x (a1,a2) = (a,b),

d’ott x posséde un élément neutre 1gz = (1,0)
2. Soit
X = {(2,0) [z € R}

Montrer que X est un sous anneau
On a

(i). X #0, car Og2 = (0,0) € X.

(ii). Soient u = (z,0),v = (y,0) € X,

u—v=(r—y,0) € X.
(iii). Soient u = (z,0),v = (y,0) € X,
uxv=(zy,0) e X.
De (i), (ii) et (iii), on déduit que X est un sous anneau de (4, +, X).
Montrer que ’application qui a tout = € R associe le couple (z,0)

de X est un homomorphisme de I’anneau R sur ’anneau X.

Notons
h:R— X

x +— (z,0)
Soient z,y € R, on a
h(z+y)=(z+y,0)=(z,0) + (y,0)
=h(z)+h(y),

et
h(zy) = (zy,0) = (x,0) x (y,0)

=h(z) X h(y).

Alors, h est un homomorphisme de ’anneau R sur I'anneau X.
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Exercice 8

1. Montrer que Z/¢Z admet des diviseurs de zéro. Z/sZ est -il un
corps?
On sait que

On a: . 4 .
2x3=0
et

wl-

1%x3=0
Donc, Z/¢Z admet des diviseurs de zéro.

Z/6Z est-il un corps?

On dit que (E,+, o) est un corps si (E,+, e) est un anneau unitaire et tout
élément non nul de E est inversible. )
Comme il existe des éléments de Z/¢Z — {6} ne sont pas inversibles (par

exemple T = 2), alors Z/¢Z n’est pas un corps.
2. Z/6Z est-il un anneau intégre?
Comme le zéro admet de diviseurs, alors Z/¢Z n’est pas un anneau integre.

Ou

On dit que (E,+, ) est un anneau intégre si
Va,be EF,aeb=0g =a=0gVb=0g
Il existe a =2V b =3¢ Z/6Z tel que
(a?bzé) A (a;éﬁ A b;«éé),
alors Z/¢Z n’est pas un anneau integre.
3. Montrer que Z/5Z est un corps.

Z/57Z est un corps, car 5 est premier.
3. Déterminer ’ensemble de tous les éléments inversibles de Z/,,Z.

Soit @ € Z/,Z, On dit que @ est inversible sil existe b € 7,7 tel que
axb=1
Alors,
ab=1[n]| < 3k € Z,ab=1+kn

< PGCD (a,n) =1.

Donc, 'ensemble de tous les éléments inversibles est:

{a € Z/,Z/PGCD (a,n) = 1}
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