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Exercice 1: (04 points)
1. Définir ’ensemble 37, 37 est-il un sous groupe de (Z,+)?¢ Justifier votre
réponse.

2. Ecrire la table de multiplication de (7./4Z, N ) et donner les éléments qui
ne sont pas inversibles.
3. Z/AZ est-il un anneau intégre? Justifier votre réponse.

Exercice 2: (06 points)

Soit f Uapplication définie par: f: R — R, f (z) = 2® + 42 — 3.

1. f est-elle injective? surjevctive? bijective? Justifier votre réponse.

2. Déterminer f([3,5]).

3. Montrer que Uapplication g : [—2,4+o00[ — [=7,+00[ définie par g (x) =
f (z) est bijective.

Exercice 3: (05 points)
On définit dans R la relation R par:

Vo, y € RoaRy & (2% — 1) — (y* — 1) =22 — 1| — 2|y* — 1]

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R
2. Vérifier que

vRy & (J2* = 1 = ly* = 1)(]2" =1+ ]y* = 1| = 2) =0

3. En utilisant la question 2 calculer la classe d’équivalence de 0 : cl(0)

Exercice 4: (05 points)
On munit R — {—2} de la loi de composition interne * définie par:

Ve,yc R—{-2}, z x y=o+y+ %

1. Montrer que x est une loi commutative.
2. Donner l’élément neutre ainst que l’élément symétrique de *
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Exercice 1: (04 points)
1.
32 = {3k/keZ} ={..,—6,-3,0,3,6,..} (0.5

3Z est un sous groupe de (Z, +), en effet:
(i) 0 =0=3x0 € 3Z.
(ii) Soient x = 3k,y = 3k" € 3Z avec k, k' € Z

r+ (—y) € 3Z?
(01)
On a:

v+ (—y)=3k—3k=3(k—k') =3k" €3Z, avec k' =k —k €Z

Alors, z + (—y) € 3Z.
De (i) et (ii) on déduit que 3Z est un sous groupe de (Z,+).
2. On a:

7.)47, = {0, i 2,3}

(01)
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Les éléments qui ne sont pas inversibles: 2 (0.5)
3. Z/AZ n’est pas un anneau intégre, car 4 n’est pas premier ((2) X <2) = 0) (01)
Exercice 2: (06 points)
Soit f Dapplication définie par: f: R — R, f (z) = 2% + 42 — 3
1. Surjective?

Vy e R, 3z € R,y = f (2) (0.5)

Soit y € R, on cherche un élément = de R 8’1l existe tel que y = f(z).

On a:
y=f(z)e*+42-3—-y=0

A=4(7T+vy)


DELL
Typewriter
(0.5)

DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(0.5)

DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(0.5)


Pour y < —7. L’équation n’admet pas de solutions, par exemple y = —8. (01)
Donc I’élément y n’a pas d’antécédent. Alors, f n’est pas une application
surjective.
Injective?

VI’l,{EQ ER,f(ZL‘l) :f(l’g) = T1 = Ty (05)

Soient z1, 12 € R
f (@) = f(22) = (2 —23) +4 (21 —23) =0
= (.171 —Ig) (171+I2+4) = 0.

=2 —29=0 oum +x9+4#0 (01)

Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exem-

ple pour z; =0 et 9 = —4,on a: f(x1) = f (z2) = —3.

Alors, f n’est pas une application injective.

Bijective?

Comme I'application f n’est ni surjective, ni injective, alors f n’est pas bi- (0.5)
jective.

2. Par définition, on a:

f(13,5)) ={f (z) e R/ € [3,5]}

On a

fl@)=a?+4z—-3=(z+2)>-T,
donc,

3<zr<5&eb5<r+2<7
2 (01)
S25-T7T<(z+2)"—-7<49-7
S 18< f(r) <42

alors,

f(13,5]) = [18,42]

3. Montrer que l’application ¢ : [-2,+oo[ — [~7,+oo[ définie par
g (z) = f (z) est bijective.

Yy € [=7, 400,z € [-2,+00[,y = g (2) (0.5)


DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(0.5)

DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(0.5)

DELL
Typewriter
(01)

DELL
Typewriter
(0.5)


Soit y € [—7,400[, on cherche un élément x de [—2, +oo[ 81l existe tel que

y = g(x).
On a:
y=gx)er®+4r—-3-y=0

On a
A=4(T+y)>0.

Pour y = -7, on a A =0, donc x = —2.
Pour y > —7, on a A > 0, donc ’équation admet deux solutions

o= =2 = VTFY ¢ |2,

Ty = =2+ T+y € [-2,+00]

(01)

Alors, 1’équation admet une seule solution dans [—2, +oo[. Ce qui montre
que 'application g est bijective.

Ou bien, on peut utiliser le théoréeme de la bijection.

Exercice 3: (05 points)

On définit dans R la relation R par:

Vo,y € R aRy & (22 — 1) — (y* — 1)* = 2|2 — 1| — 2|y* — 1]
1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur R

(i) Réfléxive: Vo € R, 2Rz
Soit x € R, on a:

0.5
(22 =12 — (2> = 1> =0=2[2? — 1| = 2|22 — 1| = 2Rz 03)
Alors, R est réflexive.
ii) Symétrique: Vr,y € R, 2Ry = yRx
(i) Sy q Y y=1y
Soient z,y € R, on a:
Ry = (22 — 1) — (y* — 1)* = 2[2? — 1| — 2[y* — 1
(0.5)

= (y* —1)° = (@ = 1) =2Jy* — 1] = 2% — 1|
= yRzx

Alors, R est symétrique.
(iii) Transitive: Vz,y, z € R,(zRy et yRz)= xRz
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Soient z,y,z € R, on a:

(22 = 1) = (y* = 1)* = 2a® — 1| = 2Jy* — 1
(zRy et yRz) =
(P =1 = (2 =17 =22 — 1| 2% — 1

= (22 =1 = (¥ = 1)+ (y* = 1)* = (2 = 1)? = 2[2° — 1| = 2[y* — 1
+2ly% — 1] — 2|22 — 1

= (32 —1)2— (22— 1)2 =222 — 1] — 2|22 — 1 (0.5)

= xRz

Alors, R est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.
2. Vérifier que

eRy & (|2* =1 = |y* = 1))(]a” = 1| + |y* = 1| = 2) = 0

Soient z,y € R, on a:
Ry & (22— 1) = (y? —1)? = 2Ja? — 1] — 2y — 1]
S a2 =12 — g2 — 12— 2(ja® 1| — |y? — 1)) = 0 0L.5)
& (|22 =1 = [y? = 1) ((J2* =1+ [p* = 1) = 2(]2* = 1] = [y> = 1]) =0
& (o2 =1 =y — 1)) (J2? = 1 + [y? = 1| —2) = 0
3. En utilisant la question 2 calculer la classe d’équivalence de O :
cl(0)
On a:
Cl(0)={yeR / ORy} (0.5)

={yeR / 1-(y*-1)*=2-2]y" - 1]}.
D’apreés (2), on a

Cl0)={yeR / A-|y*=1)) (1 +y*—1]-2) =0}
={yeR / (-l -1)(y*-1-1) =0}

={yeR / [y*-1=1}
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v’ —1=1 si y€|—o0,—1] UL, +o0]
-1 =1«
2 +1=1si ye[-1,1] (01.5)

y=+v2

y=0

donc,

Exercice 4: (05 points)

On munit R — {—2} de la loi de composition interne * définie par:
Ve, yec R—{-2}, z x y=o+y+ %

1. Montrer que * est une loi commutative.

Ve,ye R—{-2}, zxy=y=x*z

Soient z,y € R — {—2}, on a: (01)
Tk y=r+y+S =ytr+L=yx*uz,

donc, * est commutative.
2. La loi * est admet un élément neutre si

Jec R—{-2}, Ve e R—-{-2}, zxe=cexz=12.  (0.5)
Soit z € R — {—2}, on a

x*e:x(:)x—i-eﬁL%::p

(01.5)
Se=0 car x# —2

et comme la loi * est commutative, alors * admet un élément neutre e = 0.
L’¢lément © de R — {—2} admet un symétrique dans R — {2} si

' eR—{-2},zxa' =a"xz =e. (0.5)

Soit € R —{—2}, on cherche un élément 2’ dans R — {—2} tel que zx 2’ =
¥ xr=e.
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!
v =e v+ + 5 =0

<:>J:’(1+§):—:v

2x
S =—55, car x# -2
v =—FL e R—{-2}?
Supposons ' = —2 (01.5)
— 2x
.'13, =2 %42 —2

Ce qui donne une contradiction, alors d’apres le raisonnement par ’absurde,
on déduit que

' #£ =2
et comme la loi * est commutative, alors I’élément x € R — {—2} admet un
symétrique ' = —52L dans R — {—2}.
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