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Exercice 1: (04 points)
1. Dé�nir l�ensemble 3Z, 3Z est-il un sous groupe de (Z;+)? Justi�er votre
réponse.

2. Ecrire la table de multiplication de (Z=4Z;
�
�) et donner les éléments qui

ne sont pas inversibles.
3. Z=4Z est-il un anneau intègre? Justi�er votre réponse.

Exercice 2: (06 points)
Soit f l�application dé�nie par: f : R! R; f (x) = x2 + 4x� 3.
1. f est-elle injective? surjevctive? bijective? Justi�er votre réponse.
2. Déterminer f([3; 5]).
3. Montrer que l�application g : [�2;+1[ ! [�7;+1[ dé�nie par g (x) =
f (x) est bijective.

Exercice 3: (05 points)
On dé�nit dans R la relation < par:

8x; y 2 R; x<y , (x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j

1. Montrer que < est une relation d�équivalence sur R
2. Véri�er que

xRy , (jx2 � 1j � jy2 � 1j)(jx2 � 1j+ jy2 � 1j � 2) = 0

3. En utilisant la question 2 calculer la classe d�équivalence de 0 : cl(0)

Exercice 4: (05 points)
On munit R� f�2g de la loi de composition interne � dé�nie par:

8x; y 2 R� f�2g ; x � y = x+ y + xy
2

1. Montrer que � est une loi commutative.
2. Donner l�élément neutre ainsi que l�élément symétrique de �
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Corrigé Examen �nal Algèbre1 (2023-2024)

Exercice 1: (04 points)
1.

3Z = f3k=k 2 Zg = f:::;�6;�3; 0; 3; 6; :::g
3Z est un sous groupe de (Z;+), en e¤et:
(i) 0Z = 0 = 3� 0 2 3Z:
(ii) Soient x = 3k; y = 3k

0 2 3Z avec k; k0 2 Z

x+ (�y) 2 3Z?

On a:

x+ (�y) = 3k � 3k0 = 3
�
k � k0

�
= 3k

00 2 3Z; avec k00 = k � k0 2 Z

Alors, x+ (�y) 2 3Z:
De (i) et (ii) on déduit que 3Z est un sous groupe de (Z;+).
2. On a:
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Les éléments qui ne sont pas inversibles:
:

2

3. Z=4Z n�est pas un anneau intègre, car 4 n�est pas premier (
� :
2
� :
�
� :
2
�
=

:

0)

Exercice 2: (06 points)
Soit f l�application dé�nie par: f : R! R; f (x) = x2 + 4x� 3
1. Surjective?

8y 2 R;9x 2 R; y = f (x)

Soit y 2 R, on cherche un élément x de R s�il existe tel que y = f(x):
On a:

y = f(x), x2 + 4x� 3� y = 0

On a
� = 4 (7 + y)
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Pour y < �7: L�équation n�admet pas de solutions, par exemple y = �8.
Donc l�élément y n�a pas d�antécédent. Alors, f n�est pas une application
surjective.
Injective?

8x1; x2 2 R; f (x1) = f (x2)) x1 = x2

Soient x1; x2 2 R

f (x1) = f (x2)) (x21 � x22) + 4 (x1 � x2) = 0

) (x1 � x2) (x1 + x2 + 4) = 0:

) x1 � x2 = 0 ou x1 + x2 + 4 6= 0

Donc, on peut trouver deux éléments di¤érents ont même image. Par exem-
ple pour x1 = 0 et x2 = �4;on a: f (x1) = f (x2) = �3:
Alors, f n�est pas une application injective.
Bijective?
Comme l�application f n�est ni surjective, ni injective, alors f n�est pas bi-
jective.
2. Par dé�nition, on a:

f ([3; 5]) = ff (x) 2 R= x 2 [3; 5]g

On a:
f (x) = x2 + 4x� 3 = (x+ 2)2 � 7;

donc,
3 � x � 5, 5 � x+ 2 � 7

, 25� 7 � (x+ 2)2 � 7 � 49� 7

, 18 � f (x) � 42
alors,

f ([3; 5]) = [18; 42]

3. Montrer que l�application g : [�2;+1[ ! [�7;+1[ dé�nie par
g (x) = f (x) est bijective.

8y 2 [�7;+1[ ;9!x 2 [�2;+1[ ; y = g (x)
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Soit y 2 [�7;+1[, on cherche un élément x de [�2;+1[ s�il existe tel que
y = g(x):
On a:

y = g(x), x2 + 4x� 3� y = 0

On a
� = 4 (7 + y) � 0:

Pour y = �7, on a � = 0; donc x = �2.
Pour y > �7, on a � > 0; donc l�équation admet deux solutions

x1 = �2�
p
7 + y =2 [�2;+1[

x2 = �2 +
p
7 + y 2 [�2;+1[

Alors, l�équation admet une seule solution dans [�2;+1[ : Ce qui montre
que l�application g est bijective.
Ou bien, on peut utiliser le théorème de la bijection.
Exercice 3: (05 points)
On dé�nit dans R la relation < par:

8x; y 2 R; x<y , (x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j

1. Montrer que < est une relation d�équivalence sur R
(i) Ré�éxive: 8x 2 R; x<x
Soit x 2 R; on a:

(x2 � 1)2 � (x2 � 1)2 = 0 = 2jx2 � 1j � 2jx2 � 1j ) x<x

Alors, < est ré�exive.
(ii) Symétrique: 8x; y 2 R; x<y ) y<x
Soient x; y 2 R; on a:

x<y ) (x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j

) (y2 � 1)2 � (x2 � 1)2 = 2jy2 � 1j � 2jx2 � 1j

) y<x

Alors, < est symétrique.
(iii) Transitive: 8x; y; z 2 R;(x<y et y<z)) x<z
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Soient x; y; z 2 R; on a:

(x<y et y<z))

8<:
(x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j

(y2 � 1)2 � (z2 � 1)2 = 2jy2 � 1j � 2jz2 � 1j

) (x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 + (y2 � 1)2 � (z2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j
+2jy2 � 1j � 2jz2 � 1j

) (x2 � 1)2 � (z2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jz2 � 1j

) x<z

Alors, < est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que < est une relation d�équivalence.
2. Véri�er que

xRy , (jx2 � 1j � jy2 � 1j)(jx2 � 1j+ jy2 � 1j � 2) = 0

Soient x; y 2 R; on a:

xRy , (x2 � 1)2 � (y2 � 1)2 = 2jx2 � 1j � 2jy2 � 1j

, jx2 � 1j2 � jy2 � 1j2 � 2 (jx2 � 1j � jy2 � 1j) = 0

, (jx2 � 1j � jy2 � 1j) ((jx2 � 1j+ jy2 � 1j)� 2 (jx2 � 1j � jy2 � 1j) = 0

, (jx2 � 1j � jy2 � 1j) (jx2 � 1j+ jy2 � 1j � 2) = 0

3. En utilisant la question 2 calculer la classe d�équivalence de 0 :
cl(0)
On a:

Cl (0) = fy 2 R = 0<yg

= fy 2 R = 1� (y2 � 1)2 = 2� 2jy2 � 1jg :
D�après (2), on a

Cl (0) = fy 2 R = (1� jy2 � 1j) (1 + jy2 � 1j � 2) = 0g

= fy 2 R = (1� jy2 � 1j) (jy2 � 1j � 1) = 0g

= fy 2 R = jy2 � 1j = 1g
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jy2 � 1j = 1,

8<:
y2 � 1 = 1 si y 2 ]�1;�1] [ [1;+1[

�y2 + 1 = 1 si y 2 [�1; 1]

,

8<: y = �
p
2

y = 0

donc,
Cl (0) =

�
�
p
2; 0;

p
2
	

Exercice 4: (05 points)
On munit R� f�2g de la loi de composition interne � dé�nie par:

8x; y 2 R� f�2g ; x � y = x+ y + xy
2

1. Montrer que � est une loi commutative.

8x; y 2 R� f�2g ; x � y = y � x
Soient x; y 2 R� f�2g ; on a:

x � y = x+ y + xy
2
= y + x+ yx

2
= y � x;

donc, � est commutative.
2. La loi � est admet un élément neutre si

9e 2 R� f�2g ;8x 2 R� f�2g ; x � e = e � x = x:

Soit x 2 R� f�2g ; on a

x � e = x, x+ e+ xe
2
= x

, e
�
1 + x

2

�
= 0

, e = 0 car x 6= �2

et comme la loi � est commutative, alors � admet un élément neutre e = 0.
L�élément x de R� f�2g admet un symétrique dans R� f�2g si

9x0 2 R� f�2g ; x � x0 = x0 � x = e:

Soit x 2 R�f�2g ; on cherche un élément x0 dans R�f�2g tel que x �x0 =
x0 � x = e:
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On a:
x � x0 = e, x+ x0 + xx0

2
= 0

, x0
�
1 + x

2

�
= �x

, x0 = � 2x
2+x
; car x 6= �2

x0 = � 2x
2+x

2 R� f�2g?
Supposons x0 = �2

x0 = �2, � 2x
2+x

= �2

, �2x = �4� 2x, 0 = �4

Ce qui donne une contradiction, alors d�apres le raisonnement par l�absurde,
on déduit que

x0 6= �2
et comme la loi � est commutative, alors l�élément x 2 R� f�2g admet un
symétrique x0 = � 2x

2+x
dans R� f�2g.
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