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Solution 

Test A 

Ex1 : Soit le système mécanique vibratoire représenté sur la figure ci-contre. 

- Trouver l’énergie cinétique de la barre 𝑀 et la masse 𝑚 ( 𝑻𝑴 , 𝑻𝑚) et en suite du système 

(𝑻). 

- Trouver l’énergie potentielle du système (𝑽) en négligeant la pesanteur ; (en équilibre 

statique la tige est horizontale et son poids est compensé ). 

- Trouver la fonction de dissipation (𝑫). 

- Trouver l’équation différentielle de mouvement. 

- Calculer  la pulsation propre 𝑛 et  le coefficient d’amortissement critique 𝒄𝒄 . 

  

 

𝐿 = 1 𝑚 

𝐴𝐵 = 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷 =  𝐿/3 

𝑐 =  4 𝑁. 𝑠/𝑚 

𝑘 =  100 𝑁/𝑚 

𝑚 = 1 𝑘𝑔 

𝑀 =  3𝑚 (masses) 

Le moment d’inertie massique d’une tige par rapport à son centre de gravité est :  𝐼𝐺  =
1

12
 𝑚𝐿2 
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Solution Exercice 1 

Le moment d’inertie de la barre par rapport à l’axe de rotation passant par A. 

 𝐼𝐴 =  𝐼𝐺 + 𝑀𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 =
1

12
𝑀𝐿2 + 𝑀 (

𝐿

2
)

2

 

 𝐼𝐴 =
1

3
𝑀𝐿2. 

L’énergie cinétique de la barre 𝑴 (𝑻𝑴) 

𝑇𝑀 =
1

2
 𝐼𝐴𝜃̇2 

𝑇𝑀 =
1

2

1

3
𝑀𝐿2𝜃̇2 

𝑇𝑀 =
1

2

1

3
(3𝑚)𝐿2𝜃̇2 

𝑇𝑀 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃̇2 

L’énergie cinétique de la masse 𝒎 (𝑻𝒎) 

𝑇𝑚 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃̇2 

L’énergie cinétique du système (𝑻) 

𝑇 = 𝑇𝑀 + 𝑇𝑚 

𝑇 =
1

2
𝑚𝐿2𝜃̇2 +

1

2
𝑚𝐿2𝜃̇2 

𝑇 = 𝑚𝐿2𝜃̇2 

Les déplacements 𝒙𝑩, 𝒙𝑪 𝐞𝐭 𝒙𝑫 en fonction de l’angle de rotation 𝛉.  

𝜃 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ sin 𝜃 ≅ 𝜃  𝑒𝑡 cos 𝜃 ≅ 1 

 

𝑥𝐵 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅
1

3
𝐿𝜃 

𝑥𝐶 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅
2

3
𝐿𝜃 

𝑥𝐷 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅ 𝐿𝜃 

L’énergie potentielle du système (𝑽). 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥𝐶

2 

𝑉 =
1

2
𝑘 (

2

3
𝐿𝜃)

2

 

𝐵 
𝐴 

𝐶 𝐷 
𝜃 

𝑥𝐶  𝑥𝐵 
𝑥𝐷 
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𝑉 =
2

9
𝑘𝐿2𝜃2 

La fonction de dissipation (𝑫).  

𝐷 =
1

2
𝑐𝑥̇𝐵

2 

𝐷 =
1

2
𝑐 (

1

3
𝐿𝜃̇)

2

 

𝐷 =
1

18
𝑐𝐿2𝜃̇2 

Les équations de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞𝑖̇
= 𝐹𝑖     ;    𝑖 = 1,2, … 

Pour notre cas 𝑖 = 1 , 𝑞1 = 𝜃   et 𝐹1 = 0. 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉

𝜕𝜃
+

𝜕𝐷

𝜕𝜃̇
= 0. 

𝑇 = 𝑚𝐿2𝜃̇2 

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
= 2𝑚𝐿2𝜃̇ 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇
) = 2𝑚𝐿2𝜃̈ 

𝜕𝑇

𝜕𝜃
= 0 

𝑉 =
2

9
𝑘𝐿2𝜃2 

𝜕𝑉

𝜕𝜃
=

4

9
𝑘𝐿2𝜃 

𝐷 =
1

18
𝑐𝐿2𝜃̇2 

𝜕𝐷

𝜕𝜃̇
=

1

9
𝑐𝐿2𝜃̇ 

L’équation de mouvement  

2𝑚𝐿2𝜃̈ +
1

9
𝑐𝐿2𝜃̇ +

4

9
𝑘𝐿2𝜃 = 0 
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Détermination de l’équation de mouvement par l’application de la seconde loi de Newton. 

Représentation des forces appliquées sur la barre 

(force d’amortissement, force de rappels,). 

 

 Les forces appliquées 
Les moments par rapport 

au centre de rotation A 

La force de rappel  𝑓𝑟 = 𝑘𝑥𝐶 = 𝑘
2𝐿

3
𝜃 ℳ𝑓𝑟/𝐴 = 𝑘

2𝐿

3
𝜃 ×

2𝐿

3
=

4

9
𝑘𝐿2𝜃 

La force d’amortissement     𝑓𝑎 = 𝑐𝑥̇𝐵 = 𝑐
𝐿

3
𝜃̇ ℳ𝑓𝑎/𝐴 = 𝑐

𝐿

3
𝜃̇ ×

𝐿

3
=

1

9
𝑐𝑙2𝜃̇ 

La réaction du support       𝑅𝐴  (Inconnue) ℳ𝑅/𝐴 = 0 

Isoler la barre et appliquer la loi de la dynamique. 

Somme des moments par rapport au point de rotation 𝐴 est égale au moment d’inertie massique par 

rapport à 𝐴 multiplier par l’accélération angulaire 

L’équation de mouvement libre 

+↺ ℳ𝑓𝑖/𝐴 = 𝐼𝐴𝜃̈ 

𝐼𝐴 =  𝐼𝐴(𝑀) +  𝐼𝐴(𝑚) 

𝐼𝐴 =
1

3
𝑀𝐿2 + 𝑚𝐿2 

𝐼𝐴 =
1

3
3𝑚𝐿2 + 𝑚𝐿2 

𝐼𝐴 = 2𝑚𝐿2 

 

−
4

9
𝑘𝐿2𝜃 −

1

9
𝑐𝐿2𝜃̇ = 2𝑚𝐿2𝜃̈. 

2𝑚𝐿2𝜃̈ +
1

9
𝑐𝐿2𝜃̇ +

4

9
𝑘𝐿2𝜃 = 0 

  

𝐶 𝐴 𝐷 𝐵 𝐺 

𝑓𝑟 𝑓𝑎 

𝑅𝐴 
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Récrire sous forme :   

𝜃̈ + 2𝜉𝜔𝑛𝜃̇ + 𝜔𝑛
2𝜃 = 0 

𝜃̈ +
1

18

𝑐

𝑚
𝜃̇ +

2

9

𝑘

𝑚
𝜃 = 0 

La  pulsation propre 𝒏   

𝜔𝑛
2 =

2

9

𝑘

𝑚
      ⟹  𝜔𝑛 = √

2

9

𝑘

𝑚
  

 𝜔𝑛 = √
2

9

100

1
=

10√2

3
= 4,71 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

Le  coefficient d’amortissement critique 𝒄𝒄 

𝜉 =
1

36

𝑐

𝑚

1

𝜔𝑛
=

1

36

𝑐

𝑚
√

9

2

𝑚

𝑘
=

𝑐

12√2𝑘𝑚
 

𝑐 = 𝑐𝑐  pour  𝜉 = 1 

𝒄𝒄 = 12√2𝑘𝑚 

𝒄𝒄 = 12√2 × 100 × 1 = 120√2 = 169,7 𝑁. 𝑠/𝑚    
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Ex2 :   

Exprimer la réponse totale d’un système 1DDL dont l’équation de mouvement est donnée par :   

2𝑥̈ + 20𝑥̇ + 50𝑥 = 100 cos 10𝑡 avec des conditions initiales nulles. 

Solution : 

𝑚 = 2 𝑘𝑔 ; 𝑐 = 20 𝑁 ∙ 𝑠/𝑚 ; 𝑘 = 50 𝑁/𝑚 ; 𝐹0 = 100 𝑁 ; Ω = 10 𝑟𝑎𝑑/𝑠 . 

La pulsation propre  

𝜔𝑛 = √
𝑘

𝑚
= √

50

2
= 5 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

L’amortissement critique 

𝑐𝑐 = 2√𝑘𝑚 = 2√50 × 2 = 20 𝑁 ∙ 𝑠/𝑚  

Facteur d’amortissement 

𝜉 =
𝑐

𝑐𝑐
= 1;  donc le régime d′amortissent est critique  

La solution complète est donnée par  𝑥(𝑡) = 𝑥ℎ(𝑡) + 𝑥𝑝(𝑡)  

𝑥ℎ(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 

𝑥𝑝(𝑡) = 𝑋 𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡 − 𝛼) 

L’expression du déplacement 

 𝑥(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 + 𝑋 𝑐𝑜𝑠(Ω𝑡 − 𝛼) 

L’expression de la vitesse  

𝑥̇(𝑡) = 𝐶2𝑒−𝜔𝑛𝑡 − 𝜔𝑛(𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 − 𝑋Ω 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡 − 𝛼) 

𝑥̇(𝑡) = (𝐶2 − 𝜔𝑛𝐶1 − 𝜔𝑛𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 − 𝑋Ω 𝑠𝑖𝑛(Ω𝑡 − 𝛼) 

Application des conditions initiales 

𝑥(0) = 0  ⟹ (𝐶1 + 0)𝑒0 + 𝑋 𝑐𝑜𝑠(0 − 𝛼) = 0 

𝐶1 = −𝑋 𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑥̇(0) = 0  ⟹ (𝐶2 − 𝜔𝑛𝐶1 − 0)𝑒0 − 𝑋Ω 𝑠𝑖𝑛(0 − 𝛼) = 0 

𝐶2 = 𝜔𝑛𝐶1 − 𝑋Ω 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

𝐶2 = −𝜔𝑛𝑋 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑋Ω 𝑠𝑖𝑛 𝛼 

𝐶2 = −𝑋(𝜔𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + Ω 𝑠𝑖𝑛 𝛼) 
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Allongement statique 

𝑋0 =
100

50
= 2 𝑚 

Rapport de fréquences  

𝑟 =
Ω

𝜔𝑛
=

10

5
= 2 

Amplitude forcée 

𝑋 =
𝑋0

√(1 − 𝑟2)2 + (2𝜉𝑟)2
 

𝑋 =
2

√(1 − 22)2 + (2 × 1 × 2)2
= 0,4 𝑚 

Angle de phase  

𝛼 = tan−1 (
2𝜉𝑟

1 − 𝑟2
) = tan−1 (

2 × 1 × 2

1 − 22
) = −0,927 + 𝜋 = 2,214 𝑟𝑎𝑑 

(𝛼 doit être entre 0 et 𝜋) 

Les constantes :  

𝐶1 = −𝑋 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = −0,4 cos 2,214 = 0,24  

𝐶2 = −𝑋(𝜔𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + Ω 𝑠𝑖𝑛 𝛼) = −0,4(5 cos 2,214 + 10 sin 2,214) = −2 

La solution complète devient 

𝑥(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 + 𝑋 cos(Ω𝑡 − 𝛼) 

𝑥(𝑡) = (0,24 − 2𝑡)𝑒−5𝑡 + 0,4 cos(10𝑡 − 2,214) 

 


