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Solution
Test A
Soit le systéme mécanique vibratoire représenté sur la figure ci-contre.

Trouver I’énergie cinétique de la barre M et la masse m ( Ty, T;,) et en suite du systéme
(T).

Trouver 1’énergie potentielle du systéme (V) en négligeant la pesanteur ; (en équilibre
statique la tige est horizontale et son poids est compensé ).

Trouver la fonction de dissipation (D).

Trouver I’équation différentielle de mouvement.

Calculer la pulsation propre @, et le coefficient d’amortissement critique ¢, .

L=1m

AB=BC=CD=1L/3

c=4N.s/m
k= 100 N/m
m=1kg

M = 3m (masses)

. . . . N " 1
Le moment d’inertie massique d’une tige par rapport a son centre de gravité est: I, = 5 mlL?
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Solution Exercice 1

Le moment d’inertie de la barre par rapport a ’axe de rotation passant par A.

I, = 1. + MAG? = 1ML2+M(L)2

AT G 12 2
_1 2

Ip =3 ML?.

L’énergie cinétique de la barre M (Ty)

1

TMZEIAH
11

Ty = ==MIL?6?

M™23

L’énergie cinétique de la masse m (T,)

1 /2LN\? .
Tm=—m<—> 62

2 3
2 .
Tm = §mL292
L’énergie cinétique du systéme (T)
T =Ty + Ty
1 . 2 .
T = EmLZHZ + §mL292
13 .
T = —ml262
18"

Les déplacements xg, x. et xp en fonction de I’angle de rotation 0.

0 est faible = sin@ =6 et cosf =1

N 1
Xg = AB sinf = §L0

- e ,xC e T T
i pgU 1 B ) -
;. p=iziziZiIITIC _._._._._4_._._. . R 1 6’

xp = AD sinf =L@
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L’énergie potentielle du systéme (V).

1
V=§kxD
1
V ==kL?6?
2
La fonction de dissipation (D).
1 2
D= Ech
1 /1 .\2
D = EC(gLQ)
1 .
D = —cl??
18C 0

Les équations de Lagrange

d(aT) 6T+6V+6D F 12
— =) —=— o — =r; , l=1,4,..
dt\dq,/ dq; dq; 04,

Pournotrecasi =1,q;, =6 etF, =0.

d<6T) 6T+6V+6D_O
dt\ge/) 06 ' 96 g0

L’équation de mouvement

13 .1 .
?mLZG + §CL29 +kL?0=0
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Détermination de I’équation de mouvement par I’application de la seconde loi de Newton.

Représentation des forces appliquées sur la barre (force d’amortissement, force de rappels,).

Les forces apoliquées Les moments par rapport
PRiq au centre de rotation A
La force de rappel fr = kxp = kL6 My 4 =kLO X L = kL*6
N L, L, L 1 .
La force d’amortissement | f, = cxz = c§9 M a = ng X 3= 561 9
La réaction du support R, (Inconnue) Mg =0

Isoler la barre et appliquer la loi de la dynamique.
Somme des moments par rapport au point de rotation A est égale au moment d’inertie massique par
rapport & A multiplier par I’accélération angulaire

L’équation de mouvement libre

+O Mfi/A == IAH
Iy = Iyja+ Imya

1 2
I, = =MI? +m(—L)

3 3
I 1(3 )L2+4 12
4= 3zom 9™
L1,
A_9m

k126 — chze' - 19—3mL2(9'.
13

| .
?mLZB 5 §CL29 + kL0 =0
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Récrire sous forme :

13 .1 .
—mlL?60 +—=cL?0 + kL?0 =0
9 9
6 + 28w, 0 + w26 =0
6 + 1 o+ 7 ke—
13m 13m =

La pulsation propre w,

_1c1_1c 9m_ 3c
(’(—26ma)n_26m 13k 26V1i3km

c=c, pour £=1

26V13km
Cc=—"F—
3
€c =20 = 312,48 N.s/m
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Ex2:

Exprimer la réponse totale d’un syst¢éme 1DDL dont I’équation de mouvement est donnée par :

2% + 20x + 50x = 150 sin 10t avec des conditions initiales nulles.

Solution :
m=2kg;c=20N-s/m;k=50N/m;F,=150N;Q=10rad/s .

La pulsation propre

k 50
Wn = [ = 7=5rad/s

L’amortissement critique
€. =2Vkm =2v50x2=20N-s/m

Facteur d’amortissement

c
& = — = 1; doncle régime d'amortissent est critique
CC

La solution complete est donnée par x(t) = x,(t) + x,(t)
x,(t) = (Cy + Cyt)e “nt
xp(t) = X cos(Qt — a)
L expression du déplacement
x(t) = (C; + Ct)e™®nt + X cos(Qt — a)
L’expression de la vitesse
x(t) = Coe ™t — @, (C; + Cyt)e 9nt — XQsin(Qt — a)
x(t) = (C; — w,C; — w,Cyt)e™%nt — XQsin(Ot — a)
Application des conditions initiales
x(0)=0 = (C;+0)e’+Xcos(0—a) =0
Ci=—Xcosa
x(0)=0 = (C, — w,C; —0)e® —XQsin(0 —a) =0
Cy, = w,C; — XQsina
Cy, =—wy,Xcosa—XQsina

C, = —X(wpcosa+ Qsina)
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Allongement statique
Fy 150
°=k ~50
Rapport de fréquences
Q 10
=—=2

T w, 5

3m

Amplitude forcée
Xo
V(A =122+ (287)?
3
X =
J(1=22)2 4+ (2% 1 x2)2
Angle de phase

=0,6m

i %r 1 (2%X1x2
a = tan (1 — r2> = tan (ﬁ) =-0,927+m=2,214rad

(a doit étre entre O et )

Les constantes :

C; =—Xcosa=-—0,6cos 2,214 =0,36

C, = —X(wpcosa+ Qsina)

C, = —0,6(5c0s2,214 + 10sin 2,214) = -3
La solution compléte devient

x(6) = (€1 + Cyt)e™nt + X cos(Qt — a)

x(t) = (0,36 — 3t)e™ >t + 0,6 cos(10t — 2,214)

Enselgnant :
BOUTCHICHA Djilall



