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Ex2 (16 pts)
Soit le systétme mécanique vibratoire représenté sur la figure ci-dessous.

e Déterminer I’énergie cinétique du systéme (T). ( 2 pts)

e Déterminer I’énergie potentielle du systéme (V) en négligeant la pesanteur ; ( 1 pts)

e (en équilibre statique la tige est horizontale et son poids est compensé ).

e Déterminer la fonction de dissipation (D). ( 1 pts)

e Trouver I’équation différentielle de mouvement. ( 3 pts)

e Calculer la pulsation propre w, et le coefficient d’amortissement critique ¢, . ( 1 pts)

e Ecrire la réponse libre si 8(0) = 6, et sans vitesse initiale. ( 4 pts)

e La barre est maintenant soumise a un moment harmonique M (t) = 100 sin 10t, déterminer la réponse forcée
0, (t). (4 pts)

- L=1m

- AB=BC=1L/2 Z
- ¢c=4N.s/m

- k= 100N/m

- m=1kg

- M = m (masses).

Le moment d’inertie massique d’'une
barre de longueur [ et de masse m par

rapport a son centre de gravité est :
IG = % mlz
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Solution :

Le moment d’inertie de la barre par rapport a ’axe de rotation passant par A.
Iy = I + MAG? = ! ML2+M(L)2 = 1ML2
4= 12 2) 73
Comme M = m
Iy = 1 L?

AT 3 m
L’énergie cinétique de la barre M (Ty)
Ty = = 1,62
1/1 . 1 .

Ty = —(— L2)92 = —-mlL?6?
=73 6
L’énergie cinétique de la masse m (T,)

1 .
Tm = EmLZHZ
L’énergie cinétique du systéme (T)

T =Ty + T
T = Linize? + L nizé?

6 2
= szzéz

3

Les déplacements xg et x en fonction de 1’angle de rotation 6.
0 est faible = sinf =6 et cosf =1

— 1
Xg = AB sinf = ELB

XB e Xc )
A--====;:::-.:::::::i:ﬁ:li'.:'.:'.:::V.:'.:..::f..—.::..:..-_l.—...-_..__-.__..__..__.. _______ 6_ 5 ________ T Xp = ELQ
A B C o ano =10

L’énergie potentielle du systeme (V).

1 2
V = Eka
v =2 (3e0)

27\2

1
V =—=kL?6?

8

La fonction de dissipation (D).

D = EC.XEZ;

1 1 .\2
D = EC (ELQ)
D) = chzéz

8
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Les équations de Lagrange
d(éT) 6T+6V+6D_F _
dt aql aqi aqi aql b

Pournotrecasi =1,q, =6 etF, =0.

i=12,..

d(GT) 6T+6V+6D_O
dt\gg/) 06 ' 90 g0
oT 4

—.=—mL29

00 3

d(c’)T)_4 12§

dt\go —3™m

aT_O

00

aV_1kH9

00 4

oD 1 126

— =—=C

00 4

L’équation de mouvement

£ Hé+1 Hé+1kE9—O
3™ 1€ 4 =
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2¢me Méthode

Détermination de I’équation de mouvement par I’application de la seconde loi de Newton.

Représentation des forces appliquées sur la barre
(force d’amortissement, force de rappels,).

L es forces apoliquées Les moments par rapport
PRiq au centre de rotation A
L L L 1
La force de rappel fr=kXB=k§9 Mfr/A=—k§9X§=—ZkL29
N , L, L., L 1 .
La force d’amortissement | f, = cxp = CEH M a = _CEH % 2 = _ch 0
La réaction du support R, (Inconnue) Mga =0

Isoler la barre et appliquer la loi de la dynamique.
Somme des moments par rapport au point de rotation A est égale au moment d’inertic massique par rapport a
A multiplier par I’accélération angulaire

L’équation de mouvement libre

+(.5 Mfi/A = IAG
Iy = I,(M) + 1,(m)

1
I = §mL2 + mlL?

I —4 L?
A_3m

—Lk12e —Lc126 = 2mi2é.
4 4 3
4

—mlL%6 +1cL29 +1kL29 =0
3 4 4
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L’équation de mouvement libre

Récrire sous forme :

6 + 28w, 0 + w26 =0

em’ T1em? ™

La pulsation propre @,

. |3k _V3k
“n= T6m~ 4 m
/2100 10v3
w, = §T—T—4,33rad/s

Le coefficient d’amortissement critique ¢,
3¢

Zf(i)n = EE

E_3c1_13c 16m 3¢ = ¢
" 32mw, 216m3 k  gJkm 8/3vVkm

c=c. pour £=1

km
Cc=8 =~
=8 |——= % = 46,19 N.s/m
4 4 3
£= ¢ £ = 0,0866

= 8/V3vkm 8/V3VI00x1 80/¥3 20
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Réponse libre

Ecrire la réponse libre si 8(0) = 6, et sans vitesse initiale.
D’apres les données ¢ = 4 N.s/m qui est inférieur a c., le systéme est sous amorti.

0(0) = 6,

L diti initiales sont : { .
es conditions initi 6(0) = 0

L’expression de la réponse est donnée par :
6(t) = e $“nt{A; coswyt + A, sinwyt}

L’expression de la vitesse est donnée par :
0(t) = —Ewpe $9nt{A; coswyt + A, sinwyt} + e‘f“’"t{—Alwd sinwgt + A, wg cos wyt}

6(0) =6, = e°{A;cos0+4,sin0} =6, = A, =6,
0(0)=0 = —¢w,e’{4;cos0+A,sin0}+ e’{—A4;w,sin0+ A, w,cos0} =0

n0
= —E(l)nAl + Az(l)d =0= A2 = &U_O

Wq

w, 0
6(t) = e twnt {90 cosa)dt+€a:l Osina)dt}
d
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Réponse forcée
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La barre est maintenant soumise a un moment harmonique M (t) = 100 sin 10¢, la réponse forcée 6, ().

My =100 N-m, etQ=10rad/s

1,6+ c.0 + k.0 = MysinQt
La réponse forcée 8, (t) est donnée par :

0,(t) = 0sin(Qt — a)

0
6,(t) = sin(Qt — a)
=D+ 28r)?
avec 0 =%= My =%
07 k, %kLZ kL2
4 x 100
o=———>5=4% rad
100 x 1

_ 13k _ px100_, ..
= |27m = [Tex1 ~ +33rad/s

= 0,92 rad

o 10 231
" e, 433
B 0 B 4
JA =122+ (2&r)2 /(1 -2,312)2 + (2 x 0,0866 X 2,31)2
L’angle de phase

a = tan~! (1-231%9 ) _ —1,4788
20,0866 - 2,31 ’

Le retard de phase doit étre en 0 et &

a=-1479+m = 1,663 rad
La réponse forcée est donc :

6,(t) = 0,92sin(10t — 1,663 )
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