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Ex3 (4 pts)
Pour le systeme a deux degrés de liberté compose deux cylindres de masse m et de rayon r, qui roule sans
glissement (x; = r6;) sur un plan horizontal. Le systeme est relié par trois ressorts de constantes de raideur k.

BRI

A A

a) Déterminer les équations de mouvement. (2 pts)
b) Ecrire I’équation caractéristique et déterminer les pulsations propres. (2 pts)

Solution :

Energie potentielle

A T’instant t le centre de gravité du premier cylindre se déplace de x; en roulant et le centre de gravité
du deuxiéme cylindre se déplace de x, en roulant.

Le ressort a gauche s’allonge de (2x4).

Le ressort a droite s’allonge de (2x,).

Le ressort du milieu s’allonge de (2x, — 2x4).

1 1 1
V= Ek(le)2 + Ek(ZxZ —2x)% + Ek(sz)2

1 1 1
V == Ek(ZT'Bl)Z ar Ek(zrez - 27"61)2 + Ek(ZT‘GZ)Z

Energie cinétique

Le 1° cylindre possede une translation x; du centre de gravité et une rotation 8, (x; = r6;).
Le 2°™ cylindre posséde une translation x, du centre de gravité et une rotation 6, (x, = r6,).
Le moment d’inertie massique d’un cylindre autour d’un axe passant par son centre gravité I; =

1 .2
Emr .
1 1 . 1 1 .
T = Em(xl)z + EIG(Bl)Z + _m(J.Cz)Z + _16(61)2
1 11
T = Em(xl)z + Eimrz(el) + = m(xz)2 + ——mr2(91)

Comme X, =16, etx,=rb,

11
T——m(r@l) +——mr2(61) + = m(r@l) +——mr2(61)

T = Zm(rel) + Zm(rﬁz)
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Equations de Lagrange
d (aT) ar ~ov

—(—=)——+—=0 i=12
dt\dq,/ 0dq; 0Jq;

Premiére cordonnée généralisée (q; = 6,).

av

—_— = 4‘kT291 - 4k1‘2(92 - 91)
26,

av 5 5

6_61 = 8kT 91 - 4k1‘ 92

Premiere équation de mouvement

3 ..

Emrzel + 8kr20, — 4kr?0, =0
Deuxieme cordonnée généralisée (q, = 0,).

av

—=k- 47'2(92 - 91) +k- 47"202
20,

ov ) )

6_92 = —k4r 91 + 8kr 02

Deuxieme équation de mouvement
%mrzéz — 4kr?6, + 8kr?6, =0
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Seconde loi de Newton

A

Diagrammes des corps libres

A T’instant t le centre de gravité du premier cylindre se déplace de x; en roulant et le centre de gravité
du deuxiéme cylindre se déplace de x, en roulant.

Le ressort a gauche s’allonge de (2x).

Le ressort a droite s’allonge de (2x5).

Le ressort du milieu s’allonge de (2x, — 2x;).

Les forces de rappels
fr1 = k(2x1) = 2kr6,
fTZ = k(sz - le) = 2k(r92 - 7"91)
fr3 = k(2x2) = 2kr6,

Pour le premier cylindre : Isoler le cylindre et appliquer la loi de la dynamique
+0 Mfi/A = IA91
IA = IG1 + mrz
1 3
Iy = Emr2 +mr? = Emrz
—fr1 X2r + frp X 21 = IABI

3
—ZkT'leT' + 2k(r92 - 7"91) X 2r = Emrzﬂl

La premiére équation de mouvement

3 5 5
Emr 6, +8kr<0; —4kr<0, =0

Pour le deuxiéme cylindre : Isoler le cylindre et appliquer la loi de la dynamique
+L5 Mfi/B = 1392
IB = IGZ + mTZ
1 3
Iy = =mr? + mr? = —mr?
572 2
—fra X 2r — fr3 X 2r = 130,

3
—2k(7‘92 - T'Ql) X 2r — 2kT922T+= Emrzgz

La deuxiéme équation de mouvement
3 ..
Emrzez—'krzel + 8kr20, =0
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Les équations de mouvement sous forme matricielle
2™ 61 + [ 8k —4k] (91> _ (0)
3 (\g,) l-4k 8k I\6,) " \o
0 =-m
2
Les pulsations propres

On suppose que dans un mode propre
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6, (t) = ©,coswt 6,(t) = —w?0,coswt
0,(t) = 0,coswt 0,(t) = —w?0,coswt

_3mw? _

8k me 4k {@1} _ {O}

—4k 8k — zma)2 0, 0

Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du systeme soit nul
8k — 2 maw? —4k
2 —
3 =0
—4k 8k — Emwz

d’ou I’équation caractéristique
3 2
<8k - Emwz) —16k? =0

3 3
(8]( —Emwz — 4k) (8]( —Emwz + 4k> =0

(1 2 ma) (126 - ) =0
zmw me =

I8k
@1= 3m

8k

et (1)2 - —

m
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