Exercice 1:
Soit f I’application linéaire définie par:

f: R3 — R3
(z,y,2) — (z +y,32,2y + 2)

1. Déterminer ker f, 'application f est-elle injective? Justifier votre réponse.
2. Donner une base de Im f, Papplication f est-elle surjective ? Justifier votre
réponse.

3. Soient

U =e1 —eg + 2e3,uz = €1 + €9, u3 = 2e1 + e — e3,

avec By = {e1,e2,e3} la base canonique de R3.
(a). Montrer que By = {u1,uz,uz} est une base de R3.
(b). Ecrire la matrice A associée a f dans la base By.
(c). Déterminer la matrice de passage P de By & By et et calculer P~1.
(d). Ecrire la matrice A" associée a f dans la base Bj.
Solution:
Soit f I’application linéaire définie par:

f: R3 — R3
(z,y,2) = (z+y,32,2y + 2)

1. Déterminer ker f, Papplication f est-elle injective? Justifier votre
réponse.
Par définition, on a:

ker f = {X = (2,y,2) e E=R3/f(X) =0p =Oga } .

Donc, X = (z,y, z) € ker f si et seulement si f (X) = 0p = Ogs.
On résout I'équation vectorielle f (X) = 0g. Soit X = (x,y,2) € R3, on a:

f(X)=0p < f(z,y,2) = Ops

z+y=0 =0
&< 32=0 &S 2=0
204+ 2=0 y=0
alors,
ker f = {Ogs}.

f est-elle injective?
Comme ker f = {Og2}, alors f est une application injective.



2. Donner une base de Im f, ’application f est-elle surjective ? Jus-
tifier votre réponse.
Par définition, on a:

Im f = {f(X)/X = (2,y,2) € E=R3}.

Un vecteur Y = (a, b, ¢) est dans I'image de f si et seulement si 3X = (z,y,2) €
E=R3Y = f(X).
Soit X = (z,y,2) € R3, on a:

F(X)=(x+y,32,2y + 2)
= (I‘,0,0) + (yvoa 2y) + (07 3z, Z)

= 2(1,0,0) + y(1,0,2) + 2(0,3, 1),
~—— ~—— ~——

U1 U2 us

alors, Im f est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs
up = (1,0,0) ,us = (1,0,2) et uz = (0,3,1).

Imf = Vect (ul (17 07 0) y U2 (17 Oa 2) , U3 (03 3; 1)) .

La famille B = {u; (1,0,0),u2 (1,0,2),u3(0,3,1)} est génératrice de Im f. Elle
est libre, car

3
2 3]=-0s0

o O =
N O =
N WO

Donc la famille B forme une base de Im f.
f est-elle surjective?
On a:
rg(f) =dimIm f =3 =dim F.

et Im f est un sous espace vectoriel de F', donc Im f = F. Alors, f est une
application surjective.
3. Soient

up = ey — ez + 2e3,us = ey + ez, uz = 2e; + ez — €3,

avec By = {e1, ez, e3} la base canonique de R3.
(a). Montrer que B; = {uj,us,u3} est une base de R3.
On a

card (B;) = dim R3,

donc, il suffit de savoir s’elle est libre ou génératrice.
Comme



alors, By est libre et donc elle forme une base de R3.
(b). Ecrire la matrice A associée & f dans la base Bj.
On a:

f(el) = (1,070) =e;=1xXe; +0xex+0Xeg,

donc, les éléments de la premiére colonne sont 1,0 et 0.

1
Ci=10
0

et
fle2) =(1,0,2) =e; =1 xe;+0 x ey +2 X es,

donc, les éléments de la deuxiéme colonne sont 1,0 et 2.

1
Co=1 0
2

et
f(e3):(07371):61:0X€1+3X62+1X63,

donc, les éléments de la troisiéme colonne sont 0,3 et 1.

Alors,

1
A= 0
0

N O =
_w O

(c). Déterminer la matrice de passage P de By 4 Bi:

On a:
U = e; — ey + 2e3

Ug = €1 + €2

ug = 2e1 +eo —eg

Alors,

1
P=Mgp g (Id=| -1 1 1
0

Calculer P~ 1.



On a:

Alors,

U = e; — ey + 2e3
Uy = €1 + €2 =4 €1 = Uz — €2
ug = 2e1 +ex —eg
7262+263 = U1 — Uz
<~ €] = Uy — €9
—62—63:’LL3—2’LL2
—2 (7U3+2’ZL27€3)+263 = U1 — U
-~ €] = Uy — €9
ez = —us + 2uz —e3
€3 = %ul +%UQ — %u;;
= e = %Ul — %'LLQ-F%’LL,?,

—_1 5 1
€y = —7U1 + FU2 — 5U3

PN
PN
ot

=
N[N

[
D=

Deuxiéme méthode:

-1 _ 1
P ~ detP

ot C' comatrice (matrice de cofacteurs).

avec P;; matrice obtenue en supprimant la iéme ligne et la jéme colonne.

611:+’
Co1 = —
c31 =+

C = (cij)i<ij<s

cij = (=1)"" det (Py)

O I S S

0o -1 1|~ Ci12 = 9 11~ C13 =

1 2 1 2

0 1’:1 2=+ 9 1| 023:_‘
1 2 1 2

1 1‘1 2= 1 4 =-3 C33+‘_

Uy = (’UQ —62) —eg + 2e3

U3:2(UQ—62)+€2—63

-1



donc,

-1 1 =2 -1 1 -1
C = 1 =5 2 =00 = 1 -5 -3
-1 -3 2 -2 2 2

On calcule le déterminant de P:

1 1 2
detP=| -1 1 1 |, On effectue les opérations Cr = Co+ Gy
9 0 —1 03 — 03 + Cl
1 2 3
=| —1 0 0 |, On développe suivant la deuxiéme ligne.
2 1
3 ot
=20 (=17 x paj x det (Pyy)
j=1
=(-1) x(l)x’21‘_4
Alors,
1 _1 1
-1 _ 1 t~_ 4 5 3
Pl=qp C= i i i
2 T2 T2

(d). Ecrire la matrice A" associée a f dans la base B;.
D’apres la formule de changement de base, on a:

A =P lxAxP

1 1 1
o 110 1 1 2
= - 2 = 0 0 3 -1 1 1
1 1 1
-4l 0 2 1 2 0 -1
1 1 1
T 02 3
= -1 2 = 6 0 —3
144141
3 T2 ~3 02 1
3 7
-3 1 £
(¥ L
- i
-3 0 3

Deuxiéme méthode:
On calcule les coordonnées des vecteurs f (u;) dans la base By On a:

fu) =f(1,-1,2) = (0,6,0) = qus + Buz + yus

=(a+p+2y,—a+B+7,20—7)



a+fB+2y=0 a:—§
—a+B+7=6 ¢ =1
20 —vy=0 v=-3

donc, les éléments de la premiére colonne sont f%,g et —3.

Ci =

=
cow‘”w\w

De méme maniére, on trouve
f(u2) = (2,0,2) =1xXu; +0xXuy+0 X usg,

donc, les éléments de la deuxiéme colonne sont 1,1 et 0.

1
Co = 1
0
et
) = 03,1 = F xu = o+ §xu,
donc, les éléments de la troisieme colonne sont %,—% et 3.
7
1
03 = _ 15
5
2
Alors,
_3 1 7
- 15 45
A = Lo -7
-3 0 3



