Corrigé de fiche TD 1 (ALG II)

2023 - 2024

Exercice 1 (Espace Vectoriel)

1. Montrer que les ensembles suivants possédent une structure d’espace vectoriel
sur le corps commutatif k donné (pour les lois usuelles) R ,C , R? R? (k = R).
On applique la définition d’un espace vectoriel.

On appelle espace vectoriel sur k (ou k-espace vectoriel), tout ensemble non
vide E muni de deuz lois:
- une loi de composition interne (notée +)

+:ExE — E
(u,v) = w4
- une loi de composition externe (notée o)

o:kxE — FE
A\u) = Aeuw

qui vérifient les propriétés suivantes:

1.u+v=v+u (pourtous u,v € E)

2. u+ (v+w)=(ut+v)+w (pourtous u,v,w € E)
Il existe un élément neutre O € E tel que u+0g = u (pour tout u € E)
Tout u € E admet un symétrique u’ tel que u+ v =0
leu=u (pourtout ue E)
ae(feu)=(af)eu (pourtous a,f €k, uekE)
(a+pP)eu=caeu+feu (pourtous a,f €k, u€FE)
ae(ut+v)=aeu+aeuv (pourtousu,v e E, ack)
L’ensemble F = R? muni des lois usuelles:
(z,y) + (wy) = (w+x',y+y') et e (my> = (Az, \y)

Soient u = (z,y),v = (ac/,y/) JW = (x//,y”) €R?et a,8€R, on a:

S I AR

utv= (x+x’,y+y') €R? et Neu=(\r,\y) € R?

Donc + est une loi de composition interne et ® est une loi de composition externe.
1.

u+v=(z,y) + (my) = (:E+£C',y+y')
= (w +a,y +y) = (wy) + (z,9)

=v+u.



o) +w=(z+ay+y )+ (2",y")
= (a: +2 +a y+y +y”) = (x,y) + (3:/ +2"y +y//)
=u+ (v+w).
3. 1l existe un élément neutre O = Ogz = (0,0) € R? tel que
u+Opz = (x4 0,y +0) = (z,y) = u.
4. Tout u = (z,y) € R? admet un symétrique u' = (—x, —y) € R? tel que
utu' = (z+(-2),y+ (-y))

:(:L'fxay*y):(o,o):()ﬂp.

5.
lgeu=(1x2z,1xy) = (z,y9) =u.
6.
ae(feu)=ae(Sz,By)
= (afz,afy) = (af) e u.
7.
(a+B)eu=((a+B)z,(a+8)y)
= (az + Bz, ay + By)
= (Ozx,ay) + (Bz, By)
=aeu+Feu.
8.

aefutuv=ae (:chx',ery')
UCEORI)
= (ax+a:c/,ay+ay'>

= (azx,ay) + (Ozx/7ay/)

=qqeou-+aeu.

Conclusion: R? est un espace vectoriel sur R.



On fait méme maniére pour les autres ensembles.

2. Montrer que tout corps commutatif est un k espace vectoriel
Tout corps cmmutatif k est un espace vectoriel sur lui méme. On vérifie les 8
propriétés & partir la définition d’un corps commutatif..

3. L’ensemble R? muni des lois suivantes est-il un espace vectoriel sur
R?

(:C.,y) + (x,,yl) = (m—l—x,,y—i—y/) et \e (ml,y/) = (2\z,0)

Pour la 5éme condition, on a

lkeu=1e(z,y)=(2(1)=,0) = (2z,0)

77
lyeu=u

On peut prendre un contre exemple, donc pour

U= (xay) :(171)7

on trouve
lkeu=(2,0)#(1,1).

Donc, R? n’est pas un espace vectoriel sur R.

Exercice 2
Soit

E = {(w,y) € R/ay > 0)
1. Est ce que \u € E pour u€ E et A € R?

Soient A € R et u = (z,y) € E, donc zy > 0.
On a:

)\ou:)\o(z,y):(x\:p,)\y)?e?E

(Az) (A\y) = A* (zy) > 0,
alors, A\u € E.
2. Trouver deux vecteurs u,v € FE dont v +v ¢ E.
Soient u = (z,y),v = (ml,yl> € E, donc xzy > 0 et xly/ > 0.
On a:
/ AN
u+v= (z+x ,y+y) ekl

77
(fv+fv) (yﬂ/) =zy+zy +txy +xy>0,



pour v = (1,2),v = (—2,—1), on obtient u,v € E mais u +v = (—1,1) ¢ E.
FE est il un R espace vectoriel?
FE n’est pas un R-espace vectoriel.

Exercice 3 (Sous espace vectoriel)
1. Sous espace vectoriel de R?:
-F =172

Il faut vérifier les conditions suivante:

(i) Ogz € F
(7)) Yu,v e F, u+veF
(13) Yu € F,Va €k, au e F
On peut regrouper (ii) et (iii) par la condition suivante
Yu,v € F,Va,B8 €k, au+ v eF

On a:
(i) Oz = (0,0) € F. /
(i) Soient u = (x,y),v = (x ,y’) € F, donc

ut+v=|z+z,y+y | €F ,carabeZ.
W_/H/—/

a b

(iii) Soient u = (z,y) € F, o € R donc

77
aeu=|azr,ay | €F
N~

A B
Si on prend u = (—1,3) et & = 5 on trouve
aeu= (LY EF

Alors, F n’est pas un sous espace vectoriel de R2.
- F = {(z,y) e R?*/|z| = |y[}
On a:
(i) Ogz = (0,0) € F, car
|:C0]R2 } =0= |yOR2 |

(i) Soient u = (z,y),v = (z ,y') € F, donc
2l =yl et |2 =1y
u+v= (z+x/,y+y') € Fq?
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c’est a dire
4| =y 4y

Si on prend x =2,y = 2 et o —2,7' = 2 on trouve

ol =yl et |&'| =1y
et
o +a'| # ly+ )

ce qui donne u + v ¢ F.
Alors, F n’est pas un sous espace vectoriel de R2.

-F= {(ZE,y) €R2/y:$}
On a:
(i) Ogz = (0,0) € F, car
Loga = Yop2 = 0

(i) Soient u = (z,y),v = (z ') € F, donc

y=x et y/:x/

utv=|z+a2,y+y | € F?
S~ ——
a b
c’est a dire
b=a?

b=y+y =z+2 =a
ce qui donne u 4+ v € F.

(iii) Soient u = (z,y) € F,a € R donc

y=x

au= | ar, ay | € F7?
N~
A B
c’est & dire
B =A?

B=ay=ax=A

ce qui donne au € F.
Alors, F est un sous espace vectoriel de R2.

-F = {(x,y) eR?/x < y}



On a:
(i) Ogz = (0,0) € F, car

(xom2 = 0) S (yOR2 = 0)
(ii) Soient a, B € R et u = (z,y),v = (z,y’) € F, donc

r < et LEIS y'

au+pBv=|az+ Bz, ay+py | € F?
—— N——
a b
c’est a dire
a<b?

pour « = 1,8 = =2, u = (1,2) et v = (—4,—1), on obtient u,v € E mais
au+ Bv = (9,0) ¢ F. Alors, F n’est pas un sous espace vectoriel de R2.

2. Sous espace vectoriel de R3:

- P ={(z,y,2) € R¥ [z —y + 22 =0}

On a:

(i) Ogs = (0,0,0) € Fy, car

xORa - yOR3 + QZOR:; = O
(i) Soient u = (z,y,2),v = (x/,y’,z/) € Fy, donc

r—y+22=0 et z'fy’+221:0

utv=|z+a2,y+y,z+7 | e /?
S~ —— Y~
a b c
c’est & dire
a—b+2c=07

a—b+2c= (x—i—x/)—(y—&—y’)—i—Q(z—&—z')
:(xfy+22)+(x/fy/+22/> =0

ce qui donne u +v € F}.
(iii) Soient u = (z,y,2) € F1,a € R donc

r—y+2z=0

au=| ax, ay, az | € F1?
~—\ )N~



c’est a dire
A—-—B+2C =07

A—B+2C = (ax) — (ay) + 2 (az)

=a(r—y+22)=0
ce qui donne au € F.
Alors, F; est un sous espace vectoriel de R3.
-F={(z,y,2) e R¥/a? +y? + 22 =1}
F3 n’est pas un sous espace vectoriel de R3. Car Ogs = (0,0,0) ¢ F»
-F3= {(m,y,z) €R3/xyz = 0}
F3 n’est pas un sous espace vectoriel de R3. Car il existe deux vecteurs u =
(1,2,0) et v = (0,2,3) dans F3 tels que

u+1}:(1,4,3) ¢F3
_F4:{(x,y,z)6R3/x—2y:O et 2—33:0}

F, est un sous espace vectoriel de R?. On peut vérifier facilement les trois
conditions.

Exercice 4 (Sous espace vectoriel)
Soient F, F' deux ensembles définis par :

E = {(z,y) e R?/3z + 2y = 0}
F={X(1,2) eR*/A R}

1. Montrer que E et F sont des sous espace vectoriels de R2.
On vérifie les trois conditions pour chaque ensemble.

2. Déterminer ENF

Soit X = (a,b) € R?, alors

XeENF&Xeklk et XcF

Alors,
XeE=3a+2b=0

et
XeF=X=(ab)=x(1,2)

ou bien, on résout I’équation vectorielle: Xgp = Xp.
Donc, on obtient le systéme suivant:

3a+20=0 .. (1)
a=\A . (2)
b=2x ... (3)



On remplace a et b dans (1), on obtient:

3\+4A=0 & )\ =0,

d’ou
X = (0,0) = Og2
ENF= {ORQ} .

3. ENF est-il un sous espace vectoriel de R3?
On sait que l'intersection de deux sous espaces vectoriels est un sous espace
vectoriel. Donc EN F est un sous espace vectoriel de R2.

Exercice 5 (Famille libre - Famille liée)
1. Pour chacune des familles de R? suivantes dire si elle est libre ou
liée.
On dit que la famille {uy, ug, ..., u,} est libre si
n
Vag,qg, .., an €KY qu; =0p = a1 =as=...=a, =0
i=1
et on dit qu’elle est liée si

F(aq, g, ..., an) €K™ —{(0,0,...,0)}, > ;u; =0p

=1

(0,1),c=(2,3)

(@)- a = (1,0),b= (0,1
(1,0),b=1(0,1),¢=(2,3)} est lite, car

La famille {a =
card ({a,b,c}) = 3 = dim R?

et on sait que toute famille libre de R™ posséde au maximum n élément.
(b)- a=(3,2),b=(4,9)
Soient «a, 5 € R tels que aa + Bb = Og2

3 4 0
aa+ b =02 & o + 5 =
2 9 0
3a+46=0 ... (1)
204+96=0 ... (2)

2xEq(1) - 3xEq(2) donne
-196=0&8=0



Eq(2) donne

Alors, on trouve

Ce qui montre que la famille est libre.
(c)-a=1(2,3),b=(1,3),¢=(0,0)
La famille {a = (2,3),b=(1,3),c=(0,0)} est liée, car

card ({a,b,c}) = 3 = dim R?

28me méthode

On sait que toute famille contient ’élément neutre est liée.

Donc, il existe («, 3,7) = (0,0,1) # (0,0,0), tel que aa + Bb + y¢ = Ope.
(d)- a=(1,0),b=(2,1)

Soient «a, 3 € R tels que aa + 5b = Ope

1 2 0
aa+ Bb = Op2 & « +p =
0 1 0
a+p8=0
& = a=0=0.

B=0

Ce qui montre que la famille est libre.

28me méthode

Les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires (c.a.d il n’existe pas un scalaire A € R
tel que a = Ab), donc la famille est libre.

2. Montrer que les vecteurs suivants de R? sont linéairement dépen-
dants et déterminer leur relation de dépendance.

(a)- a=(1,1,-1),b=(1,2,0),c = (3,4,-2)

On résout I’équation vectorielle suivante

aa + Bb+ ye = Ogs
telle que «, 5,7 € R.

On a:
1 1 3 0
aa+ Bb+ yc=0rs & « 1 +681 2 | +v 4 =10
-1 0 -2 0

a+p+3y=0 .. (1)
S a+28+4y=0.. (2)
—a— 2y e (3)



Eq(3) donne
a = —2vy

On remplace o dans Eq(1) et Eq(2), on obtient

27+ B8+3y=0 B+y=0
& =pf=—y
—2y+28+4y=0 264+2vy=0
On prend v = —1, on trouve @ = 2 et § = 1. Donc il existe (o, ,7v) =

(2,1,-1) € R* — {(0,0,0)} tel que
2a 4+ b — ¢ = Ops

d’ou les vecteurs ¢ = (1,1,-1),b = (1,2,0),c = (3,4,—2) sont linéairement
dépendants et leur relation de dépendance est

2a + b — c = Ops

(b)- v =(1,2,3),v=(0,1,-1),w = (1,5,0)
On résout 1’équation vectorielle suivante

au + Pv + yw = Ogs

telle que o, 5,7 € R.

On a:
1 0 1 0
au+pPrv+yw=0Rs al| 2 |+ 1 +v|1 5 |=10
3 -1 0 0
a+vy=0
S 20+0+57=0
3a— (=0
On trouve
8 =3«
v=—a
On prend a@ = 1, on trouve 8 = 3 et v = —1. Donc il existe («,,7v) =

(1,3,—1) € R* — {(0,0,0)} tel que

U+ 3v —w = Ops

d’ou les vecteurs v = (1,2,3),v = (0,1,—1),w = (1,5,0) sont linéairement

10



dépendants et leur relation de dépendance est

u~+ 3v —w = Ogs

3. Pour quelles valeurs du parametre réel m la famille {(3,1,m), (1,3,2),(1,—1,4)}
———

—— ——
X Y Z

est-elle une famille libre de R3 ?
Soient a, 5,7 € R tels que aX + Y +~vZ = Ogs .

On a:
3 1 1 0
aX +8Y +vZ =0z s a| 1 +61 3 |+~ -1 | =10
m 2 4 0
3a+B+v=0 . (1)
S a+38-v=0 .. (2)

ma+26+4y=0 .. (3)

De l’équation (2) on trouve:
vy=oa+3p8
on remplace v dans Eq(1) et Eq(3), on trouve
3a+f+ (a+35)=0 a+5=0 (4

54
ma+268+4(a+36)=0 (m+4)a+148=0 ... (5)

Eq(4) x (14) -Eq(5) donne

(I00-m)a=0

Dongc, la famille {(3,1,m), (1,3,2), (1, —1,4)} est libre si
——— —— ——

X Y z
10—m#0
C’est-a-dire
m # 10
Alors,
m € R —{10}.

Exercice 6 (Famille génératrice)

11



1. Expliquer pourquoi les trois vecteurs e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 =
(0,0,1) générent R3
On dit que la famille {uy, ug, ..., u, } est génératrice de FE si

n
Yu € E,Jag,ag,...;an €ku= > au;
i=1

Pour tout vecteur X = (a,b,c) € R3, il existe trois scalaires a; = a,ap =

b, a3 = ¢, tels que:

n
Zaiei = €1 + ageg + azes
i=1

=a(0,0,1)+5(0,1,0) +c(0,0,1)
= (a,b,c) =X
D’ott La famille {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} est génératrice de R3

2. Les vecteurs suivants forment-ils une partie génératrice de R3?
(a)- u1 = (—1,4,5),u2 = (0,3,1)
La famille {u; = (—1,4,5) ,u2 = (0,3,1)} n’est pas génératrice de R3, car

card ({ur = (=1,4,5) ,us = (0,3,1)}) =2 < dimR3

et on sait que toute famille génératrice de R™ posséde au minimum n élément.
(b)_ Uy = (L 2,3) y U2 = (07 ]-a 1) y U3 = (O, 2> 1)
Soit X = (a,b,c) € R3, on cherche trois scalaires aj, ag, a3 sil existe tels que

3
X = Zaiui
i=1
On a
3 Q] = a
X=>oau << 201 +as+2a3=>
=t 3on +azt+az=c
] = a

= as =b—2a— 2a3
3a+b—2a—2a3+a3=c

a1 = a
S ag=b—2a—2as3
az=a+b—c

a; = a

S av=b—2a—2(a+b—¢c)=—-4a—-b+2c
az=a+b—c

12



Alors, pour tout vecteur X = (a, b, c) € R3, il existe trois scalaires a; = a, ag =

3

—8a — b+ 2c,a3 =3a+b—ctels que X = > a,u;.
i=1
D’ou La famille {u; = (1,2,3),u2 = (0,1,1) ,u3 = (0,2,1)} est génératrice de
R3.
(C)_ Uy = (17070) y U2 = (Oa 1,0) , U3 = (27570)
On remarque que
2U1 + 5U2 —Uuz = 0R3-

Donc,
Vect (u1, us, uz) = Vect (u1,uz)

Et comme la famille {u; = (1,0,0),uz = (0,1,0)} n’est pas génératrice de R?,
alors la famille {u; = (1,0,0),us = (0,1,0) ,u3 = (2,5,0)} n’est pas génératrice
de R3.
(d)- w1 = (1,2,0),uz = (0,1,0) ,us = (3,7,11) ,uy = (0,0,1).
On remarque que

3U1 + ug + —usz + 11U4 = ORB.

Donc,
Vect (uy, ua, uz, uq) = Vect (uy, ug, uyg)

Et comme la famille {u, ug,us} est génératrice de R?, car
Pour tout vecteur X = (a,b,c) € R3, il existe trois scalaires a1 = a,s =
b — 2a,a3 = ¢, tels que:

aquy + agus + azug = a(1,2,0) + (b — 2a) (0,1,0) + ¢(0,0,1)

= (a,b,¢) = X.

Alors, la famille {uq,u2,u3, us} est génératrice de R3.

Exercice 7 (Famille libre - Famille génératrice)
Dans R3 on considére la famille de vecteurs suivants:

v =(0,1,3),v2 = (2,0,—1),v3 = (—2,0,1)

{v1,v2,v3} est-elle libre? (On remarque que vy = —v3)

13



3
Soient aq, g, a3 € R tels que > a;v; = Ogs

=1
0 2 -2 0
3
Zaivi =0ps & a1 1 + Qo 0 + a3 0 = 0
=1
3 -1 1 0

o + 200 —2a3 =0
S oo =0
3a; —as +a3 =0
s = a3
a; =0
On prend ag = 1. Donc il existe (a1, as, a3) = (0,1,1) € k3 — {(0,0,0)} tel que
Vg + v3 = Ops
Ce qui montre que la famille est liée.
Est-elle génératrice de R3?

On a:
Vect (v1,v2,v3) = Vect (v1,v2)

car, vs = —v2.

Et comme la famille {v1,v2} n’est pas génératrice de R3 (card ({vi,v2}) =2 <
dim R?), alors la famille {v1,v2,v3} n’est pas génératrice de R3.

2éme méthode

Soit X = (a,b,c) € R3, on cherche trois scalaires aq, as, ag 8'il existe tels que

3
X = ZOQUZ‘

=1

14



a1+ 200 — 203 = a

3

On peut prend un vecteur X = (3,1,1) € R3, tel que 'équation X = > a,v;
i=1

n’admet pas de solution.

D’otl la famille {vy, vo,v3} n’est pas génératrice de R3.

Sinon quel sous espace vectoriel engendre-elle?

Soit X = (a,b,c) € R3.

X € Vect (v1,v2,v3) & (%52) =3b—c  d’aprés (¥)
Sa—Tb+2c=0

Donc la famille {v;, v, v3} engendre le sous espace vectoriel de R? défini par

E={(z,y,2) eR¥/z — Ty +22=0}.
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