Corrigé de fiche TD 3 (ALG II)

2023 - 2024

Exercice 1:
Les applications suivantes de F dans F' sont elles linéaires 7
(a)' E:R37F:R33fl ('T7yvz) = (1’—|—2y—52,1‘—5y+2,y—2’)
Soient u = (z,y,2),v = (wl,y/,z/) cR3et @ €R. On a:
(i)
filu+v)=fi (x—i—a?/,y—i—y/,z—&—z/)
= (m+x/+2y+2y/ —5zf5zl,x+:c/ 75y75y/ +z+z/,y+y' fzfz')

=(z+2y—5z,x—5y+z,y—2)+ (x/ +2y —52 2 — 5y +2 .y —Z/)

= fi@w,2) + (29 2)

= fi(u) + f1 (v)
(i)

f1(au) = f1 (az, ay, az)
= (ax + 2ay — baz,ar — bay + az,ay — az)
=a(zx+2y—5z,z—5y+2zy—2)

= afr (u)

De (i) et (ii), on déduit que f; est une application linéaire.
(b). E=R3 F=R3 fo(z,y,2) = (v + 2y + 1,2y, 2)
On a:

f2 (O]R3) - f2 (07070) = (1,070) 7£ OJR37
d’ou f5 n’est pas une application linéaire.
(c). E=R}F =R f3(z,y,2) = (z + 2y + 2,2yz, = + 2)
Pour X = (0,1,1) et Y = (1,0,2), on a:

fs(X+Y) = f3(1,1,3) = (6,6,4)

et
fS (X) +fd (Y) = (372a1) + (3a073) = (672a4)

Alors, il existe X = (0,1,1),Y = (1,0,2) € R? tel que f3 (X +Y) # f3(X) +
f3(Y), d’ou f3 n’est pas une application linéaire.



(d). E=R2F =R, fy(z,y,2) = (x —y + 32)
Soient u = (z,y,2),v = (:cl,y/,z'> cR3et a,8 €R.
On a:
filau+ gv) = fi (aw + B2’ oy + By oz + B2)

= (aw + 637/ —ay — ,By/ + 3az + 3Bz/)
= (azx — ay + 3az) + (Bz' - By + 352/)

= afi(w,y.2)+8fi (2,2
=afy(u) + Bfs(v)

Donc, f4 est une application linéaire.
Exercice 2:
Soit f I’application définie par:
f:R} = R3
(r,y,2) = (x+y+z,2—y+2z,2+3y+2)
1. Montrer que f est linéaire
Soient u = (z,y,2),v = (x/,y/,z/) cR?et o, 3 €R. On a:

f(au+ Bv) = f (az+ B2’ oy + By az + B2

ax—i—ﬁw/ —|—Ozy+ﬁy/ +az+ﬂz/,ax+ﬁx/ — (ay—i—ﬁyl) + (az—}—ﬁzl) ,
ar + Bac/ +3 (ay + ﬁy/) + (az + Bz/)

= (ax + ay + az,ax — ay + az,ax + 3oy + az)
+ (B2 + By + 82,85 — By + B2 Ba + 36y + )

:a(x+y+z,x+y+z,x+3y+z)+B(a:/—&-y/+z,,x/+y/+z/,x,+3yl+zl)
= af (2.9,2) + Bf (v9/,%')
=af(u)+Bf(v).

Donc, f est une application linéaire.

2. Déterminer le noyau de f , donner une base de ker f
Par définition on a:

kerf = {(I,yaz) € Rd/f (‘Tayvz) = O]R3}



Alors, u = (x,y,2) € ker f si et seulement si f (z,y, z) = Ogs.
Résolvons I’équation vectorielle f (x,y, z) = Ogs. On obtient le systéme suivant

rT+y+2=0
r—y+z2=0 &

z+3y+2z=0

Donc,
u=(x,0,—x) =2 (1,0,-1)

Posons u; = (1,0,—1).
Alors, ker f est le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur u; =
(1,0,-1).

ker f = vect (u1 (1,0,—1)).

La famille By = {u1} est génératrice de ker f et comme elle est libre (car
uy # Ogs), alors elle forme une base de ker f.

f est-elle injective?

Comme ker f # {Ogs}, alors Papplication f n’est pas injective.

3. Déterminer Im f ainsi que rg(f). f est-elle surjective?

Par définition on a:

Im f = {f(z,y,2) € R/ (2,y,2) € R’}
Alors, Y = (a,b,c) € Im f si et seulement si 3 (z,y,2) € R®Y = f(2,9,2).
Soit X = (z,y,2) € R3, on a:
fley2)=@+y+tzz—y+z0+3y+z)
= (J,',x,fli) + (y’ —3/7334) + (Z,Z, Z)

:Z(1,1,1)+y(1,—1,3)+Z(1,1,1)

Posons
vy =(1,1,1),v3 = (1,-1,3).

Alors, Im f est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs v; =
(1,1,1) et vo = (1,-1,3).

Im f = wvect (v1 (1,1,1),v2 (1,—1,3)).



Rang de f:
D’aprés le théoréme du rang, on a

dimker f +rg(f) = dim E = dim R3,
donc,
rg(f) = dimE — dimker f =3 — 1 = 2.

f est-elle surjective?

Comme dim (Im f) # dim F, (dim (Im f) = rg (f)) alors, Iapplication f n’est
pas surjective.

4. Mémes questions pour 1’application suivante:

g:R? - R3
(@,9) = (2, 9,2 +y)

Exercice 3:
On considére Iapplication linéaire f : R? — R? définie par :

f(e1) =e1+ex+es
f (62) = 2e1 — eg + 2e3
[ (e3) =4eq + eg + des

avec {e1, ea,e3} la base canonique de R3.
1. Déterminer ’expression de f (z,y, z).

f (xaya Z) = f (1’61 + Yyeo + 263)

zf(er) +yf (e2) + zf (e3)

=z (e1 +es+e3)+y(2e; — ey + 2e3) + 2 (deg + ex + 4des)

(z+2y+42)er +(x—y+2)ea+ (x+ 2y +42)es
=(x+2y+4z,x —y+ 2,2+ 2y + 4z2)

2. Déterminer le noyau et I’image de f .

On a:
ker f = {(x,y,z) ER3/f(x,y,2) = ORa}

On résout I’équation vectorielle f (x,y, z) = Ogs. On obtient le systéme suivant
x+2y+42=0
z—y+2=0 &

r+2y+42=0



Donc,
u=(-2z,—-2,2)=2(-2,—-1,1)

Posons u; = (-2,-1,1).
Alors, ker f est le sous espace vectoriel de R engendré par le vecteur u; =
(-2,-1,1).

ker f = vect (u; = (—=2,—1,1)).

Déterminer Im f
Par définition on a:

Im f = {f (z,y,2) € R3/ (2,y,2) € R}

On a:
fryy,2)=(r+2y+4z,2 —y + z,x + 2y + 42)
= (z,z,2) + (2y, —y, 2y) + (42, z,42)
=z(1,1,1)+y(2,-1,2) +2(4,1,4)

Posons

v = (1,1,1)77]2 = (27—172) , V3 = (4,1,4)
Alors, Im f est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs v; =
(1,1,1) v = (2,-1,2) et v3 = (4,1,4).
Im f = wvect (v = (1,1,1) 02 = (2,-1,2) ,v3 = (4,1,4)) .
3. ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans R>.

On a la famille B = {u; (—2,—1,1)} est génératrice de ker f et comme u; #
Ogrs, alors elle est libre et donc elle forme une base de ker f et de plus

dimker f = Card (B) = 1.

D’apres le théoréme d rang, on trouve

dimIm f = dimR3 — dimker f = 2.

On peut choisir la famille B = {v; = (1,1,1),v3 = (2,—1,2)} comme base de
Im f. (On a vg = 2v; + v9 et dimIm f = 2).



Alors,
(i)
dimIm f + dim ker f = dim R3.

(ii). La famille B" = {uy (=2,—1,1),v1 = (1,1,1),v3 = (2, —1,2)} forme une
base de R3.
De (i) et (ii) on déduit que

Im f @ ker f = R3.

Exercice 4:
Soit f I’application linéaire définie par :

f: R} = R?
(xayaz)'_’(29—27—35"'32!—27—2904‘41/—2)

1. Déterminer le noyau de f, donner une base de Kerf
On a:

ker f = {(z,y,z) eER3/f(z,y,2) = O]Rs}

On résout I’équation vectorielle f (x,y, z) = Ogs.
On obtient le systéme suivant

2y —2z=0
—x+3y—2z2=0 <
—2x+4y—2=0

Donc,
u=(y,y,2y) =y (1,1,2)

Posons u; = (1,1,2).
Alors, ker f est le sous espace vectoriel de R® engendré par le vecteur u; =
(1,1,2).

ker f = vect (u1 = (1,1,2)).
La famille By = {u1} est génératrice de ker f et comme elle est libre (car
u1 # Ogs), alors elle forme une base de ker f.

Déterminer le rang de f
D’aprés le théoréme du rang, on a

dimker f +rg (f) = dim E = dim R3,

donc,
rg(f) = dimE — dimker f =3 — 1 = 2.



2. Montrer que la famille B = {f(e1), f(ez2), f(e3)} n’est pas libre.

B = {f(el) = (07 -1, _2) vf(eZ) = (27374)7f(63) = (_17 -1, _1)}

On a: B est une partie de Im f et card (B) = 3 > dimIm f, alors la famille B
est liée.
Ou bien, résolvons 1’équation vectorielle suivante

éaif(ei) = Os

avec o, ag et ag € R.

3 0 2 -1 0
Zaif(ei) =0ps & a1 -1 + oo 3 + a3 -1 = 0
=1 -2 4 -1 0

2000 —a3 =0 ... Eq(1)
& —a1 4+ 3as —ag =0 Eq(2)
—2aq +4ag —az3 =0 Eq(3)

De I’équation Eq(1), on obtient

a3 = 20(2

On remplace a3 dans Eq(2) et Eq(3), on trouve:
—a1 + 3ag — 209 =0 —a1+ag =0
—2a1 +4as — 200 =0 =0 —2a1 4+ 2a5 =0
= a1 =ag

Pour as = 1 on trouve oy = 1 et a3 = 2 et on a donc

fle1) + f(e2) +2f(e3) = Ops.

Ce qui montre que la famille B est liée.
3. Déterminer une sous famille de B qui soit libre,
On choisit la sous famille suivante

B ={f(er) = (0,—1,-2), f(e2) = (2,3,4)}



Les deux vecteurs f(e1) = (0,—1,—2) et f(e2) = (2, 3,4) ne sont pas colinéaires,
car il n’existe pas un scalaire A € R, tel que f(e;) = Af(ez2), donc la famille B
est libre.

Ecrire les autres vecteurs en fonction de ceux ci .

On a
fler) + fle2) +2f(e3) = Ogs.

donc,

fles) = *%f(el) - %f(62)~

4. Donner une base de Imf.
La famille B est libre et génératrice de Im f, alors elle forme une base de Im f.

Exercice 5:
1-Existe-t-il des applications linéaires injectives de R? dans R?
Supposons que f : R? — R est une application linéaire injective, alors

dimker f =0,
donc d’aprés le théoréme du rang, on trouve
dimker f + dimIm f = dim F < dimIm f = 2.

qui est impossible, car Im f est un sous espace vectoriel de F' = R et dimIm f <
1.

2-Existe-t-il des applications linéaires surjectives de R dans R2?
Supposons que f : R — R? est une application linéaire surjective, alors

dimIm f =dim F = 2,
donc d’aprés le théoréme du rang, on a
dimker f + dimIm f = dim E.

qui est impossible, car ker f est un sous espace vectoriel de F = R et dim ker f <
1.



