Corrigé de fiche TD 4 (ALG II)

2023 - 2024

Exercice 1 (Matries représentatives des appliations linéaires)
Déterminer les matrices représentatives des applications linéaires rel-
ativement aux bases canoniques

1.

f: R3 — R?
(2,y,2) — (2,0)
On consédére les bases canoniques de R? et R3.
Soient By = {e1 = (1,0),e2 = (0,1)} la base canonique de R?
et B; = {ell = (1,0,0), ey = (0,1,0), e5 = (0,0, 1)} la base canonique de R3.
Pour déterminer les élément de la jéme colonne, on calcules les coordonnées du
vecteur f (e;) dans la base By.
On a:
Fe) =0 =1xer+0xes,

donc les éléments de la premiére colonne sont 1 et 0.
f(eé) =(0,0) =0xe; +0 X eq,
donc les éléments de la deuxiéme colonne sont 0 et 0.

f(e;) = (0,0) =0 x 1 + 0 % e,

donc les éléments de la troisieéme colonne sont 0 et 0.
Alors, la matrice associée a 'application f dans les bases By et By est:

1 0 0
MBhBO(f):
0 0 O
2.
f: R? —= R

(w,y) — o+ 2y

Soient By = {e; = (1,0),ea = (0,1)} la base canonique de R? et By = {e/ll = 1}
la base canonique de R.
On a:

fle)=1=1xe¢l,

donc I’élément de la premiére colonne est 3.

Fles)=2=2x¢),



donc I’élément de la deuxiéme colonne est 2.
Alors, la matrice associée a 'application f dans les bases By et Bs est:

Mp,p, (f)=(1 2).

f: R?-R*
(mvy) = (.’IJ - Y, _2y7$ + y)
La matrice associée a ’application f dans les bases canoniques est:

M(f) =

_— O =
|
[\

f: R—R3
x> (x,—x,52)

La matrice associée a 'application f dans les bases canoniques est:

Exercice 2 (Somme et produit de deux matrices)
Soient les matrices suivantes:

3 2 1 2 1
A=l012], A=[30
111 10

Az=(1 -1 0), A=

—_ O =

11
1 2
0 1

1. Déterminer les éléments (i, j) tels que la somme A;+A; et le produit
A;A; soient possibles.
La somme A; + A; soit possible si A;, A; € M, ,,, (k), donc on peut calculer

A+ A1 AL+ Ay Ay + Ag, Az + Az, Ay + Ay et Ay + Ay

Alors,

(4,9) € {(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(4,4), (4, 1)}.
Le produit A; x A; soit possible si A; € M, ,, (k) et A; € M, ,, (k), donc on
peut calculer

A1 X A17A1 X AQ,Al X A4,A3 X Al,Ag X A4,A4 X Al,A4 X A2 et A4 X A4.



Alors,

(1,7) € {(1,1),(1,2),(1,4),(3,1),(3,4), (4, 1), (4,2) , (4,4)} -

2. Calculer Ay + A4, Ay + Ay, A1 Ay, AyAq, A1 I5 (I3 la matrice unité ).
A1+ Ay

3 2 1 111 4 3 2
Ar+A=l012]|+[012]=([024
111 101 2 1 2

Ay + Ay : La somme est commutative.

4 3 2
A +A1=A + A, = 0 2 4
2 1 2
A1A4 :
3 2 1 1 1 1 4 8
AiAs=1 0 1 2 X 01 2 = 2 1 4
1 1 1 1 0 1 2 4
A4 A : Le produit n’est pas commutatif.
1 1 1 3 2 1 4 4 4
AA; =1 0 1 2 X 01 2 = 2 3 4
1 0 1 1 1 1 4 3 2

Aq.I3 : L’élément neutre est la matrice unité.

3 21 1 00 3 21
Ajls=| 0 1 2 | x| 0 1 0 01 2 |=A4;.
1 1 1 0 0 1 1 1 1
. 1 0 0 0
3. Calculer le produit < 0 0 > ( 10 ) -Conlure .
On a:
1 0 0 0 0 0
(o 0)(V0)=(s0)=0
Donc,
AxB=(0)# A=(0) ou B=(0).
St 5 A 10 0 0
C’est-a-dire 3A = 0 0 # (0) et 3B = 10 # (0), tel que A x B =

(0). Alors, l’élément neutre admet de diviseurs.



-3 2 1 2
4. Soient les matrices A = 0 4 eteB=| 0 1
1 -1 ( 11
~_C =

a)- Trouver une matrice C telle que 24 — 2B 0
-6 4 -2 —4
2A-2B-C=0&C=24A-2B= 0 8 + 0 -2 | =
2 =2 -2 -2
b)- Trouver une matrice D telle que A+ B+ C —4D =0
A+B+C—-4D=0 & D=3A+iB+3iC
-3 2 1 2 -8 0 -5 1
1
=3l 0 4 |+310 1|+ 0 6 |=( 0o 4
1 -1 11 0 —4 ;5 -1
Exercice 3 (Déterminants)
1. Calculer les déterminants des matrices suivantes:
a.
1 2
=5 1)
1 2
det A = 3 4 =(1)x(4)-(3)x(2)=-2
b.
2 -3 4
B = 3 1 5
-1 0 -1
2 -3 4
detB=| 3 1 5 , on développe suivant la 3éme ligne
-1 0 -1
3+1 -3 4 343 2 =3
=(=1)""" x (=1) x ] 5‘4—(—1) X (—1) x 3 1 ‘
=38.
c.




Ou bien, comme C est une matrice triangulaire inférieur, alors

detC’:cH><c22><C33:3><4><1:12.

2. Calculer det(*B) et trC.

2 3 -1
det(!B)=| -3 1 0 |=detB=38.
4 5 -1

trC =cy1+coo+c33=3+4+1=8.

Exercice 4 (Rang d’une matrice)
Pour chacune des matrices suivantes, déterminer son rang.
1.

A:

= IR RN
= 00 Ut N
oo w

On sait que le rang d’une matrice est le rang de ces vecteurs lignes (ou colonnes).
Alors

rg (A) = dim (vect (C; (1,4,7,0),C5(2,5,8,1),C5(3,6,9,0)))
= dim (vect (L1 (1,2,3), L2 (4,5,6), L3 (7,8,9), L4 (0,1,0)))

A est une matrice de 4 lignes et 3 colonnes, alors rg (4) < 3.

La famille {C; (1,4,7,0),C%(2,5,8,1),C5(3,6,9,0)} est libre, donc dim (vect (Cy, Cs, C3)) =
3, d’ou rg(A) = 3.

2éme methode:

On choisit la sous matrice suivante:

4 5 6
A=72809
01 0
On a:
45 6 16
detA' =7 8 9 |=(-1)""?x(1)x =6 #0.
79
010
Donc,
rg(A) =3
2.
0 1 1
B=|10 0
2.0 0



det B = =0, car Cy = Cj.

N = O
S O =
OO =

Donc rg (B) < 2.
On choisit la sous matrice suivante:

A
7=(V4)

On a:

Donc,

Exercice 5

Soient s le nombre de manteaux taille S, m le nombre de manteaux taille M, [
le nombre de manteaux taille [ et x le nombre de manteaux taille X L.

Soient a la quantité de fil de coton, b la quantité de fil de polyester et ¢ la
quantité de fil de polyamide.

On considére les matrices suivantes

500 400 1000 0.4 05 0.6 0.7
A= 1000 500 700 |, B=| 1 11 12 13
500 600 O 15 1.7 19 2.1
S
a
x=[b ]|, v= 77
X

Alors, la relation entre les matrices est

X=AxBxY
donc,
500 400 1000 04 05 06 0.7 5
X = [ 1000 500 700 1 1.1 1.2 1.3 ”;
500 600 0 15 1.7 1.9 2.1 .

2100s + 2390m + 26801 + 2970z
= | 2300s 4+ 2680m + 30107 + 3340z
800s + 910m + 10207 + 11302



Exercice 6 (Matrices inversibles)
On considére la matrice

1 0 2
Mi=1| 3 4 -1
0 2 0
1. Montrer que M; est inversible
On a:
1 0 2
detMy=|3 4 -1 , on développe suivant la 3éme ligne
02 0

= 14.

Comme det M; # 0, alors la matrice M; est inversible.
2. Déterminer M, ' en utilisant les cofacteurs
On a: ,

-1 _ 1
Ml  det M C

ou C comatrice (matrice de cofacteurs).

Cij = (—1)i+j det (MZJ) ,

M;; la matrice obtenue en supprimant la iéme ligne et la jéme colonne.

On calcule les cofacteurs

4 -1 3 -1 3 4
c11 = 9 0 =2 C12 = — 0 0 =0 C13 = 0 2
0 2 1 2 1 0
021—‘2 0'_4 022_‘0 0‘_0 Cag = — 9
0 2 1 2 1 0
031:‘4 —1‘:_8 632:_‘3 —1’:7 3713 4
Alors, la matrice C est

2 0 6 2 4 -8

C= 4 0 -2 ='C = 0 O 7

-8 7 4 6 -2 4



par conséquent

1 2 _4
7 7 7
2 4 -8
Mi'=Llo0o o 7 |=]0 0 i
6 —2 4
3 _1 2
7 7 7

3. Déterminer M; ' en utilisant la méthode de Gauss Jordan
Voici la matrice augmentée

10 2 | 100\ L
(M1|I3)Z 3 4 -1 | 01 0 L2
02 0 | 00 1) L

On effectue 'opération élémentaire suivante Ly < Lo — 3Lq, alors on trouve la
nouvelle matrice augmentée suivante

10 2 | 1 00\ LY
(M1<1>|1§”>; 04 -7 | =3 10 | 1
02 0 [ 0 01)

On multiplie la ligne LY par (1) (c'est-a-dire L — (1) L), on obtient

1 0 2 | 1 0 0 L
|
(P1EP): | o1 -1 } -3 1 oo | ®
2
o 2 0 ] 0o 0 1 32

On effectue 'opération élémentaire suivante L:(f) — L§2) — 2L§2), alors on trouve

10 2 | 1 0 0 L

|
(1) | o 1 I I -3 1 0| L®
o0 1l - 1) g

On multiplic la ligne LY par (2) (cest-a-dire L) «— 2L5 on obtient

1 0 2 | 1 0 0 LY

|
(1) | o1 I } 31 0| L®
o o 1 | % -3 2 LY



On effectue les opérations élémentaires suivantes Lé4) — Lgl) + %Lgl) et L§4) —

Lg4) - 2L:(34)7 alors on trouve

1 2 4 (5)
1 0 0 } z = -z L
(M{E‘)\I;E’)) o 1 00 o 1 Ly
|
3 1 2
0 0 I —% = L§5)
Par conséquent,
1 _4
7 7 7
Mi'=1] 0 0 3
3 _1 2
7 7 7
4. Méme questions pour
-1 0 0
My = 4 6 1
-2 0 -3

On det My = 18 # 0, alors M> est inversible.
L’inverse de My est:

1
Myt =

|H‘)—|O

o= O
o=

wWhxo|ut |

Exercice 7 (Matrice de passage)
Soit f I’application linéaire définie par

f: R?® — R3
(0,0,2) s Q0+ y+ 5,7+ 2y + 2,2 + g+ 22)

1. Ecrire la matrice associée a f relativement a la base canonique de
R3.
Soit B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} la base canonique de R?.
On a:

f(el):(2,1,1)12X61+1X€2+1X63,

donc les éléments de la premieére colonne sont 2,1 et 1.
f(eg) = (1,2,1) =1 X61+2X62+1 X es,
donc les éléments de la deuxiéme colonne sont 1,2 et 1.

f(e3):(1a172):1X61+1X€2+2X63,



donc les éléments de la troisiéme colonne sont 1,1 et 2.
Alors, la matrice associée a 'application f dans la base B est:

Mg (f) =

— = N

1
2
1

N = =

2. On considére une nouvelle base B de R3
B = {uy(1,-1,0),u(1,0,—1),us(1,1,1)}

Montrer que B est une base de R.
On a: )
card (B ) = dimR3,

alors, il suffit de vérifier que B est libre ou génératrice.
Soient «, 5,7 € R, on a:

a+B+v=0
auy + Bug + yuz = Ogs = —a+v7=0 =a=p=7=0.
—B+7=0

Alors B est libre.
On peut utiliser le déterminant. Comme

1 1
det (ujusuz) =| =1 0
0 -1

=34£0.

—_ =

Alors, B/ est libre.
Donc, la famille B forme une base de R3.

Déterminer la matrice de passage P de B 4 B et calculer P! .

On a:
U1:(1,71,0):1X61+(71)X62+0X€3

ug = (1,0,—1)=1xe; +0xea+(—1) X e3

U3:(1,1,1):1X61—|—1X62+1X63

Donc,

11
P=My z(Id)=| -1 0 1
1

10



Calculer P!
On a:

On calcule le déterminant

1 1 1
detP=| -1 0 1
0 -1 1
1 1 1
=10 1 2|, Lye—1Ly+1I,
0 -1 1
141 1
== x @M x|

=3.

On calcule les cofacteurs

0 1
c11 = ‘ 11 ’ =1
1 1
621——'_1 1‘——2
1 1
c31 = ‘ 0 1 ’ =1
Alors, la matrice C est
par conséquent
1
- 1
Pl=311
1

Deuxiéme méthode:

2
1

—_

W= Wl

(M

Wl
wnN

=

P\ =My (Id).

, on développe suivant la premiére colonne

-1 0

BT 0 -1

1 1

=710 -1

1 1

633_ 10
1
3
_2
3
1
3

1 1 1
u1+uQ+u3:3el<:>61:§u1+§u2+§u3.

11



et

U + Uz = 2e1 + €9 & e = us + ug — 2¢;

@€2=u2+u3—2(%u1+§u2+%u:§)

& ey = —Fur + fus + jus
et
Uy = €] — €3 & €3 = —Ug + €1
S oen = —up + tuy 4 Ly, 4 L
€3 = —uz2 + 3u1 + Uz + 3u3
@63:%U17%U2+%U3
Donc,
1 _2 1
3 3
Pl =My, 5 (Id) = i 5
B,B( ) i i l3
3 3 3
Ecrire la matrice associée a f dans la base B/
On a:
Mp (f)=P~' x Mp (f) x P
i -2 1 2 1 1 11
3 3
= % % -2 x| 121 |x| -1 0
1
3 3 3 11 2 0o -1
1 2 1
s —% 2 1 1 4
3 3
= % % -2 x| -1 0 4
1
3 35 3 0 -1 4
1 00
=010
0 0 4
Deuxiéme méthode
On a:

f(ul):(:l?_lao):lXu1+0XU2+OXU3,

donc les éléments de la premiére colonne sont 2,0 et 0.

f(uQ):(1707_1):OXU1+1XU2+OXU3,

donc les éléments de la deuxiéme colonne sont 0,1 et 0.

f(u3):(474a4):0XU1+0XU2+4XU3,

12



donc les éléments de la troisiéme colonne sont 0,0 et 3.
Alors, la matrice associée a 'application f dans la base B est:

1 00
My ()={0 10
0 0 4
Exercice 8 (Systéme d’équations)
Soit le systéme
—r+y+z=1
SY=¢ z—y+2=2
r+y—z=-1

Ecrire le systéme précédent sous la forme matricielle AX = B et trouver 'inverse
de A. En déduire la solution du systéme donné.
La forme matricielle de (S2) est :

-1 1 1 T 1
1 -1 1 y = 2
1 1 -1 z ~1

S
>
o}

L’inverse de A

11
F 40
En déduire la solution du systéme donné
03 BN 1Y (3
X=A4"'B= % 0 % 2 |=(0
2 2 0 -1 2

Exercice 9
Déterminer le rang des systémes suivants et les résoudre.
1.
2r+y=a
(51) =
3r—y=>

La forme matricielle de (S7) est :
2 1 x . a
3 -1 Y a b

—_——— —— ——
A X B



On a:

On a det A # 0, alors
rg(S1) =rg(A) = 2.

Comme det A # 0, alors le systéme (S7) admet une seule solution, on utilise la
méthode de Cramer.
La solution du systéme est donnée par

L det(Aj)
Tj = det(A)

ot A; est la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par le second

membre B.
a 1 2 a
a=(p ) w=(57)

Alors, on trouve
et
det Ay = —a —b,det Ay = 2a — 3b .

La solution est alors

p — det(Al) a+b

det(A) 5
_ det(A2) _ —2a+3b
Y= det(d) — 5
2.
r+y+z=2
(S9) =% 20+y—32=7
20+2=3
La forme matricielle de (S2) est :
1 1 1 x 2
2 1 -3 y | = |7
0 2 1 z 3
A b'e B

14



On a:

1 1 1
detA=]|2 1 -3 s CQHCQ*Cl et CgHC:',*Cl
0 2 1
1 0 0
=|2 —1 =51, On développe suivant la premiére ligne
0 2 1
NS -1 =51 _
=(-1) x (1) x 9 1 ‘ =0.

On a det A # 0, alors
rg(S2) =rg(A)=3.
Comme det A # 0, alors le systéme (S3) admet une seule solution, on utilise la
méthode de Cramer.
La solution du systéme est donnée par

L dCt(Aj)
Tj = det(A)

ol A; est la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par le second
membre B.
Alors, on trouve

2 1 1 12 1

A= 71 -3 Av=1| 2 7 -3

3 2 1 03 1
11 2
Ay=1| 2 1 7
02 3

et
det Al = 9, det A2 =18 y det A3 = —-0.

La solution est alors
det(A1) _ 1

T = get(a) —

_ det(A4s) _
y= det(AQ) =2

— det(As) _ 4
= qet(A) —

20 —y—32=0
(S3) =< —xz+2z=0

20 -3y —2z=0

15



La forme matricielle de (S3) est :

2 -1 -3 T 0

-1 0 2 y = 0

2 -3 -1 z 0
—— ———

A X B

(S3) est appelé systéme homogene.
On a:
2 -1 -3
detA=| -1 0 2 |=o0,
2 -3 -1

alors,
rg(Ss3) =rg(A) <2.

On choisit la sous matrice carrée d’ordre 2 suivante

: 2 -3
(A7)

2 -3
-1 2

on a:

det A" = ‘

alors,

rg(S3) =rg (Al) =2.

On choisit le sous systéme suivant:

(5)-

La forme matricielle de (Sé) est :

2 -3 T _
-1 2 z o
—_— — ~——
A X' B’

2c =3z =y

—x+2z2=0

Comme det A" # 0, alors le systéme (Sé) admet une seule solution, on utilise

la méthode de Cramer.
La solution du systéme est donnée par

det(4})
det(A/ ) ’

Tj =

ol A; est la matrice obtenue en remplacant la jéme colonne de A par le second

’
membre B .
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Alors, on trouve

La solution est alors

v = det(All) .

det(A")

det (A;)
det(A/> =Y
On remplace z et z dans la 3éme équation

20 —3y—2=2(2y) -3y —y =0,

Alors, le systéme (S3) admet une infinité de solutions

X = (2y,y,y) avecy € R.
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