USTO MB- Faculté des Mathématiques et Informatique
Département d’Informatique
Examen final du module Algébre IT - 14/05/2024 - Durée : 1h30mn

Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1: (06 Points)

1. Soient les vecteurs de R3, v = (1,0,1),v = (2,1,0),w = (t,—1,2)

Donner une condition sur ¢ € R pour que les vecteurs u,v et w forment une
famille libre dans R3.

2. Donner la définition du rang d’une famille de vecteurs d’un espace vectoriel.
3. Donner la définition du rang d’une application linéaire, et énoncer le théoréme
du rang.

4. Soit f une application linéaire de E dans F.

- Montrer que ker (f) est un sous espace vectoriel de E.

Exercice 2: (05 Points)

Soit E = R? et F le sous ensemble de R? défini par

F={(z,y,2) eER¥/z —y —22=0}

1. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de R?

2. Déterminer une base de F' ainsi dim F'.

3. Soit G le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur (0,1,1).
Déterminer E N F et en déduire que £ = F & G

Exercice 3: (04 Points)

Soit B la matrice suivante

1 1
B=110 2
0 0

1. Montrer que B est inversible
2. Calculer B® — 2B? + I avec I5 la matrice unité.
3. En déduire l'inverse de B
Exercice 4: (05 Points)
Soit f : R?* — R? l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique
B ={ej,eq,e3} est:

4 -2 3

A= 3 -1 3
-2 2 -1

1. Déterminer ker f ainsi que Im f.
2. On considere la famille B" de R?.

B, = {ul (17 Oa _1) , U2 (17 170) , U3 (17 17 _1)}

(a). Montrer que B’ est une base de R3.
(b). Ecrire la matrice associée a f dans la base B .
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Exercice 1: (06 Points)

1. Soient les vecteurs de R, u = (1,0,1),v = (2,1,0),w = (¢t,—1,2)

Donner une condition sur ¢t € R pour que les vecteurs u,v et w forment
une famille libre dans R>.

La famille {u, v, w} soit libre si det (uvw) # 0

On a:
1 2 t
1 -1 0 -1 0 1
01 -1 ' ‘2’ ‘+t' ‘t
10 2 0 2 1 2 1 0
donc, (01)

det (vow) 0=t #£0
La famille {u, v, w} soit libre si t € R*.

2éme méthode: Résolvons ’équation

au + Bb+ yw = Ops, avec a, 8,7 € R

2. Donner la définition du rang d’une famille de vecteurs d’un espace
vectoriel.

Le rang d’une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est la dimension de sous
espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

rg ({ur,ug, ..., un}) = dim (vect (ug, ug, ..., uy)) (01)

3. Donner la définition du rang d’une application linéaire, et énoncer
le théoréme du rang.
Le rang d’une application linéaire f : E — F' est la dimension de I'image de f.

rg (f) = dimIm f. (01)
et le théoréme du rang:

rg (f) + dim (ker f) = dim (E) (01)

4. Soit f une application linéaire de E dans F.

- Montrer que ker (f) est un sous espace vectoriel de F.
On a:

(i). f(OE) = 0p, donc O € ker f

(ii). Soient u,v € ker f et «, 8 € k.

au + Bv € ker f?
On a: (02)

u,v € ker f = f(u) =0p = f (v)
= af (u) =0p =Bf (v) = af (u) + Bf (v) =0F + 0p = 0F
= f(au+ fv) =0p = au+ Pv € ker f
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De (i) et (ii) on déduit que ker f est un sous espace vectoriel de E.
Exercice 2: (05 Points)
Soit E = R? et F le sous ensemble de R? défini par

F={(z,y,2) ER¥/z —y — 22 =0}

1. Montrer que I est un sous espace vectoriel de R?
On a:
(i). Ogs =(0,0,0) € F (0.5)

(ii). Soient u (z,y,z2),v (x/,y/,z/> eFeta,feck=R.

au + fv = az+ﬁx/,ay+,3y/,az+ﬁzl € F?
—_———— ——— ——
a b c

On a: / , , (01)
a—b—2c=ax+ pPxr — (ay+ﬁy) —Q(az—l—ﬁz)
:oz(:z:fy—2z)+ﬁ(x/ —y —2z')
=a(0)+5(0) (u,ve F)=0
d’ott au + Bv € F.
De (i) et (i) on déduit que F est un sous espace vectoriel de R3.

2. Déterminer une base de F' ainsi dim F'.
Soit X = (z,y,2) € R>.

X=(@xyz2)eFeor—y—22=082=y+22

Donc,
X =(y+22y,2) =y(1,1,0) +2(2,0,1).
N—— ~——
uq U
Alors,

F = vect (u1,uz) .

Donc B = {uy,us} est une famille génératrice de F. Puisque u; et ugy ne sont
pas colinéaires, donc B = {uy, us} est aussi une famille libre et donc B est une
base de F.

dim F' = card (B) = 2. (0.5)

3. Soit G le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur (0,1,1).
Déterminer F NG

Résolvons I'équation Xp = X¢g

On trouve le systéme suivant

r—y—22=0 y =2z A =2\
z=0 S =0 &S ox= Sr=y=2z=0
Donc, (01)
FﬂG:{OR:S}

(01)
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En déduire que E=F @ G

Ona: FNG ={0gs} et dimF +dimG =3 =dimE, alors E=F ¢ G. (01)
Exercice 3: (04 Points)

Soit B la matrice suivante

1 1
B=]110 2
0 0

1. Montrer que B est inversible
On sait que: B est inversible si et seulement si det B # 0.

On a:
1 1 -1
detB=|1 0 2 |, on développe suivant la troisiéme ligne
0 0 1 (01)

= (-1)*P x1x

11
1 0“‘17&0

Alors, la matrice B est inversible.
2. Calculer B® — 2B? + I3 avec I3 la matrice unité.

On a:
1 1 -1 1 1 -1 2 1 0
B? = 1 0 2 1 0 2 = 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
et
1 1 -1 2 1 0 3 20
Bi=[1 0 2 1 11 ]=(21 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1 (02)
donc,
3 2 0 4 2 0 1 0 0 0 0 O
B3 —-2B%>+ I3 = 2 1 2 - 2 2 21+ 010 = 0 0 O
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 O
3. En déduire ’'inverse de B
On a:
B3 —2B?24+13=0< B x (2B—BQ) = (QB—BQ) x B =13
Alors,
2 2 =2 2 1 0 0 1 2 o1
Bl=2B-B=[20 4 |-[111)=[1 -1 3 (01)
00 2 0 0 1 0 O 1
Deuxiéme méthode
B! = #tC, avec C matrice de cofacteurs.

~ detB

C= (Cij)lgi’jgg ) Cij = (—:l)lJrj det (Bij)
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avec B;; matrice obtenue en supprimant la iéme ligne et la jeme colonne. Donc,

0 -1 2 0 1 -2
Bl=(&)x| -1 1 =3 )=[1 -1 3
0 0 -1 0 0 1

Exercice 4: (05 Points)
Soit f : R?* — R? l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique

est:
4 -2 3
A= 3 -1 3
-2 2 -1

1. Déterminer ker f ainsi que Im f.

On a:
4 -2 3 T

fz,y,2) = 3 -1 3 y | =@z —2y+32,3x —y+ 32,2z + 2y — 2) (01)
-2 2 -1 z

Par définition, on a:

ker f = {X = (z,y,2) e E=R3/f (X) =0p = Opsa } .

On résout 1’équation vectorielle f (X) = 0p. Soit X = (x,7,2) € R?, on a:

4 -2 3 x 0
F(X)=0p& f(z,y2)=0pe | 3 -1 3 y =10
-2 2 -1 z 0
dr —2y+32=0
S 3r—-y+32=0 ar=y=2=0,
—2r4+2y—2=0 (01)

alors,
ker f = {Ogs}.

Déterminer Im f

Par définition, on a:

Imf={f(X)/X =(z,y,2) € E=R3}.

Soit X = (x,y,2) € R?, on a:

f(X) =4z —2y+32,3z—y+32, -2z +2y — 2)
=z(4,3,-2) +y(-2,-1,2) + (3,3, -1),
N—— —— ——

w1 w2 w3
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alors, Im f est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs
wy = (4,3,-2),we = (—2,-1,2),w3 = (3,3,—1). (01)

Im f = Vect (w1 (4,3,-2) ,w2 (—2,—1,2) ,w3 (3,3, —1)).
2. On considére la famille B' de R3.
B ={u1 (1,0,-1),u2(1,1,0) us (1,1,—1)}
(a). Montrer que B  est une base de R3

On a
card (Bl) =3 =dimR3,

dong, il suffit de savoir s’elle est libre ou génératrice.

Comme (01)
1 1 1 1 1 1 11
0 1 1 |=|/011|= ‘ 10 ‘ =—-1#0,
-1 0 -1 010

alors, B’ est libre et donc elle forme une base de R3.
(b). Ecrire la matrice associée a f dans la base B'.
On calcule les coordonnées des vecteurs f (u;) dans la base B On a:

fur) =(1,0,-1) = aus + Bug +yuz = u1 & (o, B,7) = (1,0,0)
donc, les éléments de la premiére colonne sont 1,0 et 0.
fu2) =(2,2,0) = auy + Pus + yus = 2us &< (o, 5,7) = (0,2,0)
donc, les éléments de la deuxiéme colonne sont 0,2 et 0.
flus) =(-1,-1,1) = aus + Buz +yuz = —uz &< (o, 8,7) = (0,0, -1)
donc, les éléments de la troisiéme colonne sont 0,0 et —1.Alors,
10 0 (01)
My (H=[02 o0
0 0 -1

Deuxiéme méthode:
D’apres la formule de changement de base, on a:

D=Mg (f)y=P 'xAxP

ou P la matrice de passage de B a B'.

11 1 1 -1 0
P=Mpy(Id=| 0 1 1 |, Pl=c= 1 0o 1 |,
-1 0 -1 -1 1 -1
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