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Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1:

1. Soit F un k—espace vectoriel. Rappeler la définition d’une famille génératrice
{e1,€2,...,en} de E.

2. Donner la définition de la dimension d’un espace vectoriel.

3. Soit E un k—espace vectoriel. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels
de E. Donner la définition de F' + G et montrer que F' + G est un sous espace
vectoriel de F.

Exercice 2:

Soit f I'application définie par:

f:R® > R3
(,y,2) = (x+y+23c+y+zy+z2)

1. Montrer que f est une application linéaire

2. Déterminer le noyau de f, en donner une base et calculer le rang de f.
3. f est-elle injective? surjective? Justifier votre réponse.

4. A-t-on ker f ® Im f = R3? Justifier votre réponse.

Exercice 3:

1. Soient A, B les matrices suivantes

_ x 5 - Y 7
A_<0 2x>’ B_<—1 3y)
, . -5 —18
Déterminer z,y € R pour que 24 — 4B = 4 _16
2. Soit

1 2
a=(53)
a. Calculer A2

b. Déterminer deux réels o et 3 tels que A% + oA + I, = ( 8 8 >

¢. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
Exercice 4:
En utilisant la méthode de Cramer résoudre le systéme linéaire suivant:

3x+2y+z=1
rz+3y+22=0
20 +y+3z2=-1
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Exercice 1: (05 points)

1. Soit F un k—espace vectoriel.

Rappeler la définition d’une famille génératrice {ey,es,...,e,} de E:
La famille B = {ey, 2, ...,€,} est génératrice de F ssi tout vecteur X de E est
une combinaison linéaire de vecteurs de B.

VX € E,Jay,ag,...,an €k: X = > e (01)

i=1

2. Donner la définition de la dimension d’un espace vectoriel.
La dimension d’'un espace vectoriel est le nombre d’éléments de la base de cet
espace vectoriel.

dim F = card (B), (01)

ot E' un k—espace vectoriel et B est une base de E.
3. Soit E un k—espace vectoriel. Soient F' et G deux s.e.v de F.
Donner la définition de F + G:

F+G={X+Y/XeFY eG} (01)

Montrer que F + G est un sous espace vectoriel de E:
On a:

(i). Op=0g+0gc F+G

(ii). Soient u,v € F+ G et a, 5 € k. On a:

u,VeE F+G@=>u=u;+us et v=v;+wv9, u,v1 € Fyus,v0 € G
(02)
= au+ fv =a(u; +u2) + B (v1 + v2)
= au+ v = (auy + Bv1) + (qus + fvg) € F + G.

De (i) et (ii) on déduit que F + G est un sous espace vectoriel de E.
Exercice 2: (05 points)

Soit f : R?® — R3 lapplication définie par: f (z,y,2) = (x +y+ 2,30 +y + 2,y + 2)
1. Montrer que f est une application linéaire
Soient u = (x,y, 2),v = (x/,y,,z,) €R3et o, €R. On a:
flau+ pv)=f (omc + Bz ay + By, az + Bz/) (01)
= (ax + ﬁx/ + ay Jrﬁyl + az +,Bz',3ozz + 3,6’m, + ay Jrﬁy/ + az Jr,Bz',ozy Jrﬂyl + az Jr,Bz')

= (az + ay + az,3ax + ay + az,ay + az) + (69:' + By +B2,38z + By + B2, By + ﬂz’)

=af (u) +8f (v)
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Donc, f est une application linéaire.
2. Déterminer ker f, en donner une base et calculer le rang de f.
Par définition on a:

ker f = {(x,y,z) eER3/f (z,y,2) =0Rs}

Résolvons I'équation vectorielle f (x,y, z) = Ogs, On obtient le systéme suivant:
r+y+2=0
3z+y+2=0 &
y+2z2=0

Donc,

u=(0,—2,2)=2(0,-1,1).
——
b (01)
Alors, ker f est le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur u; =

(0,-1,1).
ker f = wvect (uq (0,—1,1)).

La famille By = {u1} est génératrice de ker f et comme elle est libre (car  (01)
uy # Ogs), alors elle forme une base de ker f.
Alors, dimker f = 1. D’aprés le théoréme du rang

rg (f) = dimR?® — dimker f =2.  (0.5)

3. f est-elle injective? surjective?

On a: dimker f # 0, donc f n’est pas injective et dimIm f # dimR3, donc f (0.5)
n’est pas surjective.
4. A-t-on ker f @ Im f = R3? (0.5)

On a: By = {u1} est une base de ker f et comme dimIm f = 2, alors on peut
choisir la famille By = {v; = f(e1) =(1,3,0),v2 = f (e2) = (1,1,1)} comme
base de Im f.
Donc,
(1).

dimIm f + dimker f = dim R3.

(ii). La famille B = {uy (0,-1,1),v1 = (1,3,0),v2 = (1,1,1)} forme une base 0-5)
de R3.
De (i) et (ii) on déduit que

Im f @ ker f = R3.

Exercice 3: (05 points)
1. Soient A, B les matrices suivantes

[z 5 B y 7
A<O 2x>’ B<—1 Sy)
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Déterminer les réels z,y :
(=5 18 2z — 4y —18 (=5 —18
2‘4_43_( 4 —16>@< 4 4x—12y)_< 4 —16)
20 —4y = -5 T = % (0.5)
= =

4z — 12y = —16 y=3 (0.5)

2. Soit

a. Calculer A2

1 2 1 2 -3 8
A2:(2 3)(2 3)2(8 5) (01.5)

b. Déterminer les réels a et 3:

0 0 —3+a+p  8+20 0 0
) B _
A +aA+ﬂI2—<O O)<:>< —8 — 2 5+3(1+ﬂ>_<0 O)

-3+a+p=0 oa=—4 (0.5)
= 84+2a=0 &
543a+8=0 B=7 (0.5)

c. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
On a:

A2 —4A+TL =(0) & [t (AL —A)|A=A[1 (UL - A)] =1
Alors, il existe B = % (41 — A) tel que AB = BA = I, donc A est inversible.

(eta=| " 3’277&0) 0.5)

A1:§(412—A)=$<3 2>_%<—12 §>:< _

1 > (01)
7
Exercice 4: (05 points)
En utilisant la méthode de Cramer résoudre le systéme linéaire suiv-
ant:

1o~
RN

3z+2y+z=1
(S): z+3y+22z=0
20 +y+3z2=-1

La forme matricielle de (S) est :

3 2 1 z 1
1 3 2 y = 0 (01)
2 1 3 z ~1
————
A X B
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On a:

3 21
detA=|1 3 2| =3x 3 2 -2 L2 +1x L3 = 18. (01)
9 1 3 1 3 2 3 2 1

Comme det A # 0, alors le systéme (S) admet une seule solution. D’aprés la
méthode de Cramer, on trouve:

o det(A;)
Tj = det(A)

ot A; est la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par le second

membre B.
La solution est alors:
1 21 3 1 1
_ det(A1) _ 1 _ 1 _ det(A2) _ 1 _ 1
x—cieet(A)—ﬁ 0 3 2=3 y deet(A)—ﬁ L0 2)=3
-1 1 3 2 -1 3
(01) (01)
3 2 1
_ det(A3z) _ 1 _
dct(AS)) — 18 L3 0= _§
2 1 -1
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