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Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1:
1. Soit E un |�espace vectoriel. Rappeler la dé�nition d�une famille génératrice
fe1; e2; :::; eng de E:
2. Donner la dé�nition de la dimension d�un espace vectoriel.
3. Soit E un |�espace vectoriel. Soient F et G deux sous espaces vectoriels
de E. Donner la dé�nition de F +G et montrer que F +G est un sous espace
vectoriel de E.
Exercice 2:
Soit f l�application dé�nie par:

f : R3 ! R3
(x; y; z) 7! (x+ y + z; 3x+ y + z; y + z)

1. Montrer que f est une application linéaire
2. Déterminer le noyau de f; en donner une base et calculer le rang de f .
3. f est-elle injective? surjective? Justi�er votre réponse:
4. A-t-on ker f � Im f = R3? Justi�er votre réponse:
Exercice 3:
1. Soient A;B les matrices suivantes

A =

�
x 5
0 2x

�
; B =

�
y 7
�1 3y

�

Déterminer x; y 2 R pour que 2A� 4B =
�
�5 �18
4 �16

�
2. Soit

A =

�
1 2
�2 3

�
a. Calculer A2

b. Déterminer deux réels � et � tels que A2 + �A+ �I2 =
�
0 0
0 0

�
c. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
Exercice 4:
En utilisant la méthode de Cramer résoudre le système linéaire suivant:8<: 3x+ 2y + z = 1

x+ 3y + 2z = 0
2x+ y + 3z = �1
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Exercice 1:
1. Soit E un |�espace vectoriel.
Rappeler la dé�nition d�une famille génératrice fe1; e2; :::; eng de E :
La famille B = fe1; e2; :::; eng est génératrice de E ssi tout vecteur X de E est
une combinaison linéaire de vecteurs de B.

8X 2 E;9�1; �2; :::; �n 2 | : X =
nP
i=1

�iei

2. Donner la dé�nition de la dimension d�un espace vectoriel.
La dimension d�un espace vectoriel est le nombre d�éléments de la base de cet
espace vectoriel.

dimE = card (B) ;

où E un |�espace vectoriel et B est une base de E:
3. Soit E un |�espace vectoriel. Soient F et G deux s.e.v de E.
Donner la dé�nition de F +G:

F +G = fX + Y=X 2 F; Y 2 Gg

Montrer que F +G est un sous espace vectoriel de E:
On a:
(i). 0E = 0E + 0E 2 F +G
(ii). Soient u; v 2 F +G et �; � 2 |: On a:

u; v 2 F +G) u = u1 + u2 et v = v1 + v2; u1; v1 2 F; u2; v2 2 G

) �u+ �v = � (u1 + u2) + � (v1 + v2)

) �u+ �v = (�u1 + �v1) + (�u2 + �v2) 2 F +G:

De (i) et (ii) on déduit que F +G est un sous espace vectoriel de E.
Exercice 2:
Soit f : R3 ! R3 l�application dé�nie par: f (x; y; z) = (x+ y + z; 3x+ y + z; y + z)
1. Montrer que f est une application linéaire
Soient u = (x; y; z) ; v =

�
x
0
; y

0
; z

0
�
2 R3 et �; � 2 R: On a:

f (�u+ �v) = f
�
�x+ �x

0
; �y + �y

0
; �z + �z

0
�

=
�
�x+ �x

0
+ �y + �y

0
+ �z + �z

0
; 3�x+ 3�x

0
+ �y + �y

0
+ �z + �z

0
; �y + �y

0
+ �z + �z

0
�

= (�x+ �y + �z; 3�x+ �y + �z; �y + �z) +
�
�x

0
+ �y

0
+ �z

0
; 3�x

0
+ �y

0
+ �z

0
; �y

0
+ �z

0
�

= �f (u) + �f (v)
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Donc, f est une application linéaire.
2. Déterminer ker f; en donner une base et calculer le rang de f .
Par dé�nition on a:

ker f =
�
(x; y; z) 2 R3=f (x; y; z) = 0R3

	
Résolvons l�équation vectorielle f (x; y; z) = 0R3 ; On obtient le système suivant:8>>>><>>>>:

x+ y + z = 0

3x+ y + z = 0

y + z = 0

,

8<: x = 0

y = �z

Donc,
u = (0;�z; z) = z(0;�1; 1)| {z }

u1

:

Alors, ker f est le sous espace vectoriel de R3 engendré par le vecteur u1 =
(0;�1; 1) :

ker f = vect (u1 (0;�1; 1)) :
La famille B1 = fu1g est génératrice de ker f et comme elle est libre (car
u1 6= 0R3), alors elle forme une base de ker f:
Alors, dimker f = 1: D�après le théorème du rang

rg (f) = dimR3 � dimker f = 2:

3. f est-elle injective? surjective?
On a: dimker f 6= 0, donc f n�est pas injective et dim Im f 6= dimR3, donc f
n�est pas surjective.
4. A-t-on ker f � Im f = R3?
On a: B1 = fu1g est une base de ker f et comme dim Im f = 2; alors on peut
choisir la famille B2 = fv1 = f (e1) = (1; 3; 0) ; v2 = f (e2) = (1; 1; 1)g comme
base de Im f:
Donc,
(i).

dim Im f + dimker f = dimR3:

(ii). La famille B = fu1 (0;�1; 1) ; v1 = (1; 3; 0) ; v2 = (1; 1; 1)g forme une base
de R3:
De (i) et (ii) on déduit que

Im f � ker f = R3:

Exercice 3:
1. Soient A;B les matrices suivantes

A =

�
x 5
0 2x

�
; B =

�
y 7
�1 3y

�
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Déterminer les réels x; y :

2A� 4B =
�
�5 �18
4 �16

�
,
�
2x� 4y �18
4 4x� 12y

�
=

�
�5 �18
4 �16

�

,

8<: 2x� 4y = �5

4x� 12y = �16
,

8<: x = 1
2

y = 3
2

2. Soit

A =

�
1 2
�2 3

�
a. Calculer A2

A2 =

�
1 2
�2 3

��
1 2
�2 3

�
=

�
�3 8
�8 5

�

b. Déterminer les réels � et �:

A2 + �A+ �I2 =

�
0 0
0 0

�
,
�
�3 + �+ � 8 + 2�
�8� 2� 5 + 3�+ �

�
=

�
0 0
0 0

�

,

8<: �3 + �+ � = 0
8 + 2� = 0
5 + 3�+ � = 0

,

8<: � = �4

� = 7

c. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
On a:

A2 � 4A+ 7I2 = (0),
�
1
7 (4I2 �A)

�
A = A

�
1
7 (4I2 �A)

�
= I2

Alors, il existe B = 1
7 (4I2 �A) tel que AB = BA = I2; donc A est inversible.

(detA =

���� 1 2
�2 3

���� = 7 6= 0)
A�1 = 1

7 (4I2 �A) =
1
7

�
4 0
0 4

�
� 1

7

�
1 2
�2 3

�
=

�
3
7 � 2

7
2
7

1
7

�

Exercice 4:
En utilisant la méthode de Cramer résoudre le système linéaire suiv-
ant:

(S) :

8<: 3x+ 2y + z = 1
x+ 3y + 2z = 0
2x+ y + 3z = �1

La forme matricielle de (S) est :0@ 3 2 1
1 3 2
2 1 3

1A
| {z }

A

0@ x
y
z

1A
| {z }

X

=

0@ 1
0
�1

1A
| {z }

B
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On a:

detA =

������
3 2 1
1 3 2
2 1 3

������ = 3�
���� 3 2
1 3

����� 2� ���� 1 2
2 3

����+ 1� ���� 1 3
2 1

���� = 18:
Comme detA 6= 0, alors le système (S) admet une seule solution. D�après la
méthode de Cramer, on trouve:

xj =
det(Aj)
det(A) ;

où Aj est la matrice obtenue en remplaçant la jème colonne de A par le second
membre B.
La solution est alors:

x = det(A1)
det(A) =

1
18

������
1 2 1
0 3 2
�1 1 3

������ = 1
3 ; y = det(A2)

det(A) =
1
18

������
3 1 1
1 0 2
2 �1 3

������ = 1
3

z = det(A3)
det(A) =

1
18

������
3 2 1
1 3 0
2 1 �1

������ = � 2
3
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