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Les calculatrices et téléphones portables sont interdits

Exercice 1:
1/ Donner la négation des propositions suivantes:
a� 8x 2 R; (2x > x) :
b� 8x 2 R; x > 0) 2x > x:

2/ Soit x; y 2 R+; montrer par contraposée que:

x 6= y ) x
1+y 6=

y
1+x

3/ Soit x; y 2 R; montrer par l�absurde que:

xy � x2+y2

2

Exercice 2:
Soient E un ensemble, P(E) l�ensemble des parties de E. Soient A et B deux
parties de E. On considère l�application f dé�nie par :

f : P(E)! P(E)� P(E)
X 7! (X \A;X \B)

1/ Calculer f(E), f(A [B):
2/ Montrer que : f est injective , A [B = E:
3/ Supposons qu�il existe X 2 P(E) tel que f(X) = (A; ;). Calculer A \B.

Exercice 3:
On dé�nit sur R la relation binaire R par: 8x; y 2 R : xRy , f(x) = f(y); où
l�application f : R! R, dé�nie par : f(x) = x3 � x2 � 4x+ 4:
1/ Montrer que R est une relation d�équivalence.
2/ Déterminer les classes d�équivalences de 0.

Exercice 4:
Soit U le sous ensemble de C dé�ni par: U = fz 2 C= jzj = 1g :
Montrer que U est un sous groupe de (C�;�) :

1



Corrigé Rattrapage -Algèbre 1
2023-2024

Exercice 1:
1/ Donner la négation des propositions suivantes:
a�La négation de 8x 2 R; (2x > x) est 9x 2 R; (2x � x)
b�La négation de 8x 2 R; x > 0) 2x > x est 9x 2 R; (x > 0) ^ (2x � x) :

2/ Soient x; y 2 R+; montrer par contraposée que:

x 6= y ) x
1+y 6=

y
1+x

La contraposée de x 6= y ) x
1+y 6=

y
1+x est

x
1+y =

y
1+x ) x = y:

Donc, pour x; y 2 R+ on a:
x
1+y =

y
1+x ) x (1 + x) = y (1 + y)

) x+ x2 � y � y2 = 0
)
�
x2 � y2

�
+ (x� y) = 0

) (x� y) (x+ y + 1) = 0
) x� y = 0 car x; y 2 R+
) x = y:

Alors, d�après le raisonnement par contraposée on déduit que

x 6= y ) x
1+y 6=

y
1+x

3/ Soient x; y 2 R; montrer par l�absurde que:

xy � x2+y2

2

Soient x; y 2 R; supposons que xy > x2+y2

2

xy > x2+y2

2 ) 0 > x2 + y2 � 2xy
) 0 > (x� y)2

qui est impossible. Donc d�après le raisonnement par l�absurde on déduit que

xy � x2+y2

2

Exercice 2:
Soient E un ensemble, P(E) l�ensemble des parties de E. Soient A et B deux
parties de E. On considère l�application f dé�nie par :

f : P(E)! P(E)� P(E)
X 7! (X \A;X \B)

1/ Calculer f(E), f(A [B):

f(E) = (E \A;E \B) = (A;B)

2
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f(A [B) = ((A [B) \A; (A [B) \B) = (A;B)

2/ Montrer que : f est injective , A [B = E:
()) Supposons que f est injective
D�après (1), on a:

f(E) = (A;B) = f(A [B);

et comme f est injective, alors A [B = E:
(() Supposons que A [B = E; Soient A1; A2 2 P(E)

f (A1) = f (A2)) (A1 \A;A1 \B) = (A2 \A;A2 \B)

)

8<: A1 \A = A2 \A

A1 \B = A2 \B
) (A1 \A) [ (A1 \B) = (A2 \A) [ (A2 \B)
) A1 \ (A [B) = A2 \ (A [B)
) A1 \ E = A2 \ E
) A1 = A2

d�où f est injective.
3/ Supposons qu�il existe X 2 P(E) tel que f(X) = (A; ;). Calculer A \B.

f(X) = (A; ;), (X \A;X \B) = (A; ;)

,

8<: X \A = A

X \B = ;
,

8<: A � X

X = CE (B)

alors,
A \B = ;

Exercice 3:
On dé�nit sur R la relation binaire R par: 8x; y 2 R : xRy , f(x) = f(y); où
l�application f : R! R, dé�nie par : f(x) = x3 � x2 � 4x+ 4:
1/ Montrer que R est une relation d�équivalence:
(i) Ré�éxive: 8x 2 R; x<x
Soit x 2 R; on a:

f(x) = f(x)) x3 � x2 � 4x+ 4 = x3 � x2 � 4x+ 4) x<x

Alors, < est ré�exive.
(ii) Symétrique: 8x; y 2 R; x<y ) y<x
Soient x; y 2 R; on a:

x<y ) f(x) = f(y)) x3 � x2 � 4x+ 4 = y3 � y2 � 4y + 4
) y3 � y2 � 4y + 4 = x3 � x2 � 4x+ 4

) f(y) = f(x)) y<x

Alors, < est symétrique.
(iii) Transitive: 8x; y; z 2 R;(x<y et y<z)) x<z
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Soient x; y; z 2 R; on a:

(x<y et y<z))

8<: f(x) = f(y)

f(y) = f(z)

)

8<: x3 � x2 � 4x+ 4 = y3 � y2 � 4y + 4

y3 � y2 � 4y + 4 = z3 � z2 � 4z + 4
) x3 � x2 � 4x+ 4 = z3 � z2 � 4z + 4
) f(x) = f(z)) x<z

Alors, < est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que < est une relation d�équivalence.
2/ Déterminer les classes d�équivalences de 0.
On a:

Cl (0) = fy 2 R = 0<yg
=
�
y 2 R = y3 � y2 � 4y = 0

	
=
�
y 2 R =y

�
y2 � y � 4

�
= 0

	
=
n
y 2 R =y = 0 ou y = 1�

p
17

2

o
=
n
1�
p
17

2 ; 0, 1+
p
17

2

o
Exercice 4:
Soit U le sous ensemble de C dé�ni par: U = fz 2 C= jzj = 1g :
Montrer que U est un sous groupe de (C�;�) :
(i) j0Cj = j1j = 1, donc 0C 2 U
(ii) Soient x; y 2 U; donc jxj = jyj = 1:

x� y�1 2 U?

On a:

y � y�1 = 1)
��y � y�1�� = 1) jyj

��y�1�� = 1) ��y�1�� = 1;
donc, ��x� y�1�� = jxj ��y�1�� = 1) x� y�1 2 U:

De (i) et (ii) on déduit que U est un sous groupe de (C�;�).
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