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Formules autorisées  à conserver sans ratures 

Système à un degré de liberté libre  

Equation de mouvement 

 𝒎𝑥̈ + 𝒄𝑥̇ + 𝒌𝑥 = 0    ⟹  𝑥̈ + 2𝜉𝜔𝑛𝑥̇ + 𝜔𝑛
2𝑥 = 0 

avec 𝜔𝑛 = √
𝒌

𝒎
 : pulsation propre ; 𝜉 =

𝒄

𝑐𝑐
=

𝒄

2√𝒌𝒎
= 2𝒎𝜔𝑛 : facteur d’amortissement 

1er cas : système sous amorti (𝜉 < 1   𝑜𝑢   𝑐 < 𝑐𝑐  ).  

La solution est donnée par  𝑥(𝑡)  = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡{𝐴1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔𝑑𝑡} 

Avec   𝜔𝑑  pulsation de vibration amortie ou pseudo-pulsation  𝜔𝑑 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉2 

Décrément logarithmique 𝛿 =
1

𝑛
𝑙𝑛

𝑥0

𝑥𝑛
;   𝛿 =

2𝜋𝜉

√1−𝜉2
 ⟹   𝜉 =

𝛿

√𝛿2+4𝜋2
 . 

2er cas : amortissement critique (𝜉 = 1   𝑜𝑢   𝑐 = 𝑐𝑐  ).  

La solution est donnée par 𝑥(𝑡) = (𝐶1 + 𝐶2𝑡)𝑒−𝜔𝑛𝑡 

3er cas : système sur amorti (𝜉 > 1   𝑜𝑢   𝑐 > 𝑐𝑐  𝑜𝑢   ).  

La solution peut être écrite sous la forme : 𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡{𝐴1 ch 𝜔∗𝑡 + 𝐴2 sh 𝜔∗𝑡}  avec  𝜔∗ = 𝜔𝑛√𝜉2 − 1 

Système à un degré de liberté Forcé 

L’équation de mouvement d’un système avec amortissement visqueux sous critique  

 𝒎𝑥̈ + 𝒄𝑥̇ + 𝒌𝑥 = 𝐹0 cos ω𝑡    (𝜔 ≡ Ω  pulsation forcée)        

La solution complète est donnée par  𝑥(𝑡) = 𝑥ℎ(𝑡) + 𝑥𝑝(𝑡)  

𝑥ℎ(𝑡) (solution homogène ou libre, selon le cas, voir système libre) 

𝑥𝑝(𝑡) = 𝑋 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝛼) (solution particulière ou permanente ) 

Avec 𝑋 =
𝐹0

√(𝒌−𝒎𝜔2)2+(𝒄𝜔)2
=

𝑋0

√(1−𝑟2)2+(2𝜉𝑟)2
  (amplitude forcée) ; 

𝑟 =
𝜔

𝜔𝑛
 (rapport des fréquences) ;  

𝛼 = tan−1 (
𝒄𝜔

𝒌−𝒎𝜔2) = tan−1 (
2𝜉𝑟

1−𝑟2)  (angle de phase) ; 

et  𝑋0 = 𝐹0/𝒌 allongement sous la force statique 𝐹0;   

Facteur d’amplification dynamique 

|𝐻̄(𝜔)| =
𝑋

𝑋0
=

1

[(1−𝑟2)2+(2𝜉𝑟)2]1/2          et       tan 𝛼 =
2𝜉𝑟

1−𝑟2 

Mouvement de Base et transmissibilité 

𝑋

𝑍
=

|𝑋̄|

𝑍
=

[1+(2𝜉𝑟)2]
1/2

[(1−𝑟2)2+(2𝜉𝑟)2]1/2
 ; 𝑇𝑅 ≡

|𝑓̄𝑡𝑟|

𝐹0
=

[1+(2𝜉𝑟)2]
1/2

[(1−𝑟2)2+(2𝜉𝑟)2]1/2
 

Les équations de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖̇
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐷

𝜕𝑞𝑖̇
= 𝑄𝑖   ;    𝑖 = 1,2, … 

𝑇 L’énergie cinétique ; 𝑉 l’énergie potentielle ; 𝐷 la fonction de dissipation ;  

𝑄𝑖 la force généralisée ; 𝑞𝑖 coordonnée généralisée. 


