
Exercice 1 (10 pts) 

Un disque de masse 𝑚, de rayon 𝑟 et de moment d’inertie 𝐼𝑂 =
1

2
𝑚𝑟2, roule sans glissement 

(𝑥 = 𝑟𝜃). 

1. Tracez le diagramme des forces du corps libre.  

2. Déterminez l’équation de mouvement du système par la méthode de Newton.  

3. Déterminez la pulsation propre et le facteur d’amortissement. 

4. On écarte le disque d’un angle initial de -8° sans vitesse initiale. Au bout de 0,1 s, sa vitesse 

s’annule pour la première fois et il atteint un angle de 6°. Déterminez le facteur 

d’amortissement, la pseudo-période et la pulsation naturelle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solution : 

 

 

1. Tracez le diagramme des forces du corps libre.  

 

 

 

 

 

                                                                                                                          (1 pt) 

 

 

 

 

Forces de rappel  

𝑓𝑟1 = 𝑘𝑥𝑂 = 𝑘𝑥 

𝑓𝑟2 = 𝑘𝑥𝐴 = 2𝑘𝑥        (𝑥𝐴 = 2𝑥) 

Force d’amortissement 

𝑓𝑎 = 𝑐𝑣𝐴 = 2𝑐�̇�      (𝑣𝐴 = �̇�𝐴 = 2�̇�) 

Force d’adhérence  

𝑓𝜇 

  

𝜃 

𝑚, 𝑟 

𝑓𝑎  

𝑂 

𝐵 

𝑥 

𝑓𝑟2 𝐴 

𝑓𝑟1 

𝑓𝜇 
𝑅 

𝑚𝑔 

𝜃 

𝑚, 𝑟 

𝑐 

𝑂 

𝑘 

𝐵 

𝑥 

𝑘 
𝐴 

−8° +6° 



2. Déterminez l’équation de mouvement du système par la méthode de Newton.  

Méthode I. 

En utilisant les équilibres dynamiques linéaire et angulaire du disque (∑ 𝐹 = 𝑚𝑎𝑥 et ∑ ℳ/𝐺 = 𝐼𝐺�̈�). 

∑ 𝐹 = 𝑚𝑎𝑥 

(𝑓𝜇 − 𝑓
𝑟1

− 𝑓
𝑟2

− 𝑓
𝑎) = 𝑚𝑎𝑥 

𝑓𝜇 − 𝑘𝑥 − 2𝑘𝑥 − 2𝑐�̇� = 𝑚�̈� 

𝑚�̈� + 2𝑐�̇� + 3𝑘𝑥−𝑓𝜇 = 0                                                                                                  (1 pt) 

∑ ℳ/𝑂 = 𝐼𝑂�̈� 

−𝑓𝜇𝑟 − 𝑓
𝑟2

𝑟 − 𝑓
𝑎

𝑟 =
1

2
𝑚𝑟2�̈� 

−𝑓𝜇𝑟 − 2𝑘𝑥𝑟 − 2𝑐�̇�𝑟 =
1

2
𝑚𝑟2�̈�                                                                                    (1 pt) 

En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques, on trouve 

{
−𝑓𝜇 = 2𝑘𝑥 + 2𝑐�̇� +

1

2
𝑚�̈�       avec         (𝑟�̈� = 𝑚�̈�)

𝑚�̈� + 2𝑐�̇� + 3𝑘𝑥−𝑓𝜇 = 0                                              
 

𝑚�̈� + 2𝑐�̇� + 3𝑘𝑥 + 2𝑘𝑥 + 2𝑐�̇� +
1

2
𝑚�̈� = 0 

𝟑

𝟐
𝒎�̈� + 𝟒𝒄�̇� + 𝟓𝒌𝒙 = 𝟎.                                                                                                  (1 pt) 

 

Méthode II. 

En utilisant les équilibres dynamiques autour du centre instantané de rotation du disque 

(∑ ℳ/𝐵 = 𝐼𝐵�̈�). 

−𝑓𝑟1 × 𝑟 − 𝑓
𝑟2

× 2𝑟 − 𝑓
𝑎

× 2𝑟 = 𝐼𝐵�̈�                                         (1 pt) 

𝐼𝐵 = 𝐼𝐺 + 𝑚𝑂𝐵̅̅ ̅̅ 2 

𝐼𝐵 =
1

2
𝑚𝑟2 + 𝑚𝑟2 

𝐼𝐵 =
3

2
𝑚𝑟2                                                                                            (1 pt) 

−𝑘𝑥 × 𝑟 − 2𝑘𝑥 × 2𝑟 − 2𝑐�̇� × 2𝑟 =
3

2
𝑚𝑟2�̈� 

3

2
𝑚𝑟2�̈� + 4𝑐�̇�𝑟 + 5𝑘𝑥𝑟 = 0 

𝟑

𝟐
𝒎�̈� + 𝟒𝒄�̇� + 𝟓𝒌𝒙 = 𝟎                                                                   (1 pt)    ou     

𝟑

𝟐
𝒎�̈� + 𝟒𝒄�̇� + 𝟓𝒌𝜽 = 𝟎    



3. Déterminez la pulsation propre et le facteur d’amortissement. 

On peut écrire l’équation différentielle sous la forme standard 

�̈� +
8𝑐

3𝑚
�̇� +

10𝑘

3𝑚
𝑥 = 0     

�̈� + 2𝜉𝜔𝑛�̇� + 𝜔𝑛
2𝑥 = 0 

avec   𝜔𝑛
2 =

10𝑘

3𝑚
⟹  𝜔𝑛 = √

10𝑘

3𝑚
                                                                    (1 pt) 

et   2𝜉𝜔𝑛 =
8𝑐

3𝑚
    ⟹  𝜉 =

8𝑐

6𝑚
  

1

𝜔𝑛
=

8𝑐

6𝑚
√

3𝑚

10𝑘
=

4𝑐

3
√

3

10𝑘𝑚
 

𝜉 =
2√2𝑐

√15𝑘𝑚
                                                                                                    (1 pt) 

 

4. On écarte le disque d’un angle initial de -8° sans vitesse initiale. Au bout de 0,1 s, sa 

vitesse s’annule pour la première fois et il atteint un angle de 6°.  

Déterminez le facteur d’amortissement, la pseudo-période et la pulsation naturelle. 

 

La vitesse d’un mouvement harmonique ou pseudo-harmonique s’annule toutes les demi-périodes 

donc 𝑛 =
1

2
  et 

𝑇𝑑

2
= 0,1 𝑠 

Décrément logarithmique 

 𝛿 =
1

𝑛
𝑙𝑛

𝑥0

𝑥𝑛
 

𝛿 =
1

(
1

2
)

𝑙𝑛
8

6
= 2𝑙𝑛

4

3
=  0.57536                                                       (1 pt)   

Le facteur d’amortissement  

𝜉 =
𝛿

√𝛿2 + 4𝜋2
 

𝜉 =
0.57536

√0.575362 + 4𝜋2
= 0,09                                                         (1 pt) 

La pseudo-période 

𝑇𝑑

2
= 0,1 𝑠 ⟹ 𝑇𝑑 = 0,2 𝑠                                                                   (1 pt) 

La pseudo-pulsation 

𝜔𝑑 =
2𝜋

𝑇𝑑
=

2𝜋

0,2
= 10𝜋 = 31. 416  𝑟𝑎𝑑/𝑠 

La pulsation naturelle 

  𝜔𝑑 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉2       ⟹      𝜔𝑛 =
  𝜔𝑑

√1 − 𝜉2
 

𝜔𝑛 =
10𝜋

√1 − 0.092
= 31.547   𝑟𝑎𝑑/𝑠.                                             (1 pt) 


