Eléments du calcul tensoriel

0.1 Introduction

On dit qu'un domaine contient un milieu matériel continu si a chaque
instant et en chaque point de ce domaine on peut définir des grandeurs phy-
siques locales relatives a ce milieu matériel. La grandeur physique peut étre
représentée mathématiquement par :

— un scalaire (masse volumique, température, concentration dun pol-

luant,...) ;

— un vecteur (vitesse, accélération, forces volumiques, couples volu-

miques,...) ;

— un tenseur d’ordre 2 (déformations, contraintes,...) ;

— un tenseur d’ordre supérieur a 2 comme par exemple le tenseur d’élas-

ticité qui est d’ordre 4.

La grandeur physique donnée a chaque instant et en chaque point forme ce
que I'on appelle un champ. On parlera par exemple du champ de température
dans une piéce automobile & un instant donné ou bien de I’évolution du champ
de contrainte dans une tole lors de son écrasement par une presse.

Le systéme d’unité international comporte sept unités fondamentales que
sont :

— 'unité de masse (le kilogramme : kg) ;

— l'unité de mesure (le métre : m);

— l'unité de temps (la seconde : s);

— D'unité de température (le Kelvin : K);

— 'unité de courant électrique (I’Ampére : A);

— 'unité de quantité de matiére (la mole : mol).

Toutes les autres unités peuvent se déduire de ces unités fondamentales et
sont introduites par commodité. Par exemple,

— le Newton (N) est en fait mkgs=2;

— le Pascal (Pa) est Nm~2 donc m™tkgs™?;

— le Joule (unité de travail) est en m2kgs=2;

— le Watt (unité de puissance) en m?kgs—>.
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0.1.1 Convention d’Einstein

La mécanique des milieux continus fait un usage intensif des champs
scalaires, vectoriels et tensoriels. Ces outils mathématiques indispensables
permettent d’établir des résultats fondamentaux indépendamment du réfé-
rentiel choisi. Gréace a cela, on peut porter son attention sur les phénomeénes
physiques qu’elles représentent plutot que sur les équations elles-mémes.

Les scalaires, vecteurs et tenseurs ont en effet la propriété d’étre inva-
riant lors d’un changement de base. C’est ainsi que grace a ces quantités on
peut écrire les équations de la mécanique de maniére intrinséque c’est a dire
indépendamment de la base choisie.

Chaque fois qu'un indice apparait deux fois dans le méme monome,
ce mondme représente la somme des trois termes obtenus en donnant
successivement a cet indice les valeurs 1,2 et 3.

Par exemple, a;b; est la notation compacte pour a,b;+asbs+azbs. L’indice
répété sur lequel on effectue la sommation est appelé indice muet. On peut
lui substituer n’importe quel indice pourvu qu’il difféere des autres indices
présents dans le monéme. Un indice non muet est dit franc. Ainsi, dans a;;b;,
I'indice 7 est franc et I'indice j est muet . Cette convention de sommation est
dite convention d’Einstein.

0.2 Tenseurs sur un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1,2 ou 3, sur le corps
des réels. Les éléments de E sont appelés vecteurs. Ils sont soulignés : v € E.
L’ensemble des formes linéaires sur E s’appelle I’espace dual E* de E.

0.2.1 Définition d’un tenseur

Pour deux entiers p et ¢ on appelle tenseur! p-contravariant et g-
covariant toute forme multilinéaire sur (E*)? x E?. 11 s’agit donc d’une ap-
plication qui a p éléments de E* et a ¢ éléments de [E attribue un réel. La
somme p + ¢ s’appelle Pordre du tenseur. On distingue donc les

e Tenseur d’ordre 0 : On convient qu’il s’agit des scalaires. L’ensemble

des tenseurs d’ordre 0 est identifié a R

e Tenseur d’ordre 1 :

1. L’intérét des tenseurs est de représenter les équations qui gouvernent un phénomeéne
physique de maniére intrinséque
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* (p,q) = (1,0) : Il s’agit des vecteurs, i.e. les éléments de E.
En effet, la définition indique qu'un tenseur d’ordre 1 associe un
réel a tout élément de E*. Les tenseurs 1—fois contravariants sont
donc les éléments du bidual, identifiés aux vecteurs de E. L’en-
semble des tenseurs 1—fois contravariants est donc l'espace E lui-
méme.

* (p,q) = (0,1) : Il s’agit des covecteurs, i.e. les éléments de E*.

En effet, la définition d’un tenseur 1—fois covariant indique qu’il
associe a tout élément de E un réel, c’est donc un élément du
dual.

En mécanique des milieux continus, 1’élément de surface ds (et
donc aussi la normale n ) est un covecteur. En effet, c’est la gran-
deur qui opére sur un vecteur v pour donner le volume du cylindre
engendré par I’élément de surface et le vecteur v

(ds,v) = dv noté dans un espace Euclidien : ds.v = dv

e Tenseur d’ordre 2 : Il opérent sur des couples de vecteurs ou de
covecteurs.

* (p,q) = (2,0) : Il s’agit des tenseurs 2—fois contravariants. Ils opérent
sur des couples de covecteurs pour donner un scalaire :

7 2— fois contravariant : E* x E* — R

L’ensemble des tenseurs d’ordre 2, 2—fois contravariants est noté
EQE

* (p,q) = (0,2) : Il s’agit des tenseurs 2—fois covariants. Ils opérent
sur des couples de vecteurs pour donner un scalaire :

7 2— fois contravariant : Ex E — R

~

L’ensemble des tenseurs d’ordre 2, 2—fois covariants est noté
E* @ E*
* (p,q) = (1,1) : Il s’agit des tenseurs 1—fois covariant et 1—fois contra-

variant. Ils opéerent sur des couples (vecteurs, covecteurs) pour
donner un scalaire :

7 1— fois contravariant : Ex E* — R

e Tenseur d’ordre 4 : Ils jouent un role fondamental dans la théorie de
Iélasticité. Ils sont notés A
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0.2.2 Symbole de Kronecker

Le symbole de Kronecker (on dit aussi le delta de Kronecker) est défini

par
1 sii=y,
5’7’_{ 0 sii#j, (0.1)

0.2.3 Symbole de permutation

Soient ¢, j, k trois indices ayant des valeurs différentes. On dit qu’ils
forment une permutation paire de 1, 2, 3 si I'on peut les amener dans cet
ordre par un nombre pair de permutations. On dit qu’ils forment une per-
mutation impaire de 1, 2, 3 si 'on peut les amener dans cet ordre par un
nombre impair de permutations. Cela étant, le symbole de permutation est
défini par

0  si deux quelconques des indices sont égaux,
gijk = § +1 sid, j, k forment une permutation paire de 1, 2, 3,
—1 sii, j, k forment une permutation impaire de 1, 2, 3,
(0.2)

0.2.4 Changement de base

Considérons deux bases orthonormées composées de vecteurs de bases
unitaires et orthogonaux entre eux, dont les bases respectives sont notées

* * *
(Q17§27 237 ) et (§17§27§37 )
Soient, Pj;, les coefficients caractérisant ce changement de repére :

Pij =€ e; (0.3)

=J
Ou 7 -7 représente le produit scalaire usuel voir (77?)

Ils peuvent s’interpréter comme composantes de e; dans le repére (e, €5, e}).

6 = Pyc (0.4)

et réciproquement, les coefficients F;; peuvent s’interpréter comme compo-
*
santes de (¢ dans la base (e}, €5, €3).

e = Pje; = P;i@i (0.5)
On en déduit que
ej = PPy ¢ (0.6)
5
ik

4
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ce qui indique que la matrice de passage P est une matrice orthogonale :
son inverse et sa transposée coincident.

0.2.5 Scalaire

Certaines grandeurs comme la masse volumique ou la température s’ex-
priment par un seul nombre, qui ne dépend pas de la base choisie. Ce sont des
scalaires. De maniére plus mathématique, nous définirons un scalaire comme
suit : un scalaire s est un étre mathématique a une seule composante et
invariant lors d’un changement de base.

0.2.6 Vecteurs

Des grandeurs telles que la vitesse ou l'accélération d’un point matériel,
un flux de chaleur ou une force sont caractérisés par leur direction, leur sens
et leur intensité. Ce sont des vecteurs. Un vecteur posséde trois composantes
qui dépendent du repére choisi e, e,, e

a = are; + aze, + aze; (0.7)
En notation indicielle, on écrira plutot

a=ag = ae; (0.8)
un vecteur a est un étre mathématique qui, lors d’un changement de repére
e; = Pije; se transforme selon la formule a; = Pijaj ou P est la matrice de
passage.

0.2.7 Produit tensoriel

Le produit tensoriel, noté ® est 'opération permettant de construire des
tenseurs d’ordre 2 & partir de vecteurs et covecteurs. Le produit tensoriel de
deux vecteurs a,b € E est un tenseur d’ordre 2 du type (2,0).

Les composantes du tenseur a ® b par rapport & une base donnée forment
une matrice qui s’obtient par le produit du vecteur colonne [a;] par le vecteur
ligne [b;]" :

la ® ] = [a] (] (0.9)
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0.2.8 Tenseurs d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2 du type (2,0) s’exprime par

A Ajje; (0.10)

Z]l

Un tenseur d’ordre 2 est un étre mathématique & 9 composantes qui, lors
d’un changement de base ¢; = Pj;e; , se transforme selon les formules :

Aij = PikAZletj Akl - szAwP (0~11)
ou sous forme matricielle

A =rla 2 =) (012

Un tenseur d’ordre 2 est une quantité intrinséque indépendante de la base
choisie alors que la matrice P est un tableau de nombre donnant les produits

scalaires entre les vecteurs de la premicére et de la seconde base : P;; = €i€;

Opérations sur les tenseurs

Soit E un espace vectoriel et soient u, v € E; T, A, BEERE:

wo = wv; = [uf [y
To = Tyve =[]
vT = vTje; = [I]'[t]
A:B = A;By;= [1:1] [g] Le produit doublement contracté

Tenseur identité

Le tenseur identité est un tenseur particulier car ses composantes sont les
mémes dans toute base orthonormée et donnent la matrice identité :

M - (1) (1) 8 (0.13)
00 1

autrement dit [;; = 6;;
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Tenseur symétrique et antisymétrique

Un tenseur d’ordre 2, S est symétrique s’il est égal a sa transposée : i.e

S = (5)" et donc S;; = Sj; -

~

Un tenseur d’ordre 2, A est antisymétrique s’il est égal & 'opposé de sa
transposée : i.e A = —(A)" et donc A;; = —Aj; et ceci n’est possible que si
les termes diagonaux sont nuls i.e : a; = 0 pour i = 1, 3.

La symétrie ou 'antisymétrie est une propriété intrinseque d’un tenseur

i.e : Si la matrice représentant les composantes d’un tenseur dans une base
est (anti)symétrique, elle le restera dans tout autre base.

Tout tenseur d’ordre 2, T' peut s’écrire comme la somme d’un tenseur

symétrique et d'un tenseur antisymétrique :

T=s5+4 S=3(r+@); A=5(r-@)) 01

Trace d’un Tenseur

La trace d'un tenseur d’ordre 2 est la somme de ses termes diagonaux

trace [A] = Ay (0.15)

~

Tenseur sphérique et déviatorique

Pour tout tenseur 7' d’ordre 2, on définit ses parties sphérique et dévia-

torique de la maniére suivante :

1
T =T 479 avec: T .= 3 <traceT>

~ ~

I, T%.=T—T%" (0.16)

~ ~

0.2.9 Décomposition spectrale d’un tenseur

On dit que v est une direction principale (ou un vecteur propre) du tenseur
A si pour un certain A on a :

AQ = )\Q i.e Aijvj = )\Ui (017)

La valeur A est appelée valeur principale (ou valeur propre) de A associée a

la direction principale v.
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Pour trouver v, on écrit (0.17) sous la forme

Ces équations constituent un systéme homogéne de trois équations a trois
inconnues v1, v9, v3 qui n’admet de solution non triviale que si le déterminant
de la matrice des coefficients s’annule : det(A — AI) = 0. On peut toujours

trouver trois vecteurs propres orthogonaux pour un tenseur réel symétrique
d’ordre 2.

La base formée par ces trois vecteurs est appelée base principale. Dans cette
base, les coefficients du tenseur A forment une matrice diagonale dont les

éléments diagonaux sont les valeurs propres principales.

A 000
[A] — pt [A} P=10 X 0 (0.19)
T ” 0 0 X
La matrice de passage est donnée par :
V1€ Uy € Usg- €
P=1uv -6 vy-€ v3-6 (0.20)

Uy €3 Upr€3 Us-E3

Enfin, on vérifie facilement que le tenseur A peut s’écrire :
A= Mo @y + Aty ®@ Uy + A3u3 ® vy (0.21)

C’est ce qu’on appelle la décomposition spectrale du tenseur.

Théoréme 0.1 (Cayley-Hamilton)
Pour tout endomorphisme sur E ou E est un espace vectoriel de dimension
3, le polynome en A suivant est nul

A —NA—LA-LI=0

~

Ses coefficients I;, appelés invariants principaux de A, sont les coefficients

du polynome caractéristique de A :

det(\] — A) = ‘/\I - A’ — NI 4 L) — I
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Remarque 0.1
1. La valeur des coefficients du polynome caractéristique ne dépend pas du
choix de la base.

1
I = trace(A), I, = 5 ((traceA)2 — tmceA2> = traceA 'det A

1
I; = 6 ((tmceA)3 — 3(traceA)(traceA?) + 2(t7’aceA3)> (0.22)

La seconde relation utilisant linverse de A n’est bien sir valable que dans le
cas ot A est inversible.

2. Le polynome caractéristique admet (au moins dans C) trois racines
ai,as, a3 . Les invariants principaux s’expriment en fonction de ces racines :

Il = ay + as + as, [2 = ay1a2 + agas + asar, [3 = a102a3 = det A (023)

3. Les expressions précédentes indiquent que les ensembles {ay,as,as},
{I,, I, I3} et {traceA,trace A% trace A*} contiennent la méme information

et sont donc équivalents. Ils méritent le nom d’tnvariants puisque leurs va-
leurs me dépendent pas de la base choisie. Ils sont équivalents a la connais-
sance des racines du polynome caractéristique.

0.3 Opérateurs différentiels

On introduit Les opérateurs nabla Lagrangien? et Eulerien respecti-
vement par

0 V, = 9. (0.24)

= —F, :
VX aXi_Z’ 8@-4

0.3.1 Gradient

Définition 0.1 Soit U un ouvert de R™ (m =2 oum = 3) et
F: U — R™ une fonction telle que toutes les dérivées partielles existent en
tout point de U. Le gradient de F est l'application (pour étre plus rigoureut,
le champ de vecteurs) noté VF ou grad(F')
VF : R™ — R™ défini par

OF

o

VE=| % (0.25)
oF
Oxm

2. Nous verrons au chapitre suivant les définitions respectives des variables Lagran-
gienne et Eulerienne
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L’opérateur gradient augmente de 1 le degré du champ de tenseurs au-
quel il est appliqué.

Exemple 0.1 On définit la fonction scalaire f(x;y) = z + y*
Calculer grad f(z;y) ; représenter le vecteur gradient dans un repére ortho-
Nnorme.

Solution

grad f(z;y) = (%(m +y); a%(w + y4)) = (1;4y%)'

Dans un repére orthonormé, le vecteur gradient pointe dans la direction ou la
fonction croit le plus rapidement, et son module est égal au taux de croissance
dans cette direction.

Représentation du grad(x+y %)
15 T T ; .
iy A A R N O R N R N S S R R N
156 E I I I T T T T T T 1
IV VAV AN AV AV VAN VD D N
PN R A R N B N N B B R B N A R N A
P
VR i 1
| [ S q
DEP = = = = % = o % s mwmmm o m .= d
N
T T O T . T T T " T w T w w b
L T T e S T T T T T T T U T L Y
B s ‘\ i :\ \ i :'1 \ i :| \ LY :! \ N \ NN \ W 4
R R R R R R R R
15 L L L L
-1 0.5 0 0.5 1 1.5
X

0.3.2 Produit extérieur

Il existe un autre produit dans R? : le produit vectoriel ou extérieur. I
associe a une paire de vecteurs un autre vecteur. Soit u,v € R? alors le
produit extérieur de u = (uy, uz, uz)’ et v = (v1,v9,v3)", nOté u A v ou encore
[u, v], est défini par

€1 €9 €3 UV3 — U3V2
UNV =] U U U3 | = U3V1 — U1V3 = UV;EjkCk (026)
v U2 U3 U1U2 — UV

Ot g, est le symbole de permutations défini par (0.2)

10
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Rotationnel

Définition 0.2 Soit U un ouvert de R? et soit ' : U — R? un champ de
vecteurs de classe C*. Le rotationnel de F est le champ vecteurs noté VA F
défini par

0F; 0F,

€ €9 €3 2 ___Z
VA E(K) = 0 0 0 = 8_1 - 8_3 = Ez‘ijkJ‘ei
T T —

0y 0s 03 OF, aFi

(X)) F(X) F(X) o 01y

(0.27)

Le rotationnel mesure normalement & quel point le champ de vecteurs
"tourne". Plus précisément, si le champ de vecteurs est interprété comme,
par exemple, la vitesse du vent (& une altitude fixée) dans une région, alors
les tourbillons et tornades seraient des points avec un grand (en valeur
absolue) rotationnel tandis que sur une plage avec une brise de mer constante
le rotationnel serait nul. Le signe du rotationnel ne fait qu’indiquer le sens
de la rotation.

Produit mixte

Etant donné u,v,w € R?, |(u A v) - w| est le volume du parallélépipéde
engendré par les trois vecteurs. Ceci a pour conséquence que le produit vec-
toriel de deux vecteurs orthogonaux de norme 1 est un troisiéme vecteur qui
compléte la base orthonormale. L’application (u,v,w) —— (uAv)-w est
nommeée produit mixte ou produit scalaire triple. Notons qu'une permutation
des trois membres dans le "bon" ordre ne change pas le produit mixte, alors
qu'une permutation dans le "mauvais" ordre change son signe, i.e.

(unv)-w= (wAu)-v = (VAw) -u=—(uAw) v=—(VAu)-w=—(WA

0.3.3 Divergence

Une autre caractéristique importante d’un champ de vecteurs u ou de ten-
seurs T est sa tendance a se "disperser". Ce qui sera mesuré par la divergence
que 'on définit par :

: T..
8u2; oudivT::V-T:a Y
81’2' ~ ~

e (0.29)

divu :=V -u =

11
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L’opérateur différentiel divergence abaisse de 1 I'ordre du champ de tenseur.

Exemple 0.2 On définit le champ de vecteurs F(x;y; z) = (az;ay;az) ot a
est une constante réelle.

Calculer div F(x;y; ) ; représenter le champ de vecteurs pour a > 0 et pour
a < 0.

Pouvez-vous en déduire une interprétation géométrique de la divergence ?

Solution

9, 9, 9]
div F(z;y;2) = %(ax) + a—y(ay) + g(az) = 3a

Comme le montre la figure ci au dessous , le champ de vecteurs diverge pour
a > 0.

Représentation de div(a(x+y+z)),a»0

0.3.4 Opérateurs différentiels en coordonnées carté-
siennes

Si le systéme de coordonnées est cartésien orthonormé, on vérifiera que
les opérateurs différentiels prennent les formes simples suivantes

gradf =Vf = %gi = fi¢ (0.30)

12
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o,
j
ou,
divu =V - (u) = a—Zgi.gj = U, (0.32)
J
00,
divo = azfgi = 04;,€ (0.33)
J
ot I'on a introduit la notation fréquente : ; = ai.

0.3.5 Changement de coordonnées

Soit (x,y, z) les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque, expri-
mées comme des fonctions de (uy, ug, us) par

r=x(uy,ug,u3), y=1y(uy,us,us), z=2z(uy,us, us) (0.34)

Supposons que (0.34) puisse se résoudre en uy, us, uz comme fonction de z, y
et z c’est-a-dire

up = uy(2,y,2), uy=us(z,y,2), uz=uz(z,y,z) (0.35)

Etant donné un point M de coordonnées rectangulaires (z,y, z) nous pou-
vons, d’aprés (0.35) lui associer un seul ensemble de coordonnées (uq, ug, us)
appelées les coordonnées curvilignes de M. les ensembles d’équations (0.34)
et (0.35) définissent un changement de coordonnées.

Cordonnées curvilingnes orthogonales

Soient u; = Ch,us = Cy,uz = C3 ou C, Cy, C5 sont constants, des sur-
faces de coordonnées et ces surfaces se coupent chacunes deux a deux suivant
des courbes appelées courbes ou droites de coordonnées. Si les surfaces de
coordonnées se coupent en formant des angles droits, le systéme de coordon-
nées curvilignes s’appelle orthogonal.

Les courbes de coordonnées uq, us,u3 d'un systéme de coordonnées curvi-
lignes sont analogues aux axes de coordonnées z,y et z d’un repére rectan-
gulaire.

Vecteurs unites en coordonnées orthogonales

Soit la base canonique de R?

13
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OM = xi+ yj + zk le vecteur de position d'un point M. Alors (0.35) peut
s’écrire

OM = OM (uy, uz, us). (0.37)

Un vecteur tangent a la courbe u; en M (pour laquelle us et ug sont constants)

est
o00M

3u1

Un vecteur unité tangent dans cette direction est

(0.38)

o0OM

e = 2 (0.39)

00M
8”1

M
) (0.40)

a'LLl

De meéme, si e, et e; sont des vecteurs-unités tangents aux courbes us et
ug en M respectivement, alors

= hie; avec hy; = ‘

80:M = hge, & hy = 0M
Ouy 262 AVEC T2 Ous
(0.41)
80:M = hse, avec hz = 0M
0U3 353 3 8U3

Remarque 0.2

— Les quantités hy, ho, hy s’appellent les facteurs de proportionnalité.
— les vecteurs unitaires ey, ey, €5 sont dirigés dans le sens ou uy,us, us
respectivement, s’accroissent.

— Les vecteurs tangents aux courbes de uy,us et uz sont donnés respecti-
dOM ™~ d0OM 0OM
vement par Dy Dus t Dus

On note par dM la différetielle du vecteur position OM en fonction des
coordonnées curvilignes orthogonales.
0OM 0OM 0OM
d_M = _du1 + :dUQ + _dU3
Ouq Ouy dus
== hl dulgl + hQ dUQQQ -+ h3 d'LL3§3. (042)

14
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Gradient en coordonnées orthogonales

Soit f une fonction de classe C!; Le gradient de f en coordonnées curvi-
lignes orthogonales est donné par

1 of 1 of 1 of
Adf=Vf=——te +——1ey+ — —es. 4
gra f Vf hl 8U1§1 + hg 8U2Q2 + h3 8u3§3 (0 3)

En effet ;

grad f =V f = fie; + faey + f3e3 ou fi, fa, f3, sont a déterminer

df =V f-dM
= (fieq + faeo + faes) - (h1 duse, + ho duse, + hs duses)
f1 hi duy
= f2 : ha dug
f3 hs dus
= flhl du1 + f2h2 dUQ + fghg dU3 (044)

D’un autre coté la différetielle de f s’écrit

af af of
— — 4
aUI 1+5’2d2+83du3 (0 5)

11 suffit d’égaler (0.44) et (0.45) pour déduire que

df =

1 oF
hl 811,17

1 09f
h2 811,2

10f

fl B h3 0U3

fo= et f3 =

D’oi le résultat (0.43).
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0.3.6 Coordonnées Cylindriques
£ e

OM =re, + ze,

dM : = d(re, + ze,) = dre, +rd(e,) + dze.
= dre, +rdbey + dze,
Les coordonnées Cylindriques (7,6, z) sont définis par

r=rcosf, y=rsinb, z==z

Avec 7 >0, 0<0<2m, z€eR

OM =rcosfi+rsinfj+zk
00M

=cosfi+sinfj+0k

M
0M _ —rsinfi+rcosfj+0k

M
90 =0:1+0j5+k
0z =

‘8O_M = /(cos )2 + (sinf)2 =1=hy

16

(0.46)

(0.47)



DALiLA REMAOUN BOUREGA Cours MMC

M
‘80 = \/12(cos 0)2 + (sin )2 = r
00OM
0z |
Les vecteurs de base seront d’aprés (0.39-0.41)
00M 100M 00M
Er o LT a0 0 & 0z (0.48)
(O _ 0, ey _ 0, e, _ 0,
r r r
& _ 9% _ _ 9. _
{90 e T T T ! (0.49)
Oe Jey Oe
= — = _ = =0
| 0z T 0z ’ Dz

Champ scalaire

Pour un champ scalaire : f(OM) = f(r, 6, z)

Le gradient

gradf = Vf— af .+ 1af_g+ gf

o (0.50)

En effet ; On calcule le gradient d'une fonction scalaire f(r,0,z) en éva-
luant sa différentielle :

_of, of , Of
df = S-dr+ oed)+ 2dz

(¥ 1w o] [i@]

dz

or rof 0z

dz
= [V/f][dM] (0.51)
Ce qui permet d’identifier
. - | of 10f of
gradf = [V f] = [ o 100 os ] (0.52)

Le laplacien

2 2 2
Af = div(gradf) = ﬂ—l— 18]‘ +lﬂ+ oF

or2 ' ror  r2of? ' 922 (0.53)
—_——
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Exercice Retrouver I’équation (0.53).

Champ de vecteurs

champ de vecteurs
u = u,(r,0,z)e, + ug(r, 0, 2)ey + u.(r,0, 2)e,

Le gradient Pour évaluer le gradient de u dans la base (e,, 4, €,), onévalue
sa différentielle

du = Par i gy 2

or 06 0z
(9ur Gur aur 8u9 8u9 8u9
( Sy S0 — ugdd + S az)e, + (Wdr + upd0 40 + adz>ge

U, ou, ou,
+< or dr + 00 a0 + 0z )Qz

ou, 1 <8ur B u9> ou,

by 1 iy || "

dz

8u9
_ | 9w —<ur+—> A (0.54)
R
or r 00 0z
grad u

La divergence

ou, u, 10ug Ou,
o T P e (0.55)

Le laplacien

A(Q) = (Aur - : % - &) &y + <AU0 + zaur - @> (& + Auz@z
r r

Champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques

champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques

T(OM) =T(r,0,z) = Tie; ®¢;

~
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Divergence de T

. az}r ]-87;9 aj}z j;r'_’jkﬁ
divT = -

= or * r 00 * 0z * r &
0Ty, 10Ty = OTy, L 2T

* or r 06 0z r )< (057)
+ aqlr +_]-8j;9_+_87;z +>7;z
or r 00 0z . )&

0.3.7 Coordonnées Sphériques

Coordonnées (1,8, ©)

OM =re,
dM = dre, + rdfey + rsinfdpe,,

Les coordonnées sphériques (r, 0, ¢) sont définis par
xr=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosf

avec

19
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et
hlz]_, hQZT’, thT‘SiIle
En effet ;
OM = rsinfcospi+rsinfsingj+rcosfk
00M
? =sinfcospi+sinfsingj + cosfk
M
% =rcosfcospi+rcostsingj—rsinfk
00M o : .
0 = —rsinfsini+rsinfcospj
M
‘82_ = /(sinf cos )2 + (sin @ sin )2 + (cos )2 = 1
”
M
% = /(rcosfcos )2+ (rcosfsing)? + (—rsinf)? = r
M
% = /(—rsinfsin )2 + (rsinf cos )2 = rsiné
¥
Les vecteurs de base seront d’aprés (0.39-0.41)
00M 100M 1 00M
T Tor 0 9T T08 0 T reind oy (0.58)
)
de dey de
— = 0 — = 0 — = 0
aar Y gr Y r ?
oe,  _ 9% _  _ %o _
a0 — U o9 ) %
0
de, = sinfe,, % = cosfe,, % _ _ sin fe, — cos fe,
| 9% 0 dyp
(0.59)
Champ scalaire
Pour un champ scalaire : f(OM) = f(r,0, ¢)
Le gradient
0 10 1 0
gradf =V f = a—fe + / / (0.60)

r 00 T rsing %Qg’
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Le laplacien

0? 20 10 0 1 9?
Af = div(gradf) = 8_5 i ;8_i +58_9f2 ta ( ot6) G(J; 72 sin? 93_J;
_—— ¥
1008,
r2or: Or
(0.61)
Champ de vecteurs
champ de vecteurs
u= u?"(r7 67 @)Qr + g (Tv 07 90)20 + u@(r, 0’ SO)QQD
On évalue dans la base (e,, ¢, e,)
Le gradient
[ Ou, 1 8ur_u 1 1 %—u 1
or 1\ 00 ) r\sing oy ¥
Oug 1 [Oug 1 1 Oug
= = - (22 - 0 62
Ve or r \ 00 Tt r \sinf Jp cot G, (0.62)
% 18%’ E L a—4—c0130u +u
| oOr r 00 r \sinf dp )
La divergence
. ou 1 Ouy 1 Ou Ug U
divu=V -u=—">+= ? 4 coth— +2— :
Vu=V-u 8r+7“ 80+rsm«98gp+ T+ r (063)
Le laplacien
Alu) = (Aur — Tl (ur + bm@ 689 (ugsind) + 511119 %%;)) [
Ou, u cosf Ouy
+ (Au@ Tz <_ — T T 3 W)) o (0.64)
+ (Awp r2521n9 (BUT + cot 0% - 2;f19>) Qsp

Champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques

champ de tenseurs d’ordre 2 symétriques

T(OM) =T(r,0,¢) = Tije, ® ¢,
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Divergence de T

oT, 10T, 1 0T, 1
divT = LAk Y (2T, — Ty — T, T, cot
L ( or +r 00 +7’sin0 Op +r< b0 op 110 CO )>§T
Ty 10Ty, 1 0Ty, 1
- — ((Tye — T, t6 -+ 37,
or r 00 +rsin6 Oy * r(( o0 o) 0t 0+ 3To0) | g

oT,, n 10T, N 1 0T,
or r 00 rsinf Oy

1
+ ;(BTMP + 2T99 cot 0)) Q(’D.
(0.65)

0.3.8 Intégration des champs de tenseurs
Théoréme de la divergence

Soit € une région bornée réguliére de 'espace E de frontiére 0S2, et soient
f, v, T des champs de tenseurs respectivement d’ordre 0, 1 et 2, continus et

possédant des dérivées premiéres sur €).
/ Vfdv = fnds; / faidv = fnids
Q o0 Q o0

/divydv:/ V- nds; /vi’idv:/ v;n;ds
Q 0 Q 0
/diVTd?J:/ T-nds; /Tijvjdv:/ T;in;ds
Q ~ o~ Q o0

ou n est le champ de vecteur normal unitaire sortant sur 0f).
Trés important dans le calcul pratique en mécanique, ce théoréme peut
s’énoncer aussi de la maniére symbolique et synthétique suivante :

/.’idvz/ on,-ds
Q o0N

ou le point e peut étre remplacé par n’importe quelle composante de tenseur.
Les théorémes de la divergence permettent un va-et-vient entre volume et
surface d'une région de l'espace. Ce point joue un role essentiel dans la
représentation des efforts en mécanique.

On a donné les expressions intrinséques de ces théorémes ainsi que
leur traduction en composantes cartésiennes orthonormées. Certains de
ces théorémes sont attribués a Stokes, Gauss, Ostrogradski, voire d’autres
dénominations.

22
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Théoréme 0.2 (Théoréme de Gauss-Ostrogradski)

Soit Q une partie de R3 (fermée, bornée et réguliere) limité par une surface
fermée S orientée vers l'extérieur de ) et soit V. un champ de vecteurs. Alors
[intégrale de la divergence de V. dans ) est égale au flux de V' a travers S,

c’est-a-dire
/// V - Vdxdydz = //K - nds (0.66)
Q s
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