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Exercice 1
On rappelle que si F est une fonction de classe C? de R? dans R, son laplacien est définie par :
O*F  0*F
AF(z,y) = — 4+ —
Donner 'expression du Laplacien en coordonnées polaires.

Solution

F est une fonction de classe C? de R? dans R, son laplacien est définie par : AF(z,y) =
0*F  0°F

- + -

oxr?  0y?

Donner la nouvelle expression du Laplacien par rapport aux variables r et 8 ; revient a poser

f(r,0) = F(rcosf,rsinf)
puis exprimer AF en fonction de f, r, 0 et des dérivées partielles de f.

Notons ®(r,0) = (rcos,rsinf).
La matrice jacobienne de ® en fonction de (r,0) est

_( cosf —rsind
o(r,0)  \ rsinf rcosf

__sinf  cos@
r r

g1 d(r,0) _ ( cosf sinf )

Par identification, on trouve donc

g—cos@ ﬁ—sin@ %__sinQ @—COSQ
or Oy T O r Oy 7

Ainsi on utilise le théoréme de composition des dérivations (on note comme usuellement de la
méme fagon f et F) :

OF _0FOr 0FO00 _0F ., OFsing
or  orox  00or or VT 90 r

De la méme maniére on trouve

On dérive ensuite une seconde fois et apres simplifications, il vient :

2 2
AF(rg) ~ OF (1OF  1OF

= T o (0-1)

Exercice 2
Soit u un champ vectoriel différentiable.
1. Montrer que l'on a toujours : div(rotu) =0
2. Donner 'expression de Au en coordonnées cartésiennes.



Solution

Soit u un champ vectoriel différentiable.

1. On veut montrer que : div(rot u) = 0.

Posons le résultat intermédiaire v = rotu = V A u. Dans une base orthonormée de R3, on a
par définition :

Ous _ Ouy
Jry  Ox
po | O Ous
- 8ZE3 8951
Ouy _ Ouy
8ZE1 8902

Par ailleurs , on a par définition : divy = g—;ﬂi + g—;i -+ g—x.
On en déduit que div(rot u) vaut :

. . 8 0U3 8%2 8 6%1 0u9, (9 8U2 3u1
le(rOtﬂ) n 8x1 (al’g 8x3) * 8952 (8x3 81;1) + 8%3 (8951 8]32)

82’&3 62U2 82U1 82’&3 82U2 82U1

— _ — — =0 0.2
81’181’2 8[)318%3 + 8x28x3 81’261}1 + 8m38x1 8%381’2 ( )
2. Le Laplacien d'un vecteur est un vecteur
82U1 (92u1 82U1
or?  Ox3  0x3
82’&2 8211,2 82U2 Aul
AQ = 5 5 5 = A’LLQ (0 3)
Oxy  Oxs  Oxj Au
82U3 82U3 827,63 3
dz? 023 O}

Exercice 3
1. Pour n = 3 Ecrire explicitement I'expression M;;,Bij, i,5,k =1, n
2. Démontrere les identités suivantes a;;x;x; = aj;x;x; et (ay — ag;)vx, = 0.

Solution

l.n=3,4,5,k=1,3

Dans l'expression M;;;, B seul k est un indice franc; on a deux indices muets ¢ et j; ce sont
des indices de sommation et le nombre de termes sera donc égal a 3% = 9.

M;jxB? = MyjxBY + Msj,B¥ + M3, BY
= MyB" + Mo B + My3 B'? + My B*' + Moy B + M3, B>
+ Mz, B* + Mo B + M3z, B®
2. On veut démontrer les identités suivantes
a;; ;% = aj;x;x; et (ap — ag)rizg = 0.
Pour la premiére ; effectuons un changement des indices muets en changeant ¢ en j et j en 1, il

vient :
(lijl’ifbj = Cljil'jl'i = CLjZ'ZL‘iI'j

Pour la deuxiéme
(@i — Qi) TiTh = Qi Th — Qg Ti Ty,

Utilisons le résultat précédent a;;jz,x; = ajx,25, il vient :
Qi LT = AT Tk

d'ott (ax — ag;)x;zy, = 0.



Exercice 4
Démontrer qu'un déterminant d’ordre trois relatif & une matrice A = (a;;); ;_13 peut s’écrire
sous la forme :
det]a;ji] = €ijra1;a25a3,

Solution
On connait I'expression d'un déterminant d’ordre trois relative & une matrice A = (ay;); ;—13;
on doit montrer qu’il peut s’exprimer en fonction des permutations ¢;;; de la maniére suivante

det|aijk] = €ijrariazjas,
Développons 'expression, il vient :

€ijkA1;A2;A3, = €1;k01102jA3 + €2jkA1202;A3k + £3j501302;A3)

= ay(e1jrag;ask) + ar2(e2jka0;a31) + a13(€358a2;a3k)

Les termes entre parenthéses sont les déterminants d’ordre deux. Le symbole de permutations
(ou d’antisymétrie) e1;; a pour valeur :

€111 = €12 = €3 = €121 = €122 = €131 = €133 = 0; €123 =1; €132 = —1
N Q22 23
) . S I
d’ou : €1jkQ25A3k = Q22033 — A23A32 =
a3z a33
On obtient de méme :
€2jkA2;A3k = A23A31 — (21033, €3jkA2;A3k = A21A32 — (22031
Regroupons avec le développement du début, on obtient :
Q22 Ag3 (21 dAg3 (21 A22
€ijkA1;A25A3k = Q11 — Q12 + a3
a3z a3z a3y a 31 Aa32

C’est I'expression du développement selon sa premiére ligne d'un déterminant. d’ordre trois.

Exercice 5
On rappelle qu'on dit qu'un champ de vecteurs V dérive d’un potentiel scalaire s’il existe un
champ scalaire ¢ tel que V. = grad(¢).

Montrer que le champ
20 2y y? —a?

V(z,y,z) = ( ,

z z 22

) défini sur R3.

dérive d’un potentiel scalaire, et déterminer tous les potentiels scalaires dont il dérive.

Solution
Un champ de vecteurs V dérive d'un potentiel scalaire s’il existe un champ scalaire ¢ tel que
V = grad(¢).
On doit montrer que le champ
2 2
Vi(z,y,z) = (Q_x’ _2_y7 q> défini sur R? x R*.
z z z

dérive d’un potentiel scalaire.
Il est claire que rotV(z,y,2) = VAV = 0 et donc il existe un champ scalaire ¢ tel que
V = grad(¢).

Pour le déterminer, on écrit
0¢ 2r
—V, =

ox 2



et donc, par intégration, par rapport a x, on a
2

qb(l’,y,Z) = % + ¢1(y72)’

D’un autre coté

z 8y 3y z Oy
Ainsi
9 _ 2y
Jy z

et donc, par intégration, par rapport a y, on a
2

O1(y,2) = = + 6a(2).

De la méme maniére on écrit :

2 _ .2 2 2 2 _ .2
y - 0¢ 0 oy Ly - ,
=P (E-Lrae) - Lo ),

et donc ¢9(z) = C, ot C' est une constante.

2 2

o(z,y,2) = ‘ ;y +C.

Exercice 6

1. Soit f un champ scalaire. Trouver une expression de V f en coordonnées cylindriques et
sphériques.
2. Soit A un champ vectoriel. Trouver I'expression de divA et gradA en coordonnées cylin-
driques.

Solution

Soit f une fonction scalaire de classe C! Trouver une expression de Vf en coordonnées cylin-
driques et sphériques.

On commence par les coordonnées cylindriques,

On va exprimer les coordonnées cylindriques (r; 6; z) en fonctions des coordonnées cartésiennes
(x;9;2) : Si4;j; k est la base canonique de R?; cette base se transforme par passage en coor-
données cylindriques en la base €€ e,

r=rcosf, y=rsinf, z=2=z

On peut voir la preuve donnée dans le cours utilisant les facteurs de proportionnalité comme
on peut proposer une autre démonstration qui est la suivante

x=rcosf, y=rsind, r=+/22+7y>? Hzarctan(g)zeR r#0etf el —m/2,7/2
T

or —L:cose @:sinﬁ

o VEee 0.4

00 -4 Y sinf 00 % x cos 0

wTITEE T Ve 7 o I @E Jerg
On utilise & présent le principe de composition des dérivations

8f 89 or 69 00 g 0dg sin 0

gf g%x %35 g ggCOSQ’

dy _ oroy wi_ﬁ to0 -
y ﬁu f @vea
aZ 7y7 a

A



df = —i+—j+ —k
gradf 8x1+ 3y‘l+ 0z~
~ (9g Ogsind\ . dg . dgcos@\ . OJg
- (87" Y96 )H <8r SOt G )it 5k
_ g dg sinf . cosf . dg
= 3. (cos i + sin6j) + 2 ( i l) + 82E
_ 0g lag 89
~ ac a8t
Finalement on trouve l'expression du gradient d’une fonction scalaire en coordonnées cylin-
driques.
0 f 10f 0 f
gradf =Vf=—e + - 89_0+8

On a retrouvé l'expression de la formule vu dans le cours.
Exercice 7

On considére un systéme de coordonnées curvilignes (cylindro-paraboliques) (u, v, z) définie
par :
u? — v?

2
1. Ecrivez 'expression du vecteur position OM (u, v, z).

T = , Y =uv, 2 = 2.

e,

2. Donner les vecteurs de la base ¢,; e,; €,;

i puis vérifier que cette base est orthogonale.

3.S0it f une fonction scalaire ; Calculer gradf en fonction des coordonnées u, v, z.

Solution
On considére un systéme de coordonnées curvilignes (cylindro-paraboliques) (u,v, z) définie
par :
u? — v?
2

1. Ecrivons I'expression du vecteur position OM (u, v, 2).
2

T = , Y =uv, 2 = 2.

OM:a:g'—i-yl'—i-zE:u — 1+ uvj + zk.

2. On va déterminer les vecteurs de la base

Cur Eyy €

On applique les formules relatives aux coordonnées curvilignes

00M
— ou _ 1 . At B aO_M B . .
G o= v i) = | = v
ou
00 M
— v _ 1 . N R p—
© = TooM] ~ v ) hz“ 5o | =Vt
ov
00M
_ 0z _ 00M|
Qz - 0O_M _Qz hg—‘ 8Z —
0z




Vérifions que la base trouvée (e, e, €,) est orthogonale.

( 1 u —v
'LL'Q'L): 2 2) v ° u :0
u* + v 0 0

1 U 0
Qu-gzz<—) v . 0 ]1=0
v\, !

3.S0it f une fonction scalaire ; Calculons gradf en fonction des coordonnées u, v, z. Il suffit
d’appliquer le résultat vu en cours

iﬁe —|—ia—fe +ia—fe— ! afe—l— ! 3f€+3f€
h1 8u1_1 hg 8u2_2 h3 8U3_3 a \/UQ —+ 1}2 871,1_u \/11,2 + U2 (9u2_v 8U3_Z.

Exercice 8

|

V=

W N =~
N L =

3
On considére le tenseur d’ordre 2, T" tel que [T]= | 0
h - 0

1. Ecrivez le polynéme caractéristique sous la forme

‘T _ )\I‘ N LN — LA+ T

2. Vérifier que I) = tr(T); I, = %(TkkTmm —T;;T;;) et I3 = det[T]
3. Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres; retrouvez Iy, Is et I3

4. Décomposer T' en parties symétrique et antisymétrique .

5. Décomposer T' partie sphérique déviatorique.

Solution
3 41
On défini T par [T]=| 0 2 3
- - 03 2
1. Le polynome caractéristique de [T7] est
3—X 4 1
T—XN|==| 0 2-X 3 |==-X+_7 M- _7 \+(-15)
o 0 3 2-) I I o

2. On retrouve la valeur des invariants (??) vu en cours

I, = trace(A) =7

~

Iy

1 1
5 ((zﬁraceA)2 - traceA2> = §(TkkTmm —T;;T;)

~ ~

%[7 7= (TuTw + TieTon + Tia Ty + TonTho

+ TogTog + Tos T + T3 Th3 + T3 T3 + T33133))]
%[7-7—(3-3+o:o+o+2-2+3-3+0+3-3+2-2)1:7
I3 = detéz—lS



3. Le polyndme caractéristique admet trois racines A\, Ao, As.
‘gj—xi‘ — N AT A 15= A+ DA —3)(A—5) =0
Les invariants principaux s’expriment en fonction des valeurs propres :
L= M4+X+XA=7 L= A+ A3+ A3 A =7 I3 = A A3 =15 (0.5)

A chaque valeur propre \; correspond un vecteur propre V; solution du systéme (T'— AV, =0

On trouve apres calcule
Kl = (3/4’ _1’ ]-)ta KQ = (17 Oa O)ta K3 = (5/27 17 1)t

4. Décomposons 1" en partie symétrique 1% et antisymétrique T :

T=7°+71°
On a

' 3 2 1/2
TS:§<T+(T)t): 2 2 3
- - 1/2 3 2

X 0 2 1/2
T“:§<T—(T)t>: 2 0 0
- R -1/2 0 0

5. On décompose T en parties sphérique T°"" et déviatorique 7% de la maniére suivante :

T — Tsph + Tdev

~

1 ) 773 0 0
avee T := - <tmcez> [=Tudy=| 0 7/3 0
0o 0 7/3
2/3 4 1
T4 =TT = 0 -1/3 3
- A 0 3 —1/3

Exercice 9

Si 1, usg, ug sont des coordonnées curvilignes orthogonales, montrer que le Jacobien de z, y, z
par rapport a uq, ug, ug est

gr Oy 0z

dui 9 3
(e N Oy | B B,
- a( )_ 8u2 8u2 6u2 - 1762143

Uy, U2, U3 Uy, U2, U3 dr Oy 9z

Ous Ouz  Ous

Solution

U1, Uz, ug sont des coordonnées curvilignes orthogonales,

Déterminons le Jacobien de x,y, z par rapport a uq, us, uz sachant que
OM = xi+ yj + zk le vecteur de position d’un point M. On a :

oOM 8mi+ dy . 8zk
8u1 N 8u1' Gul'l aul_

o00M B 8xi+ oy - 8zk
8u2 N 6U2_ 8u2‘1 8u2_




ox

B
() &
- 0

Uy, U2, U3 ﬁ

ous

ol l'on a utilisé le résultat

proportionnalité.

Oy
duq
Oy
ou

o
ous

oOM  Ox oy . 0z

t = i k
¢ 3U3 8U31 + 8u3'1 * 8u3_
0z
u | 9O0M [OOM OOM
% - 8U1 . ( aU3 A 8u3 ) - hlgl ‘ (h2§2 4 h3§3) B h1h2h3
dus

sur le produit mixte ainsi que la définition des coefficients de



