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Chapitre 1

Equations différentielles

1.1 Définitions

Dans la suite on suppose que I est un intervalle de IR

Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle d’ordre n, toute relation F entre
x,y et les dérivées de y donnée par

F(x,y,y, ...,y(”)) =0.

Toute fonction y(x) verifiant F(z,y,y,...,y"™) = 0 est appelée solution de I’équation
différentielle.

Définition 1.1.2 1. Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de
la forme :
ao(2)y + ar(2)y + az()y" + - - + an(2)y™ = g(x)
ou les a;, pour v = 0,...,n et g sont des fonctions réelles continues sur un
intervalle I C 1R.

2. Une équation différentielle linéaire d’ordre n est dite homogéne, ou sans second
membre si la fonction g est nulle :

CLO(ZE)y + al(x)y’ + a2(x)yw 4+t an(l‘)y(”) —0.
3. Une équation différentielle linéaire est a coefficients constants si
agy + ary’ + asy” + -+ + ay™ = g(x)

ot les a;, pour i =20,...,n sont des constantes et g est une fonction réelle conti-
nue.

Proposition 1.1.3 Si y; et yo sont solutions de l’équation différentille linéaire homo-
gene :
ao(x)y + a1 (2)y + ag(x)y” + - - - + an(2)y™ = g(x)

alors Y\, b, Ayr + py2 est aussi solution de cette équation.



L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne forme un es-
pace vectoriel.

1.2 Equation différentielle du premier Ordre

Définition 1.2.1 Une équation différentille du premier ordre est de la forme :

ou f est une fonction continue par rapport a x sur un intervalle I de IR.

1.2.1 Equation différentielle a variables séparables
On appelle équation différentielle & variables séparables une équation de la forme :
(1.1)
ou f, g sont des fonctions continuent sur I.

Méthode de résolution
Sachant que y' = %, alors

Z—i (v) =g(x) = f(y)dy = g(x)dz = /f(y)dy — /g(x)dgc_

Exemple 1.2.2 .y =eV=eVdy=dr=e¢'=x+c,ce R=y=In|x+¢|

dy 2x
2. (x2+1)dy:2x(y2+1)dx:>/y2+1:/x2+1 x

= arctg(y) =In(z* + 1) + ¢ = y = tan(In(z* + 1) + ¢),c € R.

1.2.2 Equation différentielle Homogéne

1. Premier cas : une équation différentielle homogéne est une équation de la forme :

Meéthode de résolution
On pose t = £ ainsi

dy Y dt
=tr=y =t+at = -ZL=F=2t4+at' =Ft)=F1t)—t=—
y=tr=y =t+ux o =FC) =ttt (t) = F(t) e
N dt _ dx
Fit)—t
I1 ne reste plus qu’a résoudre ’équation différentielle & variable séparables :% = d?x.



Exemple 1.2.3 1. ¢y ==+

Y 1
= en posant :
x

Y
cos(=
&)
_y _ ! /
t===y=te=y =t+tx
T

on retrouve
dx

T

(t+t'x)=t+ Fl(t) = a:;l—; = @ = cos(t)dt = d% = /cos(t)dt =
= sin(t) = In|z| + ¢ =t = arcsin(ln |z| + ¢), c € IR
enfin y(x) = xarcsin(In |z| + ¢).
2. xy =y +x en posant :

t:g:>y:t:v:>y’:t+t':t
T
on retrouve
, , , dt dx
a:(t—l—ta:):tx+x:>tx+t:t+1:>tx:1:>xd—:1=>dt:—
T x

ainsit =1In|z| +¢,c € IR d’ou

y(z) = zln|z| + cz.

2. Second cas : une équation différentielle homogéne est une équation de la forme :
Eh .
Ol a est continue sur .

Méthode de résolution
(E) est une équation a variable séparables en effet :

Yy =—a(x)y = % = —a(z)dr = /% = /—a(x)dw = In|y| = /—a(m)d:p—f—c,c eR

d’ont la solution générale de (E}) est donnée par

—/a(x)dx
yn = Ke k==+e’ e 1R,

d
Exemple 1.2.4 1. ¢y —ye* = 0 = % = ye* = /_y = /exdaj = Inly| =
Y
e +ce,ceR,=y=Ke' K= +e.
d
2.y —ycos(z) = 0 = % = ycos(z) = /_y = /cos(x)dx = Inly| = sin(z) +
Y

c,eeR,= y=Ket™@ K = 4¢°.



1.2.3 Equation différentielle linéaire

On appelle une équation différentielle linéaire une équation de la forme :
E:
Ou a, b sont des fonctions continuent sur 1.

Méthode de résolution
La solution générale de (E) est donnée par y, = yn + y, avec y, est la solution de
'équation homogéne (E}) et y, et la solutions particuliére.

Meéthode la variation de la constante :

- | a(z)dx
on y, = kf(x) ou f(z) = e / = F la méthode consiste a faire varier la
constante k c’est a dire la constante k devient la fonction a trouver k(z) avec y, = k(z)F

on remplagant dans (E) et donc
Y, =FkK@)F + F'k(z) = F(2)F + F'k(z) + a(z)k(z)F = b(z) = K (2)F = b(x)

car F' 4+ a(z)F = Oon retrouve

Exemple 1.2.5 1.y —y = e*...(E) on commence par résoudre ’équation homogéne
(Ep):y —y=0ona:

d d
d—y:y=>/—y:/xdxéln]m:x+c,c€IR,:>y:Kex,K::|:ec.
T Yy

On cherche ensuite une solution particuliere en ulilisant la méthode de la variation
de la constante notée M.V.C, on pose y(z) = k(x)e* = k'(x)e* + k(x)e”.
En remplagant dans (E) on aura :

K (x)e® + k(z)e® — k(x)e® =¢e* = K'(z) =1 = k(z) =z,

alors la solution particuliére est donc donnée par y,(x) = ze®.
Enfin, la solution générale de [’équation avec second membre est donnée par
y(x) = ke® + we®.

2.y + 2ty = 2t...(E) on commence par résoudre ’équation homogéne (Ey) : y' +
2ty =0 on a :

d
—y:—Qty:>/—y:—/2tdt:>ln|y|:—t2+c:>y:ke_t2,k::l:ec
Yy



On cherche ensuite une solution particuliere en ulilisant la méthode de la variation

de la constante notée M.V.C, on pose
y(t) = k(t)e™ = = K (t)e ™" —2k(t)e™".

En remplagant dans (E) on aura :
K (e —2tk(t)e™ + 2tk(t)e™ =2t = k(t) = / ote’ dt = et

la solution particuliére est donnée par
Yp = e =1

Enfin, la solution générale de l’équation avec second membre est donnée par
y(t) = ke " +1,

avec y(0) = 0 ainsi k = —1 alors

yt)=1—e".

1.2.4 Equation de Bernoulli

On appelle une équation de Bernoulli une équation de la forme :

Ey ,n# 0et n # 1.

Méthode de résolution
On divise (E}) par " on aura :

Yy "+ a(z)y' " = b(z),

puis on pose z = y'™™ = 2/ = (1 — n)y'y™" on obtient une équation différentielle du

premier ordre (E) en z sous la forme :

1
1—n

2+ a(z)z = b(x).

Exemple 1.2.6 y + 22y = xy? c’est une différentielle de Bernoulli, on divise (Ej)

par y2 on aura :

yy 2wyt =,

puis on pose z =y L = 2’ = —y'y~? on obtient une équation différentielle du premier

ordre (E) en z sous la forme :

—2'+ 222 = x...(F).



On commence par résoudre ’équation homogéne
(Ep): =2 +2z2=0
on a :

d d
d—z:22:c:>/—Z:/2xdxz>ln]z|:x2+c:>z:kex2,k:iec
x z

On cherche ensuite une solution particuliére en ulilisant la méthode de la variation de
la constante notée M.V.C, on pose

2(x) = k(z)e” = 2 = K (2)e” + 2zk(x)e” .

En remplagant dans (E) on aura :

—k’(x)exz — 2xk(m)e$2 + 291;k(gc)eﬂ’f2 =2 = k(z) = /—xerd:c.

—35‘2 . . -
On calcule k(x) = “5—. alors la solution particuliere est donnée par

e 22
zp(x) = e’ =
Ainsi, la solution générale de ’équation avec second membre est donnée par
1
2(x) = ke® + 7

Enfin sachant que y(z) = (2(x))™! la solution de (E,) est donnée par

2 1
y(z) = (ke” + 5)71, ke IR.

1.3 Equation différentielle du second ordre

Soit (F) I'équation différentille du second ordre donnée par
E:
ou a, b, f sont des fonctions continues sur I.

Définition 1.3.1 1. On dit que (E) est une équation différentille du second ordre &
coefficients contants si elle est de la forme : , avec a,b € IR,
étant des constantes.

2. L’équation homogéne a (E) est (Ey) donnée par

3. On appelle équation caractéristique associée a (Ey,) l'équation définie par :

E, : , reC.



1.3.1 Résolution homogéne (E},)

Théoréme 1.3.2 Soit yy,ys deux solutions particuliéres de (Ey) linéairement indépen-
dantes, alors la solution générales de (Ey) est donnée par

Y=y + cayp, ci,00 € IR
Soit A = a? — 4b le discriminant de 1’équation caractéristique (F,)

Théoréme 1.3.3 1. Si A > 0, alors Uéquation (E,) admet deux solutions 11,7
ainsi la solution de (Ey) est donnée par

yp = 1€ 4 e ¢, cq € IR.

2. Si A =0, alors léquation (E,) admet une solution double 11 = ry = r ainsi la
solution de (Ey) est donnée par

yn = 1€’ 4+ cowe™, cq,co € IR.

3. Si A <0, alors 'équation (E,) admet deuz solutions complezes ri = r+ia,ry =
r—ia,o,r € IR ainsi la solution de (Ey) est donnée par

yp = c1e"¥ cos(ax) + cpe" sin(ax), ¢1,co € IR.

Exemple 1.3.4 1. ¢y + 4y — 6y = 0...(F) commengons par déterminer équation
caractéristique associée a (Ep) qui définie par

E.:r’+r—6=0

les solutions de cette équations sont : 2, —3 des solutions simples ainsi la solution
de cette équation du second ordre est donnée comme suit

y(x) = c1e* + cpe™ c1, 00 € IR.
2. y" 4+ 2y +y =0..(FE) l’équation caractéristique associée est
r?+2r+1=0
admet une solution double r = —1, alors la solution est donnée par
y(x) = e + cowe™ = (c1 + cax)e ", e, 00 € IR,
3. y" +y =0...(Ey) Uéquation caractéristique associée est
P +1=0

admet comme solutions simples r1 = 0+1i,r9 = 0—1, alors la solution est donnée
par

y(z) = e™[eg cos(z) + casin(x)] = ¢1 cos(z) + casin(x), ¢1, ¢ € IR.



4. YY"+ +y=0..(Ey) Uéquation caractéristique associée est

rP4r+1=0

admet comme solutions simples 11 = /31,79 = —/3i, alors la solution est donnée

par

y(x) = ¢1 cos(V3z) + casin(v3x), ¢1, ¢5 € IR.

1.3.2 Résolution d’une Equations du second ordre & coefficients

constants (F) :

Soit y, = yn + y, la solution générale de (£) est la somme de la solution de 'equa-
tion homogéme et la solution particuliére. La recherche de la solutions particuliére est

résumée dans le tableau suivant :

f(x) Racines de I'équation
caractéristique (E,) Solution particuliére
P,(z) 0 n’est pas une
solution de (FE,) y, = Po()
P,(z) 0 est une solution
d’ordre w (FE,) Yy, = 2P, ()
P,(x)e** a n’est pas
une solution (E£,.)
Yyp = Pu(@)e”
P,(x)e*” « est une solution

d’ordre w (E,)

Po(x) cos(f) 4+ Qm(x) sin(fz)

+i( n’est pas
une solution (E,.)

P, (x) cos(Bx) + Qu(z) sin(fz)

440 est une solution
d’ordre w (E,)

e (P () cos(0x) + Qm(x) sin(x))

a £ i n’est pas
une solution (E,.)

T (Po() cos(52) + Qm(@) sin(B2))

Avec kmax(n,m)

« £ i3 est une solution
d’ordre w (E,)

Yp = x“ie‘“(pk(x) cos(fz)
+Q(z) sin(fz))

Avec P,(z), P,(x) sont des polynomes de degré n et Qu(z), Qm(z) sont polynome de

degré m.




Le cas ou le second membre f(x) = e (P, (x) cos(fz)+Qm(z) sin(fz))
résume tous les autres cas, en effet :

Pourr=0=0+0i,a = =0, c’est le premier cas ou f(x) = P,(z).
Pourr = a+1.0, un réel B =0 c’est le cas ou f(x) = e P,(x).

Pour r = if3, un imagnaire pure a« = 0 c’est le cas ou f(x) = Py(x)cos(fz) +

Qr(z) sin(Bx).
Exemple 1.3.6 1. y" +y — 6y = 6x...(FE) sachant que la solution de
(En):y"+y —6y=0

3

est donnée comme suit y(x) = c1e® + e ¢, co € IR. la solution générale de

(E):Yg = Yn + Yp-

Nous allons utiliser le tableau précédent dans la partie cours, c¢’est a dire suivant
Y, dépend du second membre de (E), f(x)= 6z, ainsiy, = Pi(z),

0 est-elle une solution de (E,) :r*+r —6 = 07 la réponse est non, alors y,
est un polynéme du méme degré que f(x), de la forme suivante

Yp =ax +0b

pour trouver y, en fait il faut trouver a,b € IR tels que y, vérifie (E). En rem-
plagant dans (E) on aura :

a=-1,b=-1/6,y,=—x—1/6
ainsi la solution de (F) est :

1
y=ce* 4o —x — =

6

2.y +vy — 6y = e*...(E) sachant que la solutionde (Ey) : v +y' — 6y = 0 est
donnée comme suit y(xr) = c1€¥ + ce73 ¢y, co € IR. comme le second membre
de (E) est f(z) = e** et 2 est-elle une solution de (E,) :r*+r —6 =07 la
réponse est out, alors y, est sous la forme x' Py(x)e**, de la forme suivante

Yy, = aze™

pour trouver y, en fait il faut trouver a € IR tels que y, vérifie (E)
Y = ae* + 2zae®,y" = e**[2a + 2a + 4ax]
2x

e*[da + 4ax] + ae* + 2vae*” — 6aze™ = e

ainsi a = % la solution

T
Y= Yntyp = e’ e+ 2ot



3.y +y = e, la solution est y, = ¢; cos(z)+cgsin(x), ¢, co € IR. Suivant le tableau
Yp est sous la forme ae® car 1 n'est pas une solution de (E,).
Pour trouver a en remplace dans (E), a = 1/2 ainsi

1, ) 1,
Y= 5" Y= cos(x) + cosin(z) + 3¢

4. y" +y = sin(z), la solution est y, = c¢; cos(x) + cosin(x), ¢, co € IR. Suivant le
tableau y, est sous la forme y, = x(asin(z) + bcos(z)), car i est une solution
simple de (E,.), pour trouver a,b on remplace dans (E), a = —1/2,b =0,

Yp = —% cos(z),y, = ¢1 cos(z) + cosin(z) — gcos(x).

Donner ’expression des solutions particuliéres :

2

1.y —vy — 2y =e*, les racines de (E,) : > —r —2 =0 sont 1y = —1,79 = 2 ainsi

Yy, = vae*®

2.y =2y +y =uze®, (E,) :r*—2r+1=0 admet la racines double est r = 1, ainsi
Yy, = 7 (az + b)e”.

3.y +y=a%"sin(x); (E,):r*+1=0 admet les racines ry = i,ry = —i, sachant
que 1 £ n’est pas une racines de (E,), alors

Yy, = e"[(ax® + bz + ¢) sin(x) + (da® + ex + f) cos(z).

4.y +2y +y = e +sin(z); (E,): (r+1)2 =0, admet une racine double r = —1,la
solution particuliere est donnée par

Yp = Yp1 + Yp2, le principe de superposition.

ol Yy est la solution particuliere de (Ey) : y" + 2y +y = €*, sachant que 1 n’est
pas solution de (E,) yp = ae”.

et yps est la solution de (Es) : y" + 2y’ + y = sin(x), sanchant i n’est pas aussi
une racine de (E,.) donc ypy = asin(x) + bcos(z).

5.y + 4y = xsin(2z) + ze** cos(z), la solution de (E,) : r* +4 = 0, est 2i,—2i
donc comme précédement y, = yp1 + Ypa, 0U Yp1 est la solution particuliere de
(E1) : y"+ 4y = xsin(2z), sachant que 2i est une solution de (E,) yp1 = z((ax +
b) cos(2z) + (cx 4 d) sin(2x)).
et ypy est la solution de (Es) : y" + 4y = xe* cos(z), sanchant 2 +1i n’est pas une
racine de (E,) donc yps = e**[(ax + b) cos(z) + (cx + d) sin(z))].
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