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Ministére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique e
Université des Sciences et de la Technologie d’Oran Mohammed Boudiaf

FACULTE CHIMIE L1 UEF Maths2
Fiche de TD 3(2019/2020)

"Structures Algébriques et Espaces vectoriels."

Exercice 01
1) On définit sur IR — {1} la loi (%) comme suit :

Txy=ay—T—y—+2
(a) Montrer que * est une loi interne.

(b) Montrer que (IR — {1}, *) est un groupe commutatif.
Exercice 02 On consideére dans IR?, le sous ensemble F' défini par :
F={(z,y,2) e R®Jx —y +22 =0}

1. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de IR?.
2. Donner une base de F, quelle est sa dimension ?
3. F est-il égale a IR®?

Exercice 03
On considére dans IR?, le sous ensemble F défini par :

F={(z,z+y,y+2)/zy 2R}

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR®.
2. Donner une base de F', quelle est sa dimension ?

3. F est-il égale a IR®?

Exercice 04

1. Montrer que la famille {(2,0), (1,1)} est génératrice de IR*.

2. quelle sont les famille libre parmis les familles suivantes : F; = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)},
F, ={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)}.

3. Montrer que la famille {(2,0), (1,1)} est une base de IR?,
et que la famille F; = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de IR>.

Bon @

courage!

Dr. I.Medjadj




oS0
%08
P
029%™ | . 2|
oSeled - e
0909080, Fuculté de Chimie
0262680
©696%02c%0
ogecece
S0

Ministére de I’enseignement supérieur et de la recherche scientifique
Université des Sciences et de la Technologie d’Oran Mohammed Boudiaf

Faculté de chimie L1 Maths2
Solution de la Fiche de TD 3(2019/2020)L1 Chimie

Exercice 01
(a) Montrons que * est une loi interne : pour z,y € R — {1}, alorszxy e R — {1}, zxy=azy—z—y+2€ Rl
ne reste qu’a montrer que x * y # 1 : par ’absurde on suppose que x *y =xy —x —y + 2 =1 alors :

zxy=ay—c—y+2=1l=zy—z—-y+1=0=2@x—-1)—-(y—1)=0=>(z—-1)(y—1)=0

ainsi x =1V y =1 d’ou la contradiction alors z xy # 1 = zxy € IR — {1}.
(b) (IR — {1}, %) est un groupe si et seulement si

xest associative

xadmet un élément neutre

Tout élément de IR — {1} admet un inverse dans IR — {1}
Il est dit groupe commutatif si et seulement si * est commutative.

1. * est commutative si et seulement si :
Ve,y € R —{1}/x*xy =y =*z.
Try=ay—cr—y+2=yr—y—zcr+2=y*zx.
Car le produit et la somme sont commutatives.

2. x est associative si et seulement si :

Vae,y,z€ R—{1},(x xy) x 2z = x * (y * 2).

(xxy)xz = [zy—xz—y+2]*z
(ty—z—y+2)z—z—(zy—x—y+2)+2
Tyz —rz—yYyz+2z—zy+xr+y—2+42

= zyz—wzy—zxz—yz+zxz+y+z.(1)

xx(yxz) = zx[yz—y—z+2
(lyz—y—2z+2)—z—(yz—y—2+2)+2
= zyz—azy—czz—yz+ax+y+z.(2)

(1) = (2) d’ou * est associative.

3. * admet un élément neutre si et seulement si
JdeeR—{1},Ve e R—{l}/xxe=exx =1x.

On prend juste une seule équation car la loi est commutative.

VeeR—{1},xxe x

Vee R—{l},ze—z—¢e+2 = =z
Vee R—{l},e(x—1)—2(zx—-1) = 0
VeeR—{1}, (e—2)(zx—1) = 0.
Alors on a

e—2=0

V

z=1

Alorse=2€ R — {1} car z € IR — {1}.



4. VreR—{1},32' €e R — {1}/z x 2’ = 2/ xx = e = 2. Comme * est commutative on prend juste une

équation :
zx2' =2 = z2'—2x—2'+2=2
' —rx—2'=0 = 2(z—-1)—2=0
T
1'/ = ,LL’EIRl.

z—1
ainsi 2’ est bien défini sur IR montrons que x’ # 1 par ’absude, on suppose que ' = 1 alors :

T = z =l=z=2—-1=0=-1
rz—1

T
ce qui est absurde. Ainsi 2’ = o € IR — {1}. * est un groupe commutatif.
7 _

Exercice 02 F = {(z,y,2) € R*/z —y + 22 =0} :

F#£0,

F est s.e.v@{ VX,Ye FVAapelR, AX+uYeF

L. Ogs = (0,0,0) € F = F #0,car 0 —0+2.0=0.
2. VX = (x,y,2),Y = (2/,y,2") € F,\, u € IR montrons que :
Na,y, 2) +pla',y' 2 )" F,
c’est a dire (Ax + pa’, Ay + py', Az + p')e'F
Az + pa’) — Ny + py) + 20z +p2’) = Mo —y +22) + (o’ —y +22') = X0+ p.0 =0,

car :
(z,y,2) e F=xz—y+22=0,

et (2/,y;2)e F=2a —y +2=0.
Ainsi \(z,y, 2) + u(a',y,2') € F, F est sous espace vectoriel de IR,

3. Basede F':soit X e Fer—y+22=0=y=2z+z,
X =(z,y,2) = (2,22 + x,2) = x(1,1,0) + 2(0,2,1), ainsi

F ={(z,y,2) € R*/x —y + 22} = {x(1,1,0) + 2(0,2,1)/x,z € R}.
D’ou F est engendré par {v; = (1,1,0),v2 = (0,2,1)}, montrons que cette famille est libre si et seulement si
VA1, A2 € IRy A\jv1 + Aqva = (0,0,0) = A; = Ao = 0.
A1(1,1,0) + X2(0,2,1) = (0,0,0) = (A1, A1 + 2A2, A2) = (0,0,0)

d’ott le résultat. Alors la dimension de F est égale a 2, car {v1, vy} est une base ( libre et génératrice) de IR®.
4. F # R? car dim F = 2 # 3 = dim IR®.

Exercice 03
1. (0,0,0) € F car (0,0,0) = (0,0 +0,0+0) = F # 0.
2. VX,Y € F,\, u € IR montrons que AX +pY€’F;ona :
X eF & 3(x,y,z2)eR/X =(z,2+y,y+2),
YeF &3y, ) eR/Y = (2 +y ¢ +7),
AX +pY = Az, Az + Ay, Ay + Az2) + (ua', pa’ + py', py’ + p2’)
AX 4+ pY = ((Az + pa’), Az + pz’) + Ay + py'), Ay + py') + (A2 + pz)
d’on dz” = Az + px’, y” = Ay + py', 32" = Az + p2’, ainsi

)\X+/,LY — (.’L‘//,l‘// _"_y//’y// +Z//) c F



3. Base de F : soit X € F < 3(z,y,2) € R*/X = (2,2 +y,y + 2),
X=(x,24+y,y+2) =x(1,1,0) + y(0,1,1) + y(0,0, 1), ainsi
(

F= {SU 1; 1,0) +y(0a 1,1) +Z(0707 1)/:£7y,z € ]R}

D’ou F est engendré par {v; = (1,1,0),v3 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)}, montrons que cette famille est libre si et
seulement si

V)\l,)\g,)\g S ]R,, A1 + Agug 4+ Azvg = (0,0,0) =AM =X =X3=0.
AL(L,1,0) + A0, 1,1) + A5(0,0,1) = (0,0,0) = (A1, Ar + Az, A2 + A3) = (0,0,0)

)\1:0,
= A+ X =0, =AM =0=>X=2X3=0.
A2+ A3 =0,

d’ott le résultat. Alors la dimension de F' est égale a 3, car {vy, v, v3} est une base ( libre et génératrice) de
R°.
4. F =R’ car dim F = 3 = dim IR®,
Exercice 04

1. La famille {(1,2), (—1,1)} est génératrice de IR? si et seulement si
VX = (z,y) € R* I\ p € R/X = \(1,2) + u(-1,1).
Soit (z,%) € IR?, cherchons A, 1 € IR tel que :
(@,9) =A(1,2) + pu(=1,1) = (A — p, 2A + p)

ainsi
r=A—p, ....(1) T+y —2x+y
(1)+(2):>/\:Tetu:T
d’ou cette famille est génératrice.

2. quelle sont les famille libre parmis les familles suivantes : Fy = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)},
F,={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)}.
i) .1 ={(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est libre si et seulement si
V>\17)\2, A3 € IR,,)\l(l, 1,0) + )\2(1,0,0) + )\3(0, 1, ].) = (0,0,0) =AM =X =A3=0.
Ai(1,1,0) + Aa(1,0,0) + A3(0,1,1) = (0,0,0)

A+ X=0 A =0
= AM+A3=0 & A =0
A3 =0 A3 =0

Fy est libre.
il) F» ={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)} est n’est pas libre car

I =1 =-2 X =1€IR,A\(0,1,1,0) + Ao(1,1,1,0) + A3(2,1,1,0) = (0,0,0,0).

3. La famille {(1,2),(—1,1)} est une base de IR?, car quand le nombre de vecteurs=2=dim IR? il suffit de
montrer qu’elle est soit génératrice ou bien libre pour qu’elle puisse étre une base or d’aprés la question (1)
elle est génératrice d’ou le résultat.

La famille F; = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de IR, car le cardinale de F} est égale & 3 = dim IR®
est Fy étant libre, alors c’est une base de IR®.

Dr. I.Medjadj \




