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CHAPITRE 1

Structures Algébriques

1. Lois De Composition Internes

DEFINITION 1.1. Soit G un ensemble, on appelle loi interne sur G toute application
de G x G dans G, on note souvent une loi interne par x ou 0.

EXEMPLE 1.2. (1) L’addition est une loi interne sur IR
+ RxR— 1R
(a,b) — a +b.
(2) L’application
1 1
R—{5}— R-{5}
(a,b) — a+b— 2ab
est une loi interne dans IR — {3}, en effet : Va,b € IR — {1}, montrons que
a+b—2abe IR — {%} plus précisement il faut prouver que a+b— 2ab # % car

il est évident que a + b — 2ab € R, on va raisonner par [’absurde on suppose

que a—l—b—?ab:%, sachant quea;«é%, etb;&% :

—_

1 1 1 1
a+b—2ab=-=a(1-20)+(b—=)=0=(z—-b)(2a—1)=0=>a=-Vb=—
2 2 2 2 2
contradiction, alors ce qu’on a supposé est faux c’est a dire a + b — 2ab # %,
d'otaxb € IR — {3}, % est une loi interne.
DEFINITION 1.3. Soit G un ensemble et x une loi interne.
(1) * est dite commutative si et seulement si :
Ve,ye G,xxy =y *x.
(2)  est dite associative si et seulement si :
Ve, y,z € Gixx (yxz) = (xxy) x 2.
(3) * admet un élement neutre si et seulement si :

dee G,Vx e G,z xe=exx =1x.

(4) Soit x € G on dit qu’un élément ' € G est Uélement symétrique ou
inverse de x si et seulement si xxx' = ' xx = e, ou e € G est l’élément
neutre.
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2. Groupes

DEFINITION 2.1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi ou opération
ineterne x telle que :

(1) * admet un élément neutre.
(2) Tout élément de G admet un élément symétrique dans G.
(3) * est associative.

Si de plus x est commutatif, alors (G,*) est un groupe commutatif ou abélien.

EXEMPLE 2.2. (1) (Z,+) est un groupe commutatif.
(2) (IR, x) n’est pas un groupe car 0 n’admet pas d’élément symétrique.

(3) (IR%, x) est un groupe commutatif.

3. Anneaux

DEFINITION 3.1. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes
*,0, on dit que (A, *,0) est un anneau i :

(1) (A, *) est un groupe commutatif.
(2) Va,y,z € A,
2o(y * 2) = (xdy) * (xdz) et (x xy)dz = (x02) » (yd2),
distributivité a gauche et a droite.
(3) & est associative .

Si de plus 0 est commutative, on dit que (A, *,9) est un anneau commutatif.
Si § admet un élément neutre, on dit que (A, *,0) est un anneau unitaire.

EXEMPLE 3.2. (Z,+,-) est un anneau commutatif et unitaire.

4. Corps

DEFINITION 4.1. Soit IK un ensemble munie de deuz lois de composition internes
*,0, on dit que (IK, %,9) est un corps si :

(1) (IK,,9) est un anneau unitaire.
(2) (IK —{e},0) est un groupe , ot e est l’élément neutre de *.

Si de plus 0 est commutative, On dit que (IK,x,d) est un corps commutatif.

ExXEMPLE 4.2. (IR, 4+, ) est un corps commutatif.
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5. Exercice Corrigé

EXERCICE 1. Soit x une loit définie sur IR par :
wry=ay+(a* —1)(y* — 1)
(1) Vérifier que * est commutative, non associative et admet un élément neutre.

SOLUTION . (1) * est commutative si et seulement si :
Ve,y € R/xxy =y x*z.

zry=zy+ @ -1 —1) =y + @ - )E*—1) =yx*z
Car le produit et la somme sont commutatives.

(2) * est non associative, on suppose que c’est associative c’est a dire :

Ve,y,z € IR, (z*xy) x 2 = x % (y * 2).

(zry)xz = [zy+ (@ =1)(y" —1)]*z
= (ey+ (@ -1 - 1))z + (& = D(fay + (2* - 1)(y° - 1)]* = 1)
= ayz+ (2° = 1)(y° — Dz + (22 = D)2y’ + 2(2* = 1)(a® = 1)(y* — 1)(ay)
bR - PR - 1P — (2 — 1) ()

zx(yxz) = wxlyz+ (- 1)(z" - 1)
a1 D)+ (@ - Dy + 0 - D - DE-1)
= wyz+a(y’ - 1) - 1D+ (2" = Dy*z® +2(2° = 1)(y° - 1)(z° = D(y2)
FE@ D - DR 1) (0P - 1).(2)
contradiction (1) # (2) d’ou * n'est pas associative
(3) * admet un élément neutre si et seulement si
dee R,V e R/z*xe=exa =u.
On prend juste une seule équation car la lot est commutative.
VrelR, zxe = =x
Ve € R, ze + (2 —1)(e* = 1) = =z
VreR, (e—1)(z+ (2 —1)(e+1)) = 0
Alors on a
e—1=0
V
Ve R,z +(e+ 1)z —(e+1)=0

On sait qu’un polynéme est nul Vx si tous ses coefficients sont tous nuls, et
comme le coefficient de x est 1 # 0 on déduit que le polyndme ne peut s’annuler,
d’ou e =1 est vraie. e =1 est [’élément neutre.
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