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DEFINITION 0.1. On appelle une matrice dans IK de type (n,p) un tableau rectan-
gulaire A d’éléments de IK ayant n lignes et p colonnes.

ai; Qa2 ... Qip

ag91 A2 ... Q2
A = . . e -p

Ap1 Ap2 ... Clnp

On note a;; I’élément qui se trouve a la ligne numéro ¢ et la colonne j et on note
la matrice A par A = (a;j)1<i<n1<j<p- L'ensemble des matrices de type (n,p) est noté

Mn, p)(IK).

(1) Pour n =1, on dit que A est une matrice ligne, A = (a1, a12, ..., a1p).

a1
(2) Pour p =1 on dit que A est une matrice ligne, A = 42
A1p
(3) Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n et on note A €
1 40
2 30 .
EXEMPLE 0.2. (1) A = 3920 | Ay est une matrice de type (4,3).
4 1 3

(2) Ay = ( _51 (2) 1 g ), Ay est une matrice de type (2,4).

(3) Az = ( —16 8 ), As est une matrice carrée d’ordre 2.

DEFINITION 0.3. Soit A = (aij)1§i§n71§jgp et B = (bij)lgign,lgjgp deux matrices
de types (n, p),
(1) On dit que A=B siVi=1,..,n,Vj=1,..,p;a; = b.

(2) La transposée de la matrice A est une matrice notée A' définie par

=J PS>

autrement dit A ¢’est la matrice de type (p,n) obtenue en remplacant les lignes
par les colonnes et les colonnes par les lignes et on a : (A" = A.

; ;L 8 1 2 3 4
EXEMPLE 0.4. (1) Ay = P Al=14 3 2 1
41 3 000 3
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-1

~100 -5 0
<2)A2_(1 2 1 8>:>A2_ 0

)

@ =y 5)=a=(4 %)

THEOREME 0.5. En munissant l’ensemble M, ) (IK) par les opération suivantes :

o = DN =

() : Mup) (IK) X My (IK)  — M) (IK)

api; Qi ... Qip b11 blg blp a11+b11 a12+b12 a1p+b1p
a1 Q2 ... G bai by ... by R a1 +ba1  aga +bay ... ag, + by
Qp1 Ap2 ... anp bnl bn2 bnp anl+bn1 an2+bn2 anp+bnp
et
() KX M) (IK) = M) (IK)

ai; Qa2 ... Qip )\CLH )\a12 )\alp

A Q21 Q22 ... Qgp R )\agl )\agz )\agp

Apl Ap2 ... Gy Ap1 Apa .. Ay

Alors (M) (IK), +,-) est IK— espace vectoriel de dimension n x p, sachant que [’élé-

00 . 0
s ) 00 .. 0

ment neutre de ['addition est la matrice nulle
00 .. 0

1. Produit de deux matrices

DEFINITION 1.1. Soit A € M, ,)(IK) et B € M) (IK), on définit le produit de
la matrice A par B comme étant une matrice C' = (cij)1<i<1<j<m € M@mm)(IK), avec
Cij = ailblj + aigbgj + aglbgj 4+ ...+ aipbpj'

(1) L’élément C;; de la matrice C se calcule en additionnant
le produit des éléments de la ligne i de la matrice A par la les éléments de la
colonne j de la matrice B.

(2) Le produit de deux matrice ne peut se faire que si le nombre de colonnes de la
matrice A correspond au nombre de lignes dela matrice B.

1201
Az(lég),B: 201 1],
1100

A est de type (2,3) et B de type (3,4) ainsi C sera de type (2,4).

EXEMPLE 1.3.



C— AB— 1.14+12+01 12410+01 1.04+11+00 1.14+1.1+0.0
7 21422401 22420401 20421400 21+4+21+0.0

32 1 2
@C:(6424)

Le produit deux matrice n’est pas commutatif voi¢i un exemple :
1 -1 2 -1 3 1 3
) (0 1)-(20)#ma-(10)

2. Matrices carrées

—_ =

as-(

It St R s

(1) La suite des éléments {aq1, ass, ..., ann } est appelée la diagonale principle de A.
(2) La trace de A est le nombre Tr(A) = ayg + as + ... + Gpp.
(3)

A est dite matrice diagonale st a;; = 0,Vi # j c’est a dire que les €léments de
A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

(4) A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Vi > j,
(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au dessus) de
la diagonale sont nuls).

(5) A st dite symétrique si A = A’

1 0 0
EXEMPLE 2.2. (1) A= 0 =2 0 |, A; est une matrice diagonale.
0 0 1
-1 00
(2) Ay = 5 4 0 |, Ay est une matrice triangulaire inférieure.
6 3 9
7 40 2
(3) As=| 0 2 3 |, A3 est une matrice triangulaire supérieure .
0 0 -1
1 2 =2 1 2 =2
(4) Ay = 2 12 1 =A'= 2 12 1 , Ay est une matrice symé-
-2 1 10 -2 1 10

trique.
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PROPOSITION 2.3. Le produit des matrices est une opération interne dans My, »y(IK)
et il admet un élément neutre la matrice nommeée matrice identitée notée I,, définie par :

100 0.0
010 0.0
[ 0 01 0.0
" 000 1. 0
.. . .0
000 .01

DEFINITION 2.4. Soit A € M, ,)(IK) on dit que A est invesible s’il existe une
matrice B € M, ) (IK) telle que A.B = B.A = 1,.

. 1
EXEMPLE 2.5. Montrons que la matrice A = ( 0

cherchant la matice B = < CCL Z ) telle que

1 2 a b 10 a b 1 2
A'B:(o —1)'(0 d)z(o 1):]2:<c d)'(o —1):B'A
a+2 b+2d\ (1 0\ [(a 2a—0
< —c —d N0 1) \ ¢ 2c—d
1 2
32(0—1)‘

3. Déterminants

q ) est tnwversible et ceci en

DEFINITION 3.1. Soit A = ZH Zm ) une matrice dans M2 2)(IK), on appelle
21 Q22
déterminant de A le nombre réel donné par : ajjase — ajsas;. On le note det(A) ou
a1 G12
G21 Q22

EXEMPLE 3.2. Calculons le det(A),

1 2

0 1 ‘ =1(=1)—0.(2) = 1.

|A|=\

DEFINITION 3.3. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
a1 G12 a13
A = 21 Q929 a23 € Mg(IK),
31 Aas2 0ass
par

a1; Qa2 Qi3

_ 1+1
Qo1 Q22 Q23 | = (—1) Qi1
a31 a3z G33

Q21 A22
31 Aa32

Q21 Q23

+ -1 1+3a
31 A3z ( ) 13

a a
22 Q23 +(—1)1+2a12
32 A33




EXEMPLE 3.4.

10 -1
A =12 —1 1 | =] T Ve | 12 ooy | 1202
2 10 0 0 0 1

& |Al=-14+0-12=-13

PROPOSITION 3.5. Pour calculer le déterminant d’une matrice A on peut déve-
lopper A suivant n’importe quelle ligne ou colonne.

Suivant cette proposition il vaut mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus
de zéros.

EXEMPLE 3.6. On reprend la méme matrice de 'exzemple pécédent mais calculer
sutvant la troisiéme ligne on aura :

1 0 -1
Al=]12 -1 1 |= (—1)3“.0‘ 1 0
0 1 0
det(A)=0—-134+0=—13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.
DEFINITION 3.7. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
aip Qi2 a3 G4

Q21 Ag2 A23 Q24
A= € My(IK),
31 dgzz 33 AdA34

g1 Q42 QA43 Q44
par

aix a2 aiz Qaiq

a1 Qg2 Q23 Q24 1+1 (22 G232 142 021 do3 G2
az; Q32 Q33 Q34 :(_1) @11 @32 33 (34 +(_]‘) Qiz2| @31 a3z Q34
Qg2 Q43 Q44 41 Q43 Q4q
G41 Q42 Q43 Q44
21 Q22 A4 G21 Q22 Q23
H=1)"azs| an azz azs |+ (1) Fary| an azp as
A41 Q42 (44 (41 Q42 (43

DEFINITION 3.8. Soit A = (az‘j)lgigmlgjgn,
le déterminant suivant la j-éme colone est :

d@t(A) = (—1)1+ja1jD1j + (—1)2+ja2jD2j + ...+ (—1)"+7an]Dn],j = 1, ey N
Le déterminant suivant la 1-éme ligne est :

d€t<A) = (—1)i+1ai1Di1 + (—1)i+2ai2Di2 + ...+ (—1>i+namDm,i == 1, N
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Ou A;; représent ce que nous appelons le déterminant mineur du terma a;;, le dé-
terminant d’ordre n — 1 obtenu de det(A) en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

PROPOSITION 3.9. Soit A € M,(IK) on a :
(1) det(A) = det(A").
(2) det(A) = 0 si deux lignes de A sont égales (ou deux colonnes).
(3) det(A) = 0 si deux lignes de A sont proportinnelles ( ou deuz colonnes le sont).
(4)

4) det(A) = 0 si une ligne est combinaison linéaires de deux autres lignes de A
(méme chose pour les colonnes).

(5) det(A) ne change pas si on ajoute a une ligne une combinaison linéaires
d’autres lignes (méme chése pour les colonnes).

(6) Si B € M,(IK), alors det(A.B) = det(A).det(B).

3 0 =5
EXEMPLE 3.10. (1) |JAl=1{2 2 1 | =0, carla ligne 1 est égale a la ligne
3 0 =5
3L, = Ls.
9 0 —-15 3
22 1 1
(2) |B| = 10 -1 4 =0, car Ly =3 % Ly.
30 =5 1
11 -1 2
11 2 20
3) |C| = 00 -1 4 |70 car Cy = (.
11 —-10 2

DEFINITION 3.11. Soit A = (aij)1<i<ni<j<n € Mu(IK), on appelle cofacteur d’in-
dice i et j de A le scalaire o
Cij = (—1)Z+]d€tAZ‘j.
Avec A;j est la matrice déduite de A par suppression de la ligne i t la colonne j.
La matrice C' = (¢ij)1<i<n1<j<n €St appelée la matrice des cofacteurs et la matrice C*

el l ) >

est appellée la comatrice de A.

1 0 3 + - +
ExeMpPLE 3.12. Soit la matrice A= | 1 -1 1 |, | — 4+ — |. Calculons
0 2 2 + - +
les coffacteurs de A
1+1 2 -1 1
C11 = ( 1) det(AH) = ( 1) 9 9 = —4.
Lo 5[ 11
C11 = ( ) d@t(Alg) = ( 1) 0 2 = —2.




e = (1) det(Au) = (1| § ) ‘:2.
241 500 3
Co1 = (—1) det(Agl) = (—1) 2 9 = 6.
242 4| 13
Coo = (—1) det(AQQ) = (—1) 0 2 = 2.
243 5010
Co3 — (-1) det(Agg) = (—1) 0 2 = —2.
C31 — (—1)3+1d€t<1431) = (-1)4 _01 ? ’ = 3.
342 501 3
C32 = (-1) d€t<A32> = (—1) 1 1 = 2.
343 6|1 0O
C33 — (—1) d@t(A33) = (—1) 1 _1 = —1.
donc la matrice des cofacteurs est donnée par :
—4 -2 2
6 2 =2
3 2 -1
et la comatrice et
-4 6 3
C'=| -2 2 2
2 =2 -1
THEOREME 3.13. Soit A € M, (IK), on a :
Aest inversible < det(A) # 0,
et dans ce cas la matrice inverse de A est donnée par :
-1 _ 1 t
det(A)
Ou C* est la comatrice de A.
1 0 3
EXEMPLE 3.14. La matrice A = | 1 —1 1 | ,det(A) = 2 # 0 donc elle est
0 2 2

wversible, de plus
-4 6 3
1 1
At==C'=-| -2 2 2
20 2\ 2 —2 -1
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-2 3
A= -1 1
1 -1 -

On peut vérifier que A™'A = I3 = AA™L

3
2
1

1
2

4. Systémes d’équations linéaires

Soit IK = IR ou C.
On appelle systéme de n équations linéaires a p inconnus a coefficients dans IK, tout
systéme de la forme :

a1121 + a12%2 + ... + a1pT, =by
(S) . (911 + ag9exs + ... + A2ply = bQ
An1T1 + Qpaly + ... + AppTy, = by

ot les (x;);=1,., sont les inconnues, les (a;;),b; € IK.

1)Forme matricielle du systéme :
b1 T
Posons A = (a;j)1<i<ni<j<p, B = X = Le systéme (S) devient ;
bn xn
AX = B.
Si f est une application linéaire de IK? dans IK" telle que que A soit la matrice associée
a f suivant les bases canoniques et si on note par X = (z1,...,2,) et b = (by, ..., b,), le
systéme (S) devient f(X) = B.
2)Solution du systéme :

DEFINITION 4.1. On appelle solution du systéme (S) tout élément X = (a1, ..., xp)
vérifiant les n équations de (S) ceci revient a trouver un vecteur X tel que AX = B
ou encore un élément X € IK? tel que f(X) = B.

EXEMPLE 4.2.
r+2y=1 1 2
3r—y=4 o3 -1 ("”):(14—2)
T—y=—2 1 -1 y

3)Rang d’un systéme linéaire :
Le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice (a;j)1<i<n1<j<p- S1 7 est le rang
du systéme linéaire (5), alors r < mn et r < p.

4.1. Systéme de Cramer.

DEFINITION 4.3. Le systéme (S) est dit de Cramer sin =p =r c’est a dire, (5)
est un systeme de n équations a n inconnus et telle que

detA # 0.
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THEOREME 4.4. Tout Le systeme de Cramer admet une solution donnée par :
X =A"'B.
EXEMPLE 4.5.
r—y=0 (172 1)2 (N _ [0
{x+y—1 e AX= ( “1y2 12 ) XK=y )T ) TP
detA=1%#0,rgA = 2,

() (3)-(22 1)
(5)-(5 ) (1)-(5)- (1)

THEOREME 4.6. Dans un systéme de Cramer, la solution est donnée par les for-

mules :
detAZ .
r,=—m,1=1,..,n.
detA

Ou les A; est la matrice réduite de A, en remplacant la colonne i par le vecteur B.

ainst

EXEMPLE 4.7.

2r+2y+2=1 2 2 1 1
(S): 2z+y—2=2 <[ 21 -1 |=]| 2
3r+y+z2=3 31 1 3

detA=4#0,rgA=n=p=23 ((S) est un systéeme de cramer).

1 2 1
2 1 —1
detAy 3 1 1
. detA —7 /
2 1 1
2 2 -1
det A, 3 3 1
= = = —5/T7.
Y= et 7 /
2 2 1
2 1 2
A 3 1 3
_ detdy = —1/7.

ST detA T 71



