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0.1 1introduction

L’objective de ce chapitre est de résoudre numériquement des systémes linéaires de
la forme

AX =b (9)
avec A est une matrice carée d’ordre n x n, X et b sont des vecteurs colonnes a n
composantes.
On note
aix G2 - Ain
G21 Q2 - d2p
A=
ap1 Gp2 - Adpp
et
T by
4, ba
X = et b= )
Ty, bn

On cherche le vecteur X qui verifie le systéme ().
Le théoréme suivant nous donne l'existance et I'unicité de la solution X du systéme

(5) :
Théoréme 0.1.1 Soit A = (a;;):; une matrice carée d’ordre n x n. Si det A # 0 alors
le systeme (S) admet une solution unique telle que
€T, = 1= 1,...
det A

ou A; sont determiné par la méthode de Gramer.

On remarque que si n > 4, alors les méthodes classiques deviennent
treés lentes en temps d’execution. Par exemple pour n = 10, la méthode de Gramer exige
3 x 10° opérations.

Dans ce chapitre, on applique quelques méthodes numériques ayant des temps de calcul
acceptables et de nombre d’opérations d’ordre n® pour A € M,,(IR). On a deux
méthodes : méthodes directes et méthodes itératives.

0.2 Méthodes directres

Les méthodes directes sont utilisées généralenment lorsque n < 100 et si A est une
matrice pleine ( pas beaucoup de 0).



Cas particulier : Si A est une matrice triangulaire supérieure alors le systéme (.5)
est :

aip a2 - Qip x1 by

0 929 %) . b2
0

0 0 - ap Tp b,

n

Onadet A=ay X agn X - X any = [ [} G-

D’ou .
detA%O@Haii#O(:)aii;éO; 1=1,...,n

i=1

Le vecteur X s’obtient facilement par une remontée :

(

n
Ir = i[bl — Zalja:j]
j=2

. n
€T; = a%l[bz — Z aija:j]

j=i+1

T, — bnn
. n ann

On résoud d’une maniére similaire un systeme triangulaire inferieur
par une décente.

0.2.1 Méthode de Gauss

Le principe de cette méthode est de transformer la matrice A € M,,»,(IR) & une
matrice triangulaire supérieure c’est & dire triangulariser le systéme (.5).
En effet, on pose A = AW et b= (V).
Soit le systéme (S”) suivant :

aﬁ)xl + a(112)$2 + a%)xg +otalle, = bgl) - Lgl)

in
(1) (1) (1)
1

(") (51 X1 + Q99 Ty + Aoz T3 + -+ - + aéil)a:n = bél) — Lgl)
anzy + alyws + algws + -+ alllw, = b — LY
ol LZ(-l) désigne les lignes du systéme (S'), i =1,...,n.



Pour triangulariser le systéme (S’) on suit les étapes suivantes :
Etape 1 : Si a;; # 0 on na change pas la premiére ligne.
Pour:=2,...,net j=1,...,n, on fait

1)
(2) (1 G (1)
Li — Lz‘ T Ll

aqq
On obtient o "
2 1
hj = 1)
2 1 oV
aéj) = az(j) - aﬁ)af;j)
11
et
b§2) _ bg1)
2 o oW
bg):bg)_af_i)bg)
11
ou bien
1 1 1 1 1 1 1 1
SRR O Y R SRR
Ay Gy +c Ay, by R 0 ayp - ay, by
aV a o 6l) b 0 a? o &) b
Si a1 = 0, alors on cherche a,(gll) # 0,k =2,...,n. Puis on permute les lignes Lgl) et L,E:l).

Etape p:pour:=1,....,p—1,0on a

et pour i =p,...,n,on a

P~
LW e i(p—1) Ja)
i ‘ (»—1) p—1
Up-1)(p-1)
Finalement, a I’étape n — 1 on obtient :

1 1 1 1
aff apy) ---oal)\ [ @ by

DN IR I I e

: 0 . : :



Ainsi la solution du (.5) est

On détermine x,, puis x,_; ainsi de suite jusqu’a obtotion x;.
Les coefficients aﬁ), ag), . ,agﬁ) sont appelés respectivement le 1°" pivot, 2™¢ pivot,
... n™ pivot.

La méthode de Gauss nous permet de calculer le determinant de la
matrice A tel que :

det A = (—1)° H ag)
i=1
ou p est le nombre de permutation des lignes.
De plus, cette méthode nécessite §n3 d’opérations pour un systéme d’ordre n.

Exemple 0.2.3 Soit le systeme suivant :

1 +xo+x3=0
(S) 201 — X9+ 13 =2
$1—$2—+2$3:3

11 1 0
(S) e AX=b ow A=[2 -1 1], | 2
1 -1 2 3

En appliquant la méthode de Gauss, on obtient :
(1)
Etape 1 : LY — L& — 250 = L) —or{V e

o)
ary
(1)
LéZ) - Lgl) _ay 1) Lél) — Lgl). Alors

(1) +1
‘111)

11 1 O
0 -3 -1 2
0 -2 1 3



1 1 1 0
0 -3 -1 2
5 5
0o 0 3 3
Ainsi za =1 29 = —1 et ;1 = 0.
De plus,

det A=1x(-3)x-=-5

0.2.2 Méthode de Gauss-Jordan

La méthode de Gauss-Jordan ressemble a la méthode de Gauss sauf qu’elle aboutit
directement a une matrice identité.
En effet,
Etape 1 : Si agll) # 0 on fait
1
)
agl)

LZ(Q) — Lgl) — ag)LQ pour i =2,...,mn

LY — — 1tV

on obtient
1 1 1 1 2 2 2
o g BTY (Lo B
Ay Gy ++ Ay, by 0 asy -+ ay, by
. e
aflll) a%) aﬁfﬁ bg) 0 afz) agﬁ bg)
Etape 2 : Si ag) # 0 on fait
3) L .o
Ly L2
22

Lg?’) — LZ@) — ag)Lg’) 1=1,...,n avec 1 # 2

Ainsi
L BN (10 6 e
I N AR RS B N
. . H . .
0 a%) o al) P 00 a%) S

Etape n : Si o' # 0 on fait

AR ORI OF SUSS VPR 1,...,n—1 avec i #2

3 (2 m n



Donc

0 0 b
01 0 0 by
(5) — 0 :
0
0 0 0 1 b
D’ou la solution du systéme (S) est
z=b", i=1,...,n

Exemple 0.2.4 Soit le systeme suivant :

331—|-ZU2+333:0
(S) 2x1—x2—|—x3:2
$1—$2—+2$3:3

On a
1 1 1 0
A= 2 -1 1 et b= 2
1 -1 2 3

(1)
Etape 1 : LY — L& — 250 = L) —or{V e
a11

(1)
L;(f) - Lél) _a (1) Lgl) — Lgl). Donc

1 1
agf

11 1 0
0 -3 -1 2
0 -2 1 3

Etape 2 : I — L\ — L1 = LV 4 11D et

(2)
5P

(1)
LY —rf) — s = -

2 2
0 -3 -1 2
0 -2 1 3
Etape 3 :ng) — —%Lg) apres on fait et
LY — LY 2Ly
en suite Lg?’) — 5L§3) + L§3). On obtient
2 2
010 -1
5 5
00 3 3



Etape 4 : Lgl) — ng?’)

Ainsi la solution est v1 =0, 19 = —1 et

0.3 Meéthode itétatives

Lorsque n est trés grand, on résout le systéme AX = b d’ordre n par les méthdes
itératives. La dimension de la matrice A peut atteindre 10°.
Ces méthodes ont une grande stabilité relativement aux erreurs d’arrondis.

Définition 0.3.1 On appelle méthode itérative de résolution d’un systéeme AX = b
une méthode qui construit une suite (X(”))ne]N converge vers la solution du systéme
AX =0b.

La suite (X(”))nG]N est calculée a partir de vecteur donné X,

Le principe des méthodes itératives consiste a mettre le systéme AX = b sous la forme
X=BX+C, X,CelR",Be M,(IR)
puis créer la suite (X (”))nE]N avec X© donné tele que

X" = x4 ¢

bn décompose la matrice A sous la forme
A=M—-N
avec M est une matrice inversible. Ainsi
AX=bs(M-N)X=bsMX=NX+B

Alors
X(n+1) _ M—INX(n) + M—lb

Pour déterminer la matrice M et N on va utiliser deux méthodes.

0.3.1 Meéthode de Jacobie
On pose A = M — N avec M est la matrice diagonal

ary 0 ce 0
M=D— 0 a92 0 :
: 0
0 0 ann



et N =L+ U avec

O 0 O O —a12 —ad1p
~om =" :
—Qp—1 n
—ap o+ —ap g 0 0o --- 0
Donc
AX=b& DX - (L+U)x=b&s DX =(L+U)X+b
D’ou

X(n—H) _ D_l(L+ U)X(n) —|—D_1b

On note B; = D™(L + U) la matrice de Jacobie et C'= D~'b.
Algorithme de Jacobie :

XO donné

xEnJrl) = aL bz — Z Clljl'gn) - Z auxyl) 1= 1, oo, n
j<i §>i
0.3.2 Méthode de Gauss-Seidel

Dans cette méthode, on pose M = D — L et N = —U avec (D — L) est inversible.
Alors

AX=bs (D-LX=UX+bsrs=(D-L)'UX+(D-L)"b
Donc
XW = (D-L)"'UX" Y+ (D-L)"

On note Bgs = (D — L)"'UX la matrice de Gauss-Seidel et C = (D — L)~'b.
Algorithme de Gauss-Seidel :

XO donné

I§n+1) = % bz — Z aijx§n+1) — Z al-j:cg»n) 1= 1, o

j<i J>i

1. La méthode de Gauss-Seidel converge rapidement par rapport
a la méthode de Jacobie.

2. Pour appliquer la méthode de Jacobie ou la méthode de Gauss-Seidel il faut que :
Vi, Qi 7& 0.



Exemple 0.3.3 Soit le systéme suivant :

$1+£L’2+$3:0
(S) 2$1—$2+l‘3:2
$1—$2—+2$3:3

On a
1 1 1 0
A= -1 1 et b=| 2
1 -1 2 1
Alors
1 0 0 0 00 0 -1 -1
D=0 -10],L=| -2200 et U= 0 0 -1
0 0 2 -1 10 0 0 0
Calculons la matrice de Jacobie : On a
1 0 0
D=0 —-10
0 0 3
Ainsi
1 0 0 0 -1 -1 0 -1 -1
By=DYL+U)=|0 -1 0 -2 0 -1 ]=| 2 0 1
0 0 2 -1 1 0 -3 3 0

Les éléments diagonaux de la matrice de Jacobie sont toujours nuls.

Soit X© = (0,1,0). Alors

0 -1 —1 0 1 0 0 0 -1
X =B, xO4p-1p = 2 0 1 1 |+ 0 =1 0 2 | = -2
-5 3 0 0 0 0 3 1 1
et

0 —1 —1 1 0 1

X® =B, x4 p7p = 2 0 1 21+l -2 1=11

1 1 1 1 0

2 2 2

Calculons la matrice de Gauss-Seidel : On a

Bgs = (D—L)"'U

10



avec

1 0 O
D—L=1]12 -1 0
1 -1 2
Ainsi
1 0 0
(D-L)y'=12 -1 0
1 1 1
2 2 2
D’ou
1 0 0 0 -1 -1 0 -1 -1
Bgg = 2 -1 0 0o 0 -1 =10 -2 -1
% —% % 0O 0 0 0 —% 0

La premiére colonne de la matrice Gauss-Seidel est toujours nulle.

Soit X© = (0,1,0). Alors

0 -1 —1 0 1 0 0 0
XY =BesXO 4+ (D-L)'v=[ 0 -2 -1 L]+ 2 -10 2
o -5 0 ) \o) N4 b i)\
D’ou
—4
XM =1 -7
_3
2
0 -1 -1 —4 -3
X® =BgsXW+(D-L)y'v=[0 -2 -1 -7 |+ -5
0 —3 0 —3 —1
D’ou
e :(_23 Ky _29)t
27 27 2

11
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