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' Introduction

Dans la pratique scientifique, I’ingénieur se trouve souvent confronté a des problemes dont la
résolution passe par celle d’un systeme d’équations qui modelisent les divers élements considéres.

Ainsl, la determination de :

- Contraintes et deplacement des structures mecaniques chargées
- Courant et tension des réseaux electriques

- Debits de chaleur dans des réseaux de chauffage

- Solution optimale en programmation lineaire ...

Certains de ces problemes necessitent la résolution d’un systeme de quelgues milliers d’équations.




' Introduction
L

(5x +3y+2z=75
Exemple : {9x + 6y + 7z = 8
2x +5y —6z=9

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la resolution d’un systeme de n équations a n inconnues :

fallxl + a12x2 + + alnxn — bl
alel + azzxz + + aann — bz

Que I’on note aussi : Y5, a;jx; =b; i=1,n

A11 Q12 . Qin | [X1 by

a a .. a X b
Ouencore: | % 2 A =2

An1 An2 - Aupnl 1 Xn. bn

ou Ax=Db




' Meéthodes de résolution

|l existe deux types de méthodes pour la résolution d’un systeme Ax=Db :

1.Meéthodes directes : une methode directe conduit a une solution en un nombre fini d’étapes,
et s’il n’y a pas des erreurs d’arrondi, la solution serait celle du systeme.
2.Méthodes itératives : une méthode itérative fait passer d’un estimé x®) de la solution a un

autre estimé x&*+1 de cette solution.
En effet, il n’existe pas de regle définitive pour le choix entre methodes directes ou indirectes.

Cependant, les methodes itératives sont rarement utilisees pour des systemes a matrice pleine
de faible dimension (n<100). Les méthodes itéeratives sont généralement preférées pour les

systemes de grande taille (I’accumulation des erreurs devient moins cruciale dans ce cas).




.‘ Meéethodes directes de resolution des systemes lineaires

‘ Résolution des systemes triangulaires

L € R™" est Une matrice triangulaire inférieure comporte uniguement des zeros dans la
partie au-dessus de la diagonale (Vi< |, [; =0)

L est donc de la forme :




Meéethode
d'élimination ®

de Gau

;@
@

La méthode de Gauss engendre un
algorithme fini exact dont l'idée est de
transformer le systeme initial en un
systeme triangulaire (inférieur ou
supérieur).



' Methodes directes de resolution des systemes lineaires

‘ La méthode délimination de Gauss

Pour une élimination sans permutation de lignes, on passe de A a la matrice
échelonnée équivalente U comme suit:

1) Colonne 1 : utiliser la premiere equation pour générer des zeéros sous le premier
PIVOL.

2) Colonne 2 : utiliser la nouvelle equation pour génerer des zéros sous le deuxieme
PIVOL.

3) Colonne 3 a n : continuer pour trouver les n pivots de la matrice échelonnée U.

Le pivot d’une ligne est le premier élement non nul de cette ligne.




' Methodes directes de resolution des systemes lineaires

‘ La méthode délimination de Gauss

Pour transformer un systeme guelconque en un systeme triangulaire, il
est possible d’utiliser trois opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A.
C’est la base de la méthode d’élimination de Gauss. Ces opérations sont

v’ La multiplication d’'une ligne par un scalaire (I, «< Al;)| : Remplacer la
ligne | par un multiple d’elle-méme.

v’ La permutation des lighes (L < 1)}  :Intervertir lalignei et la
lighe |

v/ La somme des lignes (L < L +AL;) . Remplacer la ligne i par la ligne
| plus un multiple de la ligne j.




" Methodes directes de resolution des systemes lineaires

‘ La méthode délimination de Gauss

Des trois opérations élémentaires, seule 'opération(li <— L +Alj) n’a pas d’effet
sur le déeterminant. La permutation de deux lighes en

change le signe, tandis que la multiplication d’'une ligne par un scalaire multiplie le determinant
par ce méme scalaire.




' Methodes directes de résolution des systemes lineaires

‘ ‘ resolution des systemes triangulaires

La méthode de Gauss permet de calculer le déeterminant de la matrice A, et
cecl en utilisant:

ou p est le nombre de permutations, a,, est les elements de la diagonale de la matrice
triangulaire obtenue en utilisant la méthode d’'élimination de Gauss




" Résolution d’un systeme triangulaire

On donne ici l'algorithme de résolution d’'un systeme triangulaire inférieur. Il se fait en
“remontant” les équations de la derniére ligne a la premiére.

L'algorithme de résolution est :

( b,
o =
" ann
< " n
X; = b; — Z a;jxj | pourt=n-—1,..,1
\ . j=i+1




Meéthode de Gauss

Soit a résoudre, le systéme suivant (n=3) : On obtient ainsi le systeme :
ra X1+ A12X5 + Aq3X3 = Db (E(l)) { (1)
11410 Het2 13+ = 71 1 a11X1 + ai12%; + a;3x3 = by (E;7)
Sl< aAy1 X1 + ArrXH -+ Ar3X3 = bz (Ez(l)) ﬁ SZ< (,lgzz)xz + agzz)x3 — ng) (EZ(Z))
2 2 2 2
ka31x1 ~+ A32X- -+ A33X3 = b3 (Eél)) \ ag3)x2 + af(33)x3 — bfg ) (Efg ))
On élimine le terme a, ;x4 dans(Ez(l))
(2) a1
a.-. = QqQq:; — — al
en prenant £\ = E\Y — 222 gD Avec:d oM s =23
aii b(z) _ bi . ﬂbl

A sra- - 1
De méme, on elimine le terme a3{x; dans(EB( ))

_ E3(1) aszq Efl)

ai1

en prenant EB(Z)



Meéthode de Gauss

f A{1X1 + a2Xx, + ay3x3 = by (El(l)) fa11x1 + ai2x; + a3x3 = by (E1(1))
S$2: 4 aDx, + aDxy = b (EP) ﬂ §3: ayx, + afxs =P (EY)
L az(%zz)xz T a%)XB = b§2) (Eg(z)) k ag?xP, = b§3) (Eé?’))
En supposant que a,, # 0, on élimine de la
meme facon le terme a§22>x2 grace a la fa§33) _ a%) Z% a%)
. 22
combinaison Eég) = EB(Z) Zg EZ(Z) et on Avec'<kb§3) _ b§2) Z% béz)
22

obtient un nouveau systeme équivalent au
systeme initial : Le systéme S3 est triangulaire supérieur.



' Exemple

‘ ‘ Methode de Gauss

Soit a résoudre le systeme :

{ le T 3x2 — x3 — 5

4‘x1 T 4x2 — BX3 =3
—2x1 +3x, — x3 =1

On écrit le systeme sous la forme Ax=b avec

2 3 -1 5 X1
A=(4 4 —3);b=(3);x=(x2)
-2 3 -1 1 X3




' Exemple 1 :
‘ ‘ Meéthode de Gauss

On a le pivot a ) 0, on peut donc faire :

(2) 3 -1 5 2 3 -1 |5
4 4 -3 3| ——————— -{0 -2 -1 |-7

-2 3 -1 1 0 6 -2 |6
[A(1)|b(1)] N [A(2)|b(2)]

Le pivot a( ) 0, on peut donc faire :

2 3 -1 |5 2 3 -1 5

0 (-2) -1 |-7|————— -0 -2 -1 |-7

0 6 —2 | 6 0 0 -5 |-15
[A(Z) |b(2)] = [A(B) |b(3)]

En remplacant dans le systeme d’équations, on a :

[ 2%, +3x, —x; = 5 (58, =
3 — 5, i = E <Xy =
X —5X3 — _15 kx3 —




‘ Exemple 2 d’entrainement

Transformation de A en une matrice triangulaire

supérieure
Exemple :
2r 4+ y—4z=8 (2 1 -4] [ 8 |
3x4+3y—52=14 A= |3 3 -5 | B=)| 14
4r 4 S5y — 22 =16 | & & =2 | | 16 |
21 -4 8
Notation : A=|33 -5|14
4 5 -2]16
- 17" pivot : (2 2 1 -4)8
2 ligne - 1°7° ligne = 3/2 0 3/2 1|2
3°™€ ligne - 1°"¢ ligne = 2 0O 3 6|0
\ 2 1 -4|8
2% pivot : 13/2 D 32 1|2
3™¢ |ligne - 2™ lignex2 | 0 0 4 -4




La méthode d’élimination de Gauss

Exemple 3
Premiére étape pivot a,,=1+0 Deuxieme etape pivota’,,=1#0

1 ‘M 1] 1 1 3 1

2 3 6 -5 2 IL2’=L2—% L1 0 1 2 1 o| . »

3 -1 2 -7 5 L3'=L3—E L1 On obtient 0 -4 -4 2 2 |13 =§(L’3—T L'2)

1 e
1 2 3 -1 —1JL4'=L4_% i o 1 1 2 —2]4 =L'4—2 L2
On obtient

Troisieme étape pivot a ""5;=2#0

i : On obtient le systéme triangulaire augmenté
1 1 2 -3 1
0 1 2 / 1 1 2 -3 1]
O 0 2 3 1 0O 1 2 1 0
o 0 -1 1 -2 L4”'=2(L”4—_71 L'2) O 0 2 3 1
o 0 0 5 -3




1¢re étape : Triangularisation : [4, b] = [U, b']
Pour k=1 a n-1 faire
Pour i=k+1 a n faire

Aik
Akk

W =

Pour j=k+1 a n+l faire

Algorithme de Gauss

aij: aij — W akj
Fin pour
Fin pour

Fin pour

2¢me gtape : Résolution du systéme : Ux=b’

Pour 1=n a 1 faire

n
_ bi=Xiiyq QX

Xi
Aji

Fin pour




Meéethodes directes

“ Méthode d'élimination [
de Gauss " Méthode de Gauss-Seide

. I\/Iléthode de " Méthode de Relaxation
decomposition L. U

“ Methode de Cholesky




Méthode de
decomposition @
L Lowtp

@

La factorisation LU d'une matrice A, , est
une astuce tres importante dans le
domaine de l'analyse numeérique.

Sa base est tres simple, mais ses
applications sont tres nombreuses et tres

utiles.




' Prmupe

‘ ‘ Methode de decomposition LU

Déecomposition de la matrice A de facon a la mettre sous la forme A=L.U ou L est une matrice
triangulaire unitaire inférieur et U est une matrice triangulaire supérieure.

e systeme devient :

Ly =b

Ax=b &S LUx=b & A
Ux =y

La résolution du systeme Ax=Db revient a résoudre les deux systemes Ly=b et Ux=y. Puisque L et U sont
triangulaires, la résolution est immédiate.

/ o - 0\ Uy Ugp 0 Uip— uln\
l21 1 o - 0 0  Uyy -+ Uyp_q Uy
L = [ 32 1 o« 0 U= 0 0 - Ugp_q U3y




' Prmupe

‘ ‘ Methode de decomposition LU

La meilleure facon d'obtenir cette factorisation, est d'utiliser I'elimination de Gauss. Ainsi, la
matrice U est la matrice finale aprés élimination de Gauss A,

a1 Q12 QAq3 0 Aqn

(2) (2) (2)

0 a,, a23 o Qop

o=l 0 0 a - a)
0 0 0 - a™

1l reste a trouver la matrice L (triangulaire inférieure unitaire).




WO

Principe
® o

En effet, les differentes étapes de la triangularisation peuvent s’écrire sous forme matricielle. Si on pose
A=A la matrice A® du second systéeme est obtenue en multipliant a gauche par :

Methode de decomposition LU

%21 0 0 d11 di2 413

EO | "am 0} S g0 pog@ | 0 ol alP

_ 931 (2) (2)

1 0 1 0 az;  ag;

De la méme facon, A obtenue en multipliant A et E@

1 0 0 aq1 aqr adq3
p@ — [ Y 1(2) ) 5 4@ = @@ = popo0 = 0 a? o
0 ?22) 1 0 0 (3)

A33
Ainsi, A© = (E@EM) 4@ = (EW) (E@) " A@, Les matrices E® sont inversibles car leurs déterminants

sont egaux a 1 et leurs inverses sont faciles a calculer. ‘ %




' Prmupe

‘ ‘ Methode de decomposition LU

En effet, on peut vérifier qu’on les obtient en transformant les termes sous la diagonale en
leurs opposants. On a donc :

1 0 O
421
L=(E®)HE®) " = ay
ds1 B2
d11 Q2
1 0 0 0
l21 1 0 0 (k)
Dans le cas général,ona: L = | l3; I3, 1 0 lavec [ = ?zﬁ)

Ark




" Exem pIe Uy =2 =1 Ups =2
ity + Up2=0 2 uy,=-3

2 -1 2 1 l21Uq3 + Uzz = —2 D Uy3=4
A=|l-6 0 =2|; b=12
3 —1 5 1 131u11:8 - l31=4

27 1 2 1 0 0\ Uy U U [31U17 + [32Up =-12 155, = —1
A= (—6 0 —2) = LU = <121 1 0)( 0 uy, uzs)

Décomposition lLbyu1=-6 2 l,; = =3

[31U13 + l32Up3 + U33=D D U3z3=]

8 —1 5 31 135 1 0 0 us;
Ugq Ug2 Ug3 1 0 O
A= (l21u11 l1Uq2 + Uz, lr1Uq3 + Uszs ) L = (—3 1 0)
l31u11  l31uqp + 35Uy I3qUq3 + [35Up3 + Uss 4 -1 1
(2 —1 2)
U=(0 -3 4
0O 0 1 ‘




' Exemple
‘ ‘ Résolution

v = b 2 -1 2 1
Ax =b o LUx = b (:)<Uy: A=(—6 0 —2);; =2
AT 8 -1 5 1

1 0 0 Y1 1 Vi = Vi =
Ly = b — (—3 1 O) (3’2)= (2) 21 3y ty, =2 21y, =
4

Vi— Y, ty;=1 Y3 = 2

Ux =y - (0 —3 4) (x2)= (5) 24 -3x,+4x;=5 24 x,=1
2




Exemple 2
Interprétation matricielle de I'élimination de Gauss : la factorisatio

1 1 17 [1 O O] 41 Uyp Ugs]
A=14 3 —-1]|= 12 1 of*| O Uyy  Uyg
3 5 3 13 I3 1 0 0 us;

A = | * U

En appliquant I'élimination de Gauss sur A

1¢re étape on élimine la deuxiéme et la troisieme ligne de la premiére colonne:
Pivot =1



Exemple 2
Interprétation matricielle de I'élimination de Gauss : la factorisatio

1 -

11 _ _
7 1 1 1

4 3 —1| Ry=R(4/1)Ry 0 —1 -—5

3 5 31 R;y=R4(3/1)R, 0 2 0 |

2¢re étape on élimine la troisieme ligne de la deuxiéme colonne: Pivot = -1

1 1 17 1 1 1
0 -1 =5 = 0 -1 -5
0 2 01 R3"=R3-(-2)R’, 0 0 -10.

La matrice obtenue est la matrice triangulaire supérieure U

1 1 1 -
u=f0 -1 =5
0 0 —10.




Exemple 2
Interprétation matricielle de I'élimination de Gauss : la factorisatio

Les parametres de L, on les obtient en transformant les termes sous la diagonale. On a donc :

1 0O O

a

21 0\
L=\ Q11

az1 QA3

\a11 5. 1/

|

1 0 O L,,=4 est obtenu de I'équation R,’=R,-(4/1)R,
L=|4— 1 O
L;,=4 est obtenu de I'’équation R;'=R-(3/1)R,

3 =271 ‘

L,,=-2 est obtenu de I'’équation R;"'=R’;-(-2)R,




Algorithme de
factorisation LU




.‘ Utilité de la factorisation
@

On remarque facilement que la méthode LU nécessite plus de calcul et d'espace mémoire que
la méthode de resolution de Gauss. En effet, la methode de Gauss est en quelgue sorte une
partie de la methode LU (construction de la matrice U).

Cependant, il ne faut pas douter de l'utilité de la méthode de factorisation LU.

Dans plusieurs situations en analyse numeérique, il y a plusieurs systemes du type Ax_i=b_i a
résoudre pour i=1,...,M avec M tres grand. Puisque la matrice A est constante pour tous ses
systemes, il est donc avantageux de calculer une fois L et U et resoudre les deux systemes

triangulaires a chaque fois, ce qui revient plus facile a faire.
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