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Exercice 1. (4 pts)
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Soit {e1, . . . , ep} une base de F que l’on complète en une base
de E : B = {e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en}. On note B∗ = {e∗1, . . . , e∗p, e∗p+1, . . . , e∗n} la base duale de B.
1. Montrer que {e∗p+1, . . . , e∗n} ∈ F⊥.
2. Soit ` ∈ F⊥, écrire ` dans B∗.
3. En déduire que {e∗p+1, . . . , e∗n} est une base de F⊥ et dim F + dim F⊥ = dim E.

Exercice 2. (6 pts)
Soit ϕ la forme bilinéaire symétrique donnée par 1 1 1

1 2 3
1 3 5

 .

1. Expliciter ϕ ainsi que la forme quadratique q associée.
2. Déterminer son rang et son noyau. Est-ce une forme non dégénérée ?
3. Trouver l’orthogonale de F = Vect{(1, 0, 0), (1, 0, 1)}.
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Corrigé

Exercice 1. (4 pts)
1.

e∗i : E∗ −→ K, e∗i (ej) =
{

1 si i = j
0 si i 6= j

(1pt)

Pour j ∈ {1, . . . , p} et i ∈ {p + 1, . . . , n}, on a e∗i (ej) = 0, donc {e∗p+1, . . . , e∗n} ∈ F⊥. (0.5 pt)
2. Soit ` ∈ F⊥. Comme B∗ est une base de E∗, alors ` =

n∑
i=1

`(ei)e∗i . (0.5 pt) Or pour i ∈ {1, . . . , p}
on a `(ei) = 0 (car ei ∈ F ) (0.5 pt), donc

(0.5 pt) ` =
n∑

i=p+1
`(ei)e∗i . (1)

3. La relation (1) montre que {e∗p+1, . . . , e∗n} est une famille génératrice de F⊥ et puisque elle est
libre car est un sous-ensemble d’une base, elle forme une base de F⊥. (0.5 pt) Ainsi

dim F⊥ = n− p = dim E − dim F. (0.5 pt)

Exercice 2. (6 pts)
1. Soient x = (x1, x2, x3) et y = (y1, y2, y3)

ϕ(x, y) = x1y1 + x1y2 + x1y3 + x2y1 + 2x2y2 + 3x2y3 + x3y1 + 3x3y2 + 5x3y3. (1 pt)

q(x) = ϕ(x, x) = x2
1 + 2x2

2 + 5x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 6x2x3. (1 pt)

2. On a : 2× L2 − L3 = L1, donc rg(ϕ) = 2. (0.5 pt)

(x, y, z) ∈ ker(ϕ)⇐⇒

 1 1 1
1 2 3
1 3 5


 x

y
z

 =

 0
0
0

 , on résout le système suivant


x + y + z = 0
x + 2y3z = 0
x + y + 5z = 0

⇐⇒


x = z
y = −2z, z ∈ R (1 pt)
z = z

Ainsi ker(ϕ) = Vect{(1,−2, 1)}. (0.5 pt) et donc ϕ est dégénérée. (0.5 pt)
3. Cherchons un vecteurs x = (a, b, c) dans F⊥.

On doit avoir ϕ(x, v1) = 0 et ϕ(x, v2) = 0, avec v1 = (1, 0, 0) et v2 = (1, 0, 1) c’est à dire

{
a + b + c = 0
a + b + c + a + 3b + 5c = 0 ⇐⇒


a = −3b− 5c
b = b
c = c

(1 pt)

Donc F⊥ = Vect{(−3, 1, 0), (−5, 0, 1)}. (0.5 pt)


