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Examen Final de « Vibrations et Ondes Mécaniques »

Exercice 1 (10 points)
Un disque de masse m, de rayon r et de moment d’inertic I, = %mr2 relié par un amortisseur de

coefficient d’amortissement c et un ressort de raideur k au point A ou OA = r . On suppose que le
disque roule sans glissement (x = r9).

a) Déterminer I’énergie cinétique T, I’énergie potentielle V et la fonction de dissipation D.

b) Déterminer I’équation de mouvement du systéme (Méthode de Lagrange).

c) Déterminer la pulsation propre et le facteur d’amortissement.

d) Sile coefficient d’amortissent est ¢ = Vkm, le disque est relaché a partir de 6(0) = 6, et une
vitesse initiale nulle, trouver le déplacement x(t) du centre du disque.
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L’énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de translation)
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L’énergie potentielle (pour une rotation @ du disque le ressort s’allonge de 2r0 = 2x)

* V= %k(Zx)2 = 2kx?

La fonction de dissipation

* D =-c(2%)? = 2cx?
b)

Equation de Lagrange

a(G) -G+ G+ G =0
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D’ou I’équation de mouvement

x =16
. %mjc'+4ca'c+4kx=0; et avec lx =16 = gmé+4c9+4k9=o
¥=rf

c) On transforme 1’équation de mouvement sous la forme
¥ + 2&wpx + wix =0
- 8c | N 8k 0
X+e=x+z—x=
3m 3m

La pulsation propre

i 8k
Wn = [

3m|

Le facteur d’amortissement

8c 8k 8¢ 8¢ 3m

on =30 =28 I3 =3 = T o am. Bk
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d) Si c =vkm

_2Vkm _ 2
f_\/6km_\/€<1

La réponse est de la forme
\x(t) = e~$“nt{A, cos wyt + A, sin wdt}\

L’expression de la vitesse
x(t) = —Ewpe $9nt{A; coswyt + A, sinwgt} + e 9t [—w A, sin wgt + WA, cos wyt]

Les conditions initiales

0(0) =6, = x(0) =10,

e%{A; cos0 + A, sin0} = 6,
:

%(0) = 0

—¢w,e®{A; cos0 + A, sin0} + e’[—wyA, sin 0 + wyA4, cos0] = 0

—$wpAy +wgA, =0

_ Ewnrby

° Az_

w4

Le déplacement x(t) du centre du disque

_ 0o .
o k(t) =eéwnt {r@o cos wyt + %sm wdt}
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Exercice 2 (10 points)

Pour le systeme illustré ci-dessous, x et y désignent respectivement les déplacements absolus de la
masse m et de I'extrémité Q.

1) Déterminer I’équation de mouvement du systéme (méthode de Newton).

2) Déterminer la pulsation propre et le facteur d’amortissement.

3) Déterminer I’amplitude et la phase de la réponse forcée X, (t).

4) Déterminer la réponse totale dans le cas ou I’amortissement est critique et les conditions
initiales sont nulles.

c a—> x(t) y(t) =Y sinQt
b
] o
m
? 0
7
k Q Q

1) Déterminer I’équation de mouvement du systéme (méthode de Newton).

Isoler la masse et tracer le diagramme du corps libre

. . éme . fal = CX
Application de la 2°™ loi de Newton — foy = c(y — %)
N m —
— fo = max
fr = kx

|ma =—fo1—fr— fa2|

Relier les forces aux parametres du probleme

fr = kx
fa1 = cx
faz = c(y = X)

Remplacer dans 1’équation d’équilibre dynamique

mi = —kx — cx + c(y — x)

mx + 2cx+kx =cy

y() =YsinQt = y(t) = QY cosQt

L’équation de mouvement
La force extérieure F(t) = c y(t) = cQY cos Qt

Posons Fy = cQY

mX + 2cx + kx = F cos Qt

" c .k Fy
X+2— x+—x=—cos(t
m m m

. . 2 FO
x+2€wnx+wnx=acosﬂt
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2) Déterminer la pulsation propre et le facteur d’amortissement.
e La pulsation propre

W, = |—]
i m|

e Facteur d’amortissement

Cc
ZE: wan
C
f:
Vkm

3) Déterminer ’amplitude et la phase de la réponse forcée X (t).

La solution est donnée dans la feuille des formulaires

X = FO et la= t971 ( ” _C:HQQZ )
\/(ke —m,Q? )2 +(c.Q)’

En comparent meX + coX + kox = Fy cos Qt avec mX + 2¢x + kx = |Fy cos Qt

me,=m; k, =k;c, =2c;Fy=cQY

L>amplitude
cQY
X =
J(k —mQ2)? + (2cQ)?
La phase
1 2¢Q)
«=tan” ()

4) Déterminer la réponse totale dans le cas ou |’amortissement est critique et les conditions
initiales sont nulles.
Dans ce cas la solution totale est de la forme

x(t) = (C; + Ct)e nt + X cos(Qt — a)
L’expression de la vitesse
x(t) = Coe™nt + (C; + Cot)(—wy,)e™“nt — QX sin(Qt — a)
Avec les conditions initiales nulles
x(0)=0= (C; +[GIXI0)e DX 1 X cos(WX0 — o) = 0
C;+Xcos(—a) =0

x(0)=0= Coe™@X0 4 (C, +165K0) (—w,)e @aX0 _ (X sin(QK0 — ) = 0
Cy — wp,C; — QX sin(—a) =0
|C2 = —wyX cosa — QX sin a|
La solution totale est

x(t) = [—cosa + (—w, cosa — Qsina)t]Xe “nt + X cos(Qt — a)
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Exercice 3 (supplémentaire 4 points)
Déterminer les équations de mouvement du systéme a deux degrés de liberté suivant :

1 . X2
—>
k c k

W m —— m AW

[e)

Q [e) [e)
e e e B e e e

e
Tk

Solution :

Isoler les masses et tracer le diagramme du corps libre

f?"l = kx1 < m —> fa = C(xz — xl) s m —— fT‘Z = kxz

Application de la 2°™ loi de Newton pour la premiére masse

fri=kx; «— m |—> f, =c(%; — %)

i’ fo = ma.x
Mg =—fr1+/fa
Relier les forces aux parametres du probleme
fr1 =kxq
fa = c(xX3 — %1)
mjc'l = —kx1 + C(Xz - xl)
m5€1 + cicl - CX'Z + kx1 =0 (l)

Application de la 2°™ loi de Newton pour la deuxiéme masse

fa=c(; —x))e— Mm — [ =kx,

i’ fo = ma.x
Mg =—fr2—fa
Relier les forces aux parametres du probleme
fra = kx;
fa = c(x2 — x1)
mjf'z - _ka - C(XZ - xl)
m.i'z — Cxl + CXZ + ka =0 (2)




