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Examen Final 

L2 Aéronautique 

 Ondes et vibrations  

 
 

1. Utiliser la formule d’Euler pour passer de la forme exponentielle à la forme 

trigonométrique.  

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡(𝑎1𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡). 

 

𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 = cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝑖 sin 𝜔𝑑𝑡 

𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡 = cos 𝜔𝑑𝑡 − 𝑖 sin 𝜔𝑑𝑡 

𝑎1𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡 = 𝑎1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝑖𝑎1 sin 𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2cos 𝜔𝑑𝑡 − 𝑖 𝑎2sin 𝜔𝑑𝑡 

𝑎1𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡 = (𝑎1 + 𝑎2) cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝑖(𝑎1 − 𝑎2) sin 𝜔𝑑𝑡 

𝑎1𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡 = 𝐴1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔𝑑𝑡 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡(𝑎1𝑒𝑖𝜔𝑑𝑡 + 𝑎2𝑒−𝑖𝜔𝑑𝑡). 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡(𝐴1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔𝑑𝑡) 

 

2. Une machine vibre avec un mouvement harmonique simple à une fréquence de 20 Hz et 

une accélération d'amplitude de 0,5𝑔. Déterminer le déplacement et la vitesse de la 

machine. Utilisez la valeur de 𝑔 comme 9.81 𝑚/𝑠2. 

 

𝑥(𝑡) = X cos(Ω𝑡 − 𝛼) 

�̇�(𝑡) = −ΩX sin(Ω𝑡 − 𝛼) 

�̈�(𝑡) = −Ω2X cos(Ω𝑡 − 𝛼) 

Ω = 2𝜋𝑓 = 40𝜋 𝑟𝑎𝑑/𝑠. 

Amplitude de l’accélération 

𝐴 = Ω2X = (2𝜋𝑓)2X = (40𝜋)2X = 0.5g         
Amplitude du déplacement 

X =
0.5g

Ω2
=

0.5 × 9.81

(40π)2
= 3. 1061 × 10−4𝑚 

Amplitude de la vitesse 

𝑉 = ΩX = 40πX = 3. 9032 × 10−2 𝑚/𝑠 

𝑥(𝑡) = 3. 1061 × 10−4cos(40𝜋𝑡 − 𝛼)  𝑚 

�̇�(𝑡) = 3. 9032 × 10−2cos (40𝜋𝑡 − 𝛼 +
𝜋

2
)  𝑚/𝑠 
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3. Un disque de masse 𝑚, de rayon 𝑟 et de moment d’inertie 𝐼𝑂 =
1

2
𝑚𝑟2, roule sans 

glissement. Le disque est relié à un ressort et un amortisseur à une distance 𝑎 du centre 𝑂.  

• Calculer l’énergie cinétique 𝑇, l’énergie potentielle 𝑉 et la fonction de dissipation 𝐷.  

• Utiliser la méthode de Lagrange pour déterminer l’équation de mouvement ; 

• Calculer la fréquence naturelle du système pour de petits angles 𝜃(𝑡) d′oscillation. 
 

  

 

 

 

 

 

 

L’énergie cinétique (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de translation) 

𝑇 =
1

2
𝐼𝑂�̇�2 +

1

2
𝑚�̇�2 

𝑇 =
1

2
(

1

2
𝑚𝑟2) �̇�2 +

1

2
𝑚𝑟2�̇�2 

𝑇 =
3

4
𝑚𝑟2�̇�2 

L’énergie potentielle (pour une rotation 𝜃 du disque le ressort s’allonge de (𝑟 + 𝑎)𝜃.) 

𝑉 =
1

2
𝑘[(𝑟 + 𝑎)𝜃]2 =

1

2
𝑘(𝑟 + 𝑎)2𝜃2 

La fonction de dissipation 

𝐷 =
1

2
𝑐[(𝑟 + 𝑎)�̇�]

2
=

1

2
𝑐(𝑟 + 𝑎)2�̇�2 

Equation de Lagrange 

 𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕�̇�
) − (

𝜕𝑇

𝜕𝜃
) + (

𝜕𝑉

𝜕𝜃
) + (

𝜕𝐷

𝜕�̇�
) = 0 

𝜕𝑇

𝜕�̇�
=

3

2
𝑚𝑟2�̇� ;    

 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕�̇�
) =

3

2
𝑚𝑟2𝜃 ̈ ;

 

𝜕𝑇

𝜕𝜃
= 0 ;

 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 𝑘(𝑟 + 𝑎)2𝜃 ;       

 

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 𝑐(𝑟 + 𝑎)2𝜃.̇  

 

Equations de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝑇

𝜕�̇�𝑖
) − (

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
) + (

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑖
)+(

𝜕𝐷

𝜕�̇�𝑖
) = 𝑄𝑖  

  𝜃(𝑡) 

𝑚, 𝑟 

𝑐 

𝑂 
𝑥(𝑡) 𝑎 

𝑘 
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D’où l’équation de mouvement  

3

2
𝑚𝑟2�̈� + 𝑐(𝑟 + 𝑎)2�̇� + 𝑘(𝑟 + 𝑎)2𝜃 = 0 

On transforme l’équation de mouvement sous la forme 

�̈� +
2𝑐

3𝑚

(𝑟 + 𝑎)2

𝑟2
�̇� +

2𝑘

3𝑚

(𝑟 + 𝑎)2

𝑟2
𝜃 = 0 

La pulsation propre 

𝜔𝑛 =
(𝑟 + 𝑎)

𝑟
√

2𝑘

3𝑚

 

Le facteur d’amortissement 

2𝜉𝜔𝑛 =
2𝑐

3𝑚
(

(𝑟 + 𝑎)

𝑟
)

2

⟹   2𝜉
(𝑟 + 𝑎)

𝑟
√

2𝑘

3𝑚
=

2𝑐

3𝑚
(

(𝑟 + 𝑎)

𝑟
)

2

 

𝜉 =
(𝑟 + 𝑎)

𝑟

𝑐

√6𝑘𝑚
 

 


