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Solution Exercice 2 

Le moment d’inertie par rapport à l’axe de rotation passant par A. 

 𝐼𝐴 =  𝐼𝐺 + 𝑚𝐴𝐺̅̅ ̅̅ 2 =
1

12
𝑚𝑙2 + 𝑚 (

𝑙

2
)

2

 

 𝐼𝐴 =
1

3
𝑚𝑙2. 

Les déplacements 𝒙𝑪 𝐞𝐭 𝒙𝑫 en fonction de l’angle de rotation 𝛉.  

𝜃 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ sin 𝜃 ≅ 𝜃  𝑒𝑡 cos 𝜃 ≅ 1 

 

𝑥𝐶 = 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅
1

4
𝑙𝜃 

𝑥𝐷 = 𝐴𝐷̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅ 3

4
𝑙𝜃 

𝑥𝐵 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅ 𝑙𝜃 

Représentation des forces appliquées sur la tige (force d’amortissement, force de rappels,). 

 

 Les forces appliquées 
Les moments par rapport 

au centre de rotation A 

La force de rappel  𝑓𝑟 = 𝑘𝑥𝐷 = 𝑘
3𝑙

4
𝜃 ℳ𝑓𝑟/𝐴 = 𝑘

3𝑙

4
𝜃 ×

3𝑙

4
=

9

16
𝑘𝑙2𝜃 

La force d’amortissement     𝑓𝑎 = 𝑐�̇�𝐴 = 𝑐
𝑙

4
�̇� ℳ𝑓𝑎/𝐴 = 𝑐

𝑙

4
�̇� ×

𝑙

4
=

1

16
𝑐𝑙2�̇� 

La réaction du support       𝑅𝐴  (Inconnue) ℳ𝑅/𝐴 = 0 

La force extérieure  𝐹(𝑡) = 𝐹0 cos Ω𝑡 ℳ𝐹/𝐴 = 𝑙 × 𝐹(𝑡) = 𝑙𝐹(𝑡) 

 

Isoler la tige et appliquer la loi de la dynamique. 

Somme des moments par rapport au point de rotation 𝐴 est égale au moment d’inertie massique par rapport 

à 𝐴 multiplier par l’accélération angulaire 

L’équation de mouvement libre 

+↺ ℳ𝑓𝑖/𝐴 = 𝐼𝐴�̈� 

−
9

16
𝑘𝑙2𝜃 −

1

16
𝑐𝑙2�̇� =

1

3
𝑚𝑙2�̈�. 

1

3
𝑚𝑙2�̈� +

1

16
𝑐𝑙2�̇� +

9

16
𝑘𝑙2𝜃 = 0 

Sous la forme �̈� + 2𝜉𝜔𝑛�̇� + 𝜔𝑛
2𝜃 = 0    

�̈� +
3

16

𝑐

𝑚
�̇� +

27

16

𝑘

𝑚
𝜃 = 0 

  

𝐶 
𝐴 

𝐷 𝐵 

𝜃 

𝑥𝐷 
𝑥𝐶  

𝑥𝐵 

𝐶 𝐴 𝐷 𝐵 𝐺 

𝑓𝑟 𝑓𝑎 

𝑅𝐴 

𝐹(𝑡) 
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La pulsation propre 𝝎𝒏. 

𝜔𝑛 =
3√3

4
√

𝑘

𝑚
 

Le facteur d’amortissement Valeur de l’amortissement critique 

𝜉𝜔𝑛 =
3

32

𝑐

𝑚
⟹  𝜉

3√3

4
√

𝑘

𝑚
=

3

32

𝑐

𝑚
   ⟹  𝜉 =

3 × 4

32 × 3√3

𝑐

𝑚
√

𝑚

𝑘
 

𝜉 =
𝑐

8√3𝑘𝑚
 

Valeur de l’amortissement critique 

𝜉 =
𝑐

𝑐𝑐
  pour 𝜉 = 1 ⟹ 𝑐 = 𝑐𝑐 

𝑐𝑐 = 8√3𝑘𝑚 

L’équation de mouvement forcé 

+↺ ℳ𝑓𝑖/𝑂 = 𝐼𝐴�̈� 

1

3
𝑚𝑙2�̈� +

1

16
𝑐𝑙2�̇� +

9

16
𝑘𝑙2𝜃 = 𝑙𝐹0 cos Ω𝑡   ⟹   �̈� +

3

16

𝑐

𝑚
�̇� +

27

16

𝑘

𝑚
𝜃 =

3𝐹0

𝑚𝑙
cos Ω𝑡 

�̈� + 2𝜉𝜔𝑛�̇� + 𝜔𝑛
2𝜃 =

3𝐹0

𝑚𝑙
cos Ω𝑡 

Pour un amortissement sous critique 

La solution homogène est donnée par  𝜃ℎ(𝑡)  = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡{𝐴1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔𝑑𝑡} 

La solution permanente est donnée par 𝜃𝑝(𝑡)  = 𝐴𝑝 cos(Ω𝑡 − 𝛼) 

Avec   𝐴𝑝 =
Θ0

√(1−𝑟)2+(2𝜉𝑟)2
       et     𝛼 = tan−1 (

2𝜉𝑟

(1−𝑟)
)  

L’expression du déplacement angulaire     

𝜃(𝑡)  = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡{𝐴1 cos 𝜔𝑑𝑡 + 𝐴2 sin 𝜔𝑑𝑡} + 𝐴𝑝 cos(Ω𝑡 − 𝛼) 

L’expression de la vitesse angulaire  

�̇�(𝑡)  = 𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡{(𝐴2𝜔𝑑 − 𝐴1𝜉𝜔𝑛) cos 𝜔𝑑𝑡 + (−𝐴1𝜔𝑑 − 𝐴2𝜉𝜔𝑛) sin 𝜔𝑑𝑡} − Ω𝐴𝑝 sin(Ω𝑡 − 𝛼) 

Conditions initiales 

𝜃(0) = 0   ⟹  𝑒−𝜉𝜔𝑛0{𝐴1 cos 0 + 𝐴2 sin 0} + 𝐴𝑝 cos(−𝛼) = 0 

𝐴1 + 𝐴𝑝 cos(−𝛼) = 0 ⟹ 

𝐴1 = −𝐴𝑝 cos 𝛼  

�̇�(0) = 0   ⟹  𝑒0{(𝐴2𝜔𝑑 − 𝐴1𝜉𝜔𝑛) cos 0 + (−𝐴1𝜔𝑑 − 𝐴2𝜉𝜔𝑛) sin 0} − Ω𝐴𝑝 sin(−𝛼) = 0 

𝐴2 =
𝐴1𝜉𝜔𝑛 − Ω𝐴𝑝 sin 𝛼

𝜔𝑑
 

𝐴2 = −
𝜉𝜔𝑛 cos 𝛼 + Ω sin 𝛼

𝜔𝑑
𝐴𝑝 


